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Chaos in Platos Hohle
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Vorhersage

Ein wesentliches Ziel der neuzeitlichen Naturwis-
senschaften ist die Vorhersage. Dieses Ziel wurde
dadurch erreicht, dal? man nach Mechanismen
suchte, die hinter den Erscheinungen wirken und auf
der Grundlage einer strengen Verkniipfung von Ur-
sache und Wirkung fir den Ablauf des beobachtba-
ren Geschehens sorgen. Indem der Mechanismus
bzw. die Dynamik des betrachteten Systems in einer
Differentialgleichung formalisiert wird, geniigt die
aleinige Kenntnis des Zustandes eines Systems zu
einem bestimmten Zeitpunkt, um den Zustand zu
einem beliebigen anderen Zeitpunkt zu berechnen.

Um eine solche Uhrwerkwelt zu schaffen, ist die
Physik auf eine extreme Reduktion der Komplexitét
des zu beschreibenden Wirklichkeitsausschnitts an-
gewiesen. Dabei kommt es notgedrungen zu Aus-
blendungen von Teilaspekten und starken Vereinfa-
chungen.

Plato illustriert diese Reduktion in seinem beriihm-
ten Hohlengleichnis dadurch, dai3 er das zu Erken-
nende a's Schatten des Wirklichen darstellt, die sich
durch Projektion ergeben.

Sieh némlich Menschen wie in einer unterirdischen,
hohlenartigen Wohnung, die einen gegen das Licht
gedffneten Zugang langs der ganzen Hoéhle
hat...Dergleichen Menschen (haben) von sich selbst
und voneinander (nie) etwas anderes gesehen... as
die Schatten, welche das Feuer auf die gegentiber-
stehende Wand wirft...Auf keine Weise kdnnen die-
se etwas anderes fir das Wahre halten as die
Schatten jener Kunstwerke? [1]

Dieses Bild kann u.E. im anschaulichen wie im
mathematischen Sinn ziemlich wortlich genommen
werden: Im Schatten gehen nicht nur Glanz und
Farbe der Originae verloren, dartber hinaus
schrumpfen auch die Dimensionen.

Projektionen kénnen glucklich und unglicklich
sein. Beispielsweise gibt der Schattenril3 eines Ge-

Denn der Schatten, den eine Schépfung
auf der Wand der Wirklichkeit wirft, ist reine Logik.
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sichts dann die meisten Details des Originals wie-
der, wenn es im Profil projiziert wird. Von hinten
angestrahlt erkennt man weitaus weniger. Ein an ei-
ner Schraubenfeder schwingendes Massestiick ver-
rét in der Vertikaprojektion, also etwa von unten
angestrahlt, nichts von der Schwingung; hingegen
wirde jede Horizontalprojektion, ja sogar jede
schrage Projektion alles Wesentliche des Vorgangs
preisgeben.

Wir wollen im folgenden untersuchen, ob auch zu-
falig erscheinende Datensdtze als Ergebnis der
"ungltcklichen" Projektion eines reguléren Vor-
gangs aufgefal’t werden kénnen. Dazu wird anhand
eines konkreten Beispiels zundchst die méglicher-
weise fehlende Dimension rekonstruiert und der
Vorgang auf einen deterministischen Mechanismus
zuriickgefuhrt. Es soll aber auch gezeigt werden,
dal uns bei solchen Vorgangen die Kenntnis des
Mechanismus nichts niitzt, sofern man vom klassi-
schen Anspruch ausgeht, mit den Anfangsbedin-
gungen und der Dynamik eines Systems das Sy-
stemverhalten fur alle Zeiten "in der Tasche" zu ha
ben. Vorgéange, die indeterministisch erscheinen, fir

Abb. 1: Zusammenpressen, Zerschneiden und Wieder-
herstellen des Einheitsquadrats stellt einen deterministi-
schen, in der seitlichen Projektion des Quadrats aber in-
deterministisch erscheinenden Vorgang dar.

die aber ein deterministischer Mechanismus ange-
geben werden kann, werden "chaotisch" genannt
und in jungster Zeit im Rahmen der Chaosforschung



diskutiert. Auf der Grundlage des wohl einfachsten
chaotischen Mechanismus, der sogenannten Bak-
kertransformation, sollen im folgenden einige cha
rakteristische Merkmale chaotischen Verhaltens
geometrisch veranschaulicht werden.

Der springende Punkt

Wir betrachten einen Vorgang, der aus einem auf
dem Einheitsintervall springenden Punkt P besteht.
L&kt man ihn von der Stelle 0,500000 starten ( die
Nullen sollen die Ablesegenauigkeit zum Ausdruck
bringen ), so durchlauft er beispielsweise die Se-
quenz: 0,950000 - 0,195000 - 0,719500
-0,871950 - 0,687195 - 0,2687195. Betrachtet
man diesen Vorgang als einen dynamischen ProzeR3,
bei dem jeder Zahlenwert Startpunkt fir die folgen-
den ist, muR man den Eindruck eines erratischen
Hin- und Herspringens gewinnen. Andererseits
scheint sich der Zufall auf die erste Stelle nach dem
Komma zu beschrénken. Der Rest der Dezimalen
wird dagegen in vorhersehbarer Weise jeweils um
eine Stelle nach rechts verschoben. Das gilt auch fir
die neu hinzu- gekommenen Ziffern. Daraus |af3t
sich erkennen, dai3 die urspriingliche Zahl jeweils
durch 10 dividiert und anschliefRend mit einer vor-
erst noch "vom Himmel falenden" Zahl addiert
wird. Macht man sich die eingangs erorterte Idee

(0,917862, 0.500000)
(8,178621, 0, 950000)
(8,786206, 0,195800)
(0, 862058, 8.719500)
(0,620578, B,571950)
(8, 205752, 0.637195)
(8,057823, 0,268720)
(8.578246, 0,026872)
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Abb. :3 Orbit des Prozesses im Einheitsquadrat. Da wir
die Punkte nur mit einer Genauigkeit von sechs Stellen
nach dem Komma kennen, muf} die Ziffernfolge auf-
grund ihrer Verschiebung jeweils um eine Stelle nach
links am rechten Ende durch eine beliebige Ziffer er-
ganzt werden. Dazu haben wir lediglich die Rechenge-
navigkeit des Computers auf sechs Stellen reduziert.

zunutze, dald durch eine ungeschickte Projektion
maoglicherweise Informationen Uber das Zustande-
kommen der neu hinzukommenden Ziffer verloren-
gegangen sind, so kdnnte man schliefdlich auf fol-
gende Erklérung kommen:

Das wilde Hin- und Herspringen der Zahl auf dem
Einheitsintervall ist nur der Schatten eines sich auf
dem Einheitsguadrat geordnet nach festen Regeln

bewegenden Punktes. Dadurch dald wir das Quadrat
nur im Schattenrifd bzw. von der Seite erleben, kén-
nen wir nur das Verhalten des Punktes in der Verti-
kalen wahrnehmen. Die Horizontalkoordinate bleibt
uns verborgen. In der Tat, man stelle sich vor, das
Quadrat werde zunachst um den Faktor 10 unter Er-
haltung der Flache zu einem langen Rechteck zu-
sammengestaucht. Dann |83t sich das Quadrat da-
durch rekonstruieren, dal3 man das Rechteck in 10
gleichlange Streifen zerschneidet und Ubereinander
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Abb. 2: Zwei benachbarte Startpunkte entfernen sich
sehr schnell voneinander und durchlaufen véllig ver-
schiedene Orbits.

stapelt.

Wendet man diese "Dynamik" auf den Startpunkt
(0,917862; 0,500000) an, so wird der Punkt an-
schliefend an die Stelle ( 0,178621; 0,950000)
transportiert, von wo er, als neuer Startpunkt die-
nend, durch abermalige Anwendung der Dynamik
bei (0,786206; 0,195000) landet usw. Die horizon-
tale Anfangskoordinate ist 1 453 0 6 2 im Ein-
heitsquadrat. Da wir die Punkte nur mit einer Ge-
nauigkeit von sechs Stellen nach dem Komma ken-
nen, muf3 die Ziffernfolge aufgrund ihrer Verschie-
bung jeweils um eine Stelle nach links am rechten
Ende durch eine beliebige Ziffer erganzt werden.
Dazu haben wir lediglich die Rechengenauigkeit
des Computers auf sechs Stellen reduziert. ndmlich
in den Dezimalen der urspriinglichen Zahlenfolge
verschlisselt enthalten: Sie besteht aus den jeweils
ersten Dezimalen der Folge. Die Suche nach dem
Origina des Schattens scheint sich gelohnt zu ha-
ben. Wir kénnen auf diese Weise einen "dynami-
schen Prozef}" beschreiben, der die Zahlenfolge
hervorbringt. Aber bereits die Frage nach der Fort-
setzung der Folge, die Vorhersage weiterer Statio-
nen des Punktes konfrontiert uns mit einem ganz
neuartigen Problem: Um die néchste Zahl vorhersa-
gen zu kénnen, midten wir die ndchste Ziffer der
Horizontalkoordinate kennen. Aus den vergangenen
Stationen des Punktes kénnen wir sie nicht erschlie-
fen, weil sie erst in der néchsten Zahl auftreten
wirde. Aber selbst dann, wenn wir die horizontale
Anfangskoordinate so genau wie moglich kennen,



niitzte es uns nichts. Denn da wir sie nur mit endli-
cher Genauigkeit feststellen kdnnen, die wir hier mit
sechs Stellen nach dem Komma vorausgesetzt ha
ben, muR3 der Prozel’ stets dann in die vdllige Un-
gewiftheit fuhren, wenn die letzte Stelle "aufge-
braucht" ist. Wir sind dann nicht einmal in der Lage
ungefahr abzuschétzen, wo die ndchste Station der
Reise sein konnte. Die folgende Ziffer kann nam-
lich, da sie unterhalb der Genauigkeitsgrenze liegt,
alle Werte von 0 bis 9 annehmen. Sie bestimmt aber
die wichtigste Dezimalstelle der nachsten Zahl.

Sensitivitét

Die mit jedem Prozef3zyklus zunehmende Unsicher-
heit der Vorhersage des Aufenthaltsortes unseres
Punktes hat eine der klassischen physikalischen In-
tuition in krasser Weise zuwiderlaufende Konse-

gquenz. Zwel nur geringfligig voneinander abwei-
chende Punkte trennen sich sehr schnell und durch-

Abb. 3: Billard mit Reflexionen an festgehaltenen Ku-
geln.

laufen vdllig verschiedene Bahnen. Starten wir
namlich unseren Prozef3 nicht exakt bei (0,917862;
0,500000), Orbit des Startpunktes. Orbit des Nach-
barpunktes: 1 4 35 0 6 2 sondern etwas davon ab-
weichend bei ( 0,916934; 0,500000 ), so entfernen
sich diese benachbarten Startpunkte "exponentiell
schnell" voneinander. Bereits nach dem dritten Pro-
zel3zyklus haben die Punkte ihre urpringliche
Nachbarschaft vollig vergessen und gehen ihre ei-
genen Wege (Abb. 2).

Prozesse von der Art unseres Transformationsme-
chanismus™ zeichnen sich durch eine "sensitive'
Abhéngigkeit von den Anfangsbedingungen aus und
widerlegen so das Kausalitatsprinzip in der starken
Version: Ahnliche Ursachen haben &hnliche Wir-
kungen, wie esin der klassischen Physik stets unter-
stellt wird. Es gilt nurmehr noch in der schwachen
Version: Gleiche Ursachen haben gleiche Wirkun-
gen. Damit ist praktisch nichts anzufangen. Denn
um einen Vorgang - wie wir es klassisch gewohnt
sind - fr alle Zeiten vorhersagen zu kénnen, mif3-
ten wir die Anfangsbedingungen exakt kennen. Die
endliche Mef3genauigkeit hat aber zur Folge, daf3
sich die Orbits bald im Nebel der Ungewi3heit ver-
lieren.

Inhumane Zahlen
Wie sieht es aber aus, wenn wir den Punkt (1/3 =

0,3333...; 0,7000000) as Start wahlen. Sind wir
dann nicht wegen der unendlich vielen Dezimal-
stellen der Horizontalkoordinate in der Lage, den
Prozel3 fr alle Zeiten vorherzusagen: Der unter der
oben beschriebenen Stauch- und Stapeldynamik
bewegte Punkt wiirde sich allmahlich immer mehr
an den Punkt (1/3; 1/3) annghern. Doch diese Vor-
hersage hat einen entscheidenden Makel. Sieist un-
realistisch. Die Schreibweise 1/3 suggeriert eine
Genauigkeit, die ein physikalischer Mef3wert prak-
tisch nie haben kann. Mef3bar ist stets nur ein Wert
1/3 +- d, wobei d ein von der Mef3genauigkeit ab-
hangender Fehler ist.

Die normalerweise unterstellte Annahme einer un-
endlichen rechnerischen und beobachtungsmafdigen
Prézision ist eine lllusion. Sie konnte nur deshalb
solange aufrechterhalten werden, weil sich die klas-
sische Physik gegen Vorgange, wie sie modellmé
Big in der obigen Transformation des Quadrats be-
schrieben wurden, durch Linearisierung gefeit hatte.
Physikalische Beispiele fir VVorgénge mit einer sen-
sitiven Abhangigkeit von den Anfangsbedingungen
gibt es geniigend. Genannt sei hier nur das mittler-
welle vielzitierte Beispiel eines Billardspiels, bei
dem eine Kugel zwischen feststehenden Kugeln hin-
und herreflektiert wird (Abb.3 ). Eine kleine Rech-
nung zeigt dann, dal3 bei Vernachléssigung der Rei-
bung bereits die neunte Reflexion in eine beliebige
Richtung erfolgt, wenn man nur die prinzipiell ge-
gebene Einschrénkung der Zielsicherheit aufgrund
der Unschérferelation zugrunde legt [2]. Aber auch
noch etwas anderes ist deutlich geworden: "Das
Zahlenkontinuum ist physikalisch gesprochen eine
Fiktion." Joseph Ford schl&gt daher vor, als erstes
die unkakulierbaren irrationalen Zahlen aufzuge-
ben: "Diese total inhumanen Zahlen erfordern un-
endlich viel Information beim Rechnen, Speichern
und Definieren” [3]. Seiner Meinung nach sollte
man schlieflich dahin kommen, die physikalischen
Gesetze auf der Grundlage einer beschrénkten, end-
lichen Punktmenge zu reformulieren.

Fazit

Damit ist gezeigt, daR selbst dann, wenn es gelingt,
dem scheinbar irreguléren Verhalten eines Prozes-
ses durch eine glinstigere Projektion eine determini-
stische Grundlage zu geben, praktisch kein Unter-
schied zu zufallshbedingtem Verhalten festgestellt
werden kann. Geht man namlich von Zahlenfolgen
aus, die mit einem Wirfel gewonnen wurden, und
damit geradezu den Inbegriff einer Zufallsfolge dar-
stellen, so ist es stets moglich, auch hier einen de-
terministischen Erzeugungsprozef zu unterstellen.
Nehmen wir an, wir hétten die Folge 643415 erwdir-
felt. Dann gentgt es, sich einen dynamischen Pro-
zel3 nach dem obigen Schema vorzustellen, der von
dem Startwert (0,643415; 0,000000) ausgeht und



nur bis auf die erste Stelle nach dem Komma genau
gemessen werden kann. Auf unserem von der Seite
betrachteten Quadrat sehen wir auf diese Weise un-
seren Punkt die Reihe von Dezimal ziffern durchlau-
fen, diein der Zufallsfolge auftreten.

Es hat also wenig Sinn, einzelne Orbits eines chao-
tischen Systems zu verfolgen. Die Chaosforschung
hat jedoch gezeigt, dal} die Betrachtung der Ge-
samtheit aller moglichen Orbits eines solchen Sy-
stems Strukturen offenbart, die eine Unterscheidung
zwischen rein stochastischen und chaotischen Si-
gnalen erlaubt [4].
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