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Kapitel 1

Einleitung

1.1 Aufbau

Wir werden zunächst einleitend zur Beleuchtung der Problemstellung kurz den histori-

schen Kontext betrachten und informell einige Definitionen sowie Beispiele anführen.

Grundlage dieser Arbeit bildet dabei die Arbeit von Mielke, Montefusco und Pe-

letier ([24]), wir werden also die Modellierung von Gradientenflüssen mithilfe von

Gradientensystemen(Q, Eϵ,Rϵ) sowie deren Konvergenz betrachtet. Es werden die ’EDP-

Konvergenz’ sowie die beiden neuen Konvergenzkonzepte ’Tilt-EDP-Konvergenz’ und

’Kontakt-EDP-Konvergenz’ vorgestellt welche uns im Limitübergang erlauben sollen die

Struktur des Gradientenflusses zu erhalten. Die beiden neuen Konzepte lassen sich bereit

in früheren Arbeiten wie beispielsweise [2]&[10] finden, die für die Kontakt-EDP relevante

Idee die Kontaktmenge zu betrachten tritt sogar bereits in [5] auf.

Wir werden die drei Konzepte in Kapitel 2 in einem formellen Kontext einbetten und

abschließend in Kapitel 3 in der Anwendung an einigen Beispielen betrachten.

1.2 Gradientenfluss

Partielle Differentialgleichungen(PDEs) lassen sich in vielen Feldern, insbesondere der

Physik und Ingenieurwissenschaften, finden um eine Vielzahl von Vorgängen zu model-

lieren. Das Konzept PDEs in der Variationsrechnung mithilfe von Gradienten zu lösen

findet sich dabei bereits in [13]. Aufgrund der damals eingeschränkten Rechenleistung

fand diese Methode, sowie ihre Diskretisierung im Gradientenverfahren jedoch keine weite

Anwendung. Bei dem Verfahren über einen Gradientenfluss versteht man den Fluss der

von einem Funktional E über die Gleichung :

q̇ = −∇E(q)
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induziert wird zu nutzen um das Funktional zu minimieren.

Entlang einer Lösung, einer Kurve des steilsten Abstiegs, nimmt, da d
dx
E(q(t)) = ∇E q̇ =

−|∇E|2 = −|q̇|2, der Wert des Funktionals ab. Es lassen sich also bei gegebener Anfangs-

bedingung q(0) = q0 (lokale) Minimierer des Funktionals finden.

Wichtige Arbeit in diesem Bereich kam von DeGiorgi [31] der mit dem Konzept der Γ-

Konvergenz erlaubte die Konvergenz einer Familie von Energiefunktionalen Eϵ gegen ein

Limitfunktional F zu betrachten, sodass die Minimierer von Eϵ ebenfalls gegen Minimierer

von F konvergieren. Wir werden sie in Abschnitt 2.3 definieren. DeGiorgi selbst stellte

bereits die Frage ob diese Konvergenz sich auch so einschränken ließe, dass man ebenfalls

die Lösungen der Gradientenflüsse von Eϵ gegen den von F sicherstellen kann. Diese Frage

fand in der wichtigen Arbeit von Sandier&Serfaty ([11]) eine Antwort. Dort betrachten

sie die Ginzburg-Landau Funktionale

Eϵ(uϵ) =
1

2

∫
Ω

|∇uϵ|2 +
(1− |uϵ|2)2

2ϵ2
dx− nπ| log(ϵ)|

für Ordnungsparameter uϵ : Ω → C sowie Rϵ(v) =
||v||22

2| log ϵ| und führen einen Konvergenz-

begriff ein der ebenfalls die Konvergenz der Gradientenflüsse sichert.

1.3 Gradientensysteme

Unter einem Gradientensytem verstehen wir ein Tripel (Q, E ,R) bestehend aus einem Zu-

standsraum Q zusammen mit dem Funktional E und einem Dissipationspotential R. Da
sie ein Funktional mit einer Dissipationsstruktur verbinden bieten Gradientensysteme sich

beispielsweise für Modellierung um Energie oder Entropie(2. Gesetz der Thermodynamik)

an, bei denen wir die physikalischen Eigenschaften in unserem Modell erhalten wollen. Wie

wir im Folgenden sehen werden tragen Gradientensysteme nämlich zusätzliche Informa-

tion. Im Zuge der Arbeit von Jordan, Kinderlehrer und Otto ([15] und weitere) in der

sie mithilfe der Wassersteinmetrik gezeigt haben dass sich die Fokker-Planck-Gleichung

als Gradientenfluss des Entropiefunktionals interpretieren lässt, wurde ein weites Feld an

Diffusionsgleichungen auf diese Weise ebenfalls als Gradientenfluss betrachtet ([3]).

Kurz erwähnt seie hier auch das GENERIC(General Equations for Non-Equilibrium Re-

versible Irreversible Coupling). In diesem Modellierungsansatz werden reversible und dis-

sipative Dynamiken in ein GENERIC-System (X , E ,S,L,K) mit Zustandsraum X , Ener-

giefunktional E , Entropiefunktional S, Poissonstruktur L und geometrischer Dissipations-

truktur zusammengefasst für die wir die folgende Evolutionsgleichung erhalten:

ẋ = L(x)DE(x) +K(x)DS(x)

Wir kommen nun zurück zu Gradientensystemen und verweisen für weitere Information

zur Modellierung mit GENERIC auf [22] und darin enthaltene Referenzen.
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Betrachten wir nun also eine Gradientenflussgleichung zusammen mit einem Gradien-

tensystem so sagen wir sie trägt die Gradientenstruktur (Q, E ,R) Ein Gradientensys-

tem mit quadratischem R mit R(q, v) = 1
2
< G(u)v, v > nennen klassisch. Hierbei ist

G : TqQ → T ∗
qQ vom Zustand abhängig, positiv-semidefinit und symmetrisch.

Betrachten wir G als Riemann-Metrik, so erhalten wir den Gradienten von E über das

Inverse K(q) = G−1(q) durch v = −K(q)DE(q).
K definiert über ξ 7→ K(q)ξ = v kinetische Relationen zwischen Kräften ξ und Raten

v und wir nennen es den Onsager-Operator in Referenz auf seine Arbeit zu reziproken

Relationen in thermodynamischen Prozessen.

Nicht-klassische Systeme nennen wir es generalisierte Gradientensysteme. Beispiele für

generalisierte Gradientensysteme sind Prozesse die, wie in [19], auf dem Prinzip großer

Abweichungen aufbauen oder aber, da ein quadratischesR keine Unabhängigkeit erlauben

würde, von der Rate unabhängige Systeme. Dies wären Prozesse wie Elastoplastizität,

Hystereseverhalten in magnetischem Material oder auch Phasenübergänge in Formge-

dächtnislegierungen, siehe [12] und die darin enthaltenen Referenzen.

Wir erhalten für unser Gradientensystem nun also die Gradientenflussgleichung:

DvR(q(t), q̇(t)) +DE(q(t)) = 0 (1.1)

bzw. für generalisierte Gradientensysteme mithilfe von Fenchel-Legendre Transformation

von R(q, v) die folgenden äquivalenten Formulierungen([16]):

(I) Prinzip maximaler Dissipation:

DE(q) ∈ argmax
ξ∈TqQ∗

(< ξ, v > −R∗(q, ξ))

(II) Rayleigh Prinzip:

v ∈ argmin
v∈TqQ

(R(q, v)− < DE(q), v >)

(III) Gleichgewicht in R:

R(q, v) +R∗(q,−DE(q)) = ⟨−DE(q), v⟩ (1.2)

(IV) Gleichgewicht in T ∗
qQ:

0 ∈ ∂vR(q, v) +DE(q) ∈ T ∗
qQ

(V) Ratengleichung in TqQ:

v ∈ ∂ξR∗(q,−DE(q)) ∈ TqQ

Wie die Modellierung eines Gradientensystems und dessen Kodierung der Gradienten-

flussgleichung aussieht wollen wir nun an einem Beispiel demonstrieren.
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1.3.1 Beispiel 1: Das Van-Roosbroeck-System als Semikonduktormodell

Wir folgen [20] und betrachten eine simple Version des Van-Roosbroeck-System, ein

Reaktions-Diffusions-Modell für Semikonduktoren. Hier haben wir zwei verschiedene Ty-

pen von Ladungsträgern, Elektronen mit Dichte n und Löcher mit Dichte p. Da ein

Loch-Elektron-Paar nur erzeugt oder ausgelöscht werden kann nennt sich die Reaktion

’Rekombinierung’.

Xn +Xp ⇌ 0

Um das Modell so simpel wie möglich zu halten setzen wir die meisten Materialparameter

gleich 1. Der Zustand des Systems ist nun durch die Dichten n, p beschrieben und eine

Dichte η = (n, p) : Ω→ (0,∞)2 erzeugt ein Potential ϕη als die einzige Lösung der linearen

Potentialgleichung mit gegebenem Dotierungsprofil δ : Ω→ R:

−△ ϕ = δ − n+ p in Ω und ϕ = ϕDirichlet in ∂Ω (1.3)

Die verschiedenen Vorzeichen von n, p symbolisieren, dass Löcher und Elektronen verschie-

den geladen sind. Die Entwicklung der Dichten η unterliegt nun Diffusion, Drift durch∇ϕη

sowie Rekombinierung nach der Erzeugung-Auslöschung-Reaktion.

Mit den Materialparametern(Mobilitäten und Reaktionsrate) welche wir gleich 1 gesetzt

haben erhalten wir nun das Drift-Diffusions-System:

ṅ = div(∇n+ n∇ϕη)− (np− 1)

ṗ = div(∇p+ p∇ϕη)− (np− 1) (1.4)

Um nun eine Gradientenstruktur herzustellen definieren wir die die Evolution treibende

Gesamtenergie E sowie die Gesamtladung L:

E(η) =
∫
Ω

1

2
| ∇ϕη |2 +n(log n− 1) + p(log p− 1)dx mit µ = DE(η) =

(
log n− ϕη

log p+ ϕη

)

L(η) =
∫
Ω

δ − n+ pdx mit DL(η) =

(
−1
1

)

Mithilfe von l(x, y) : (0,∞)2 → (0,∞); l(x, y) =

 x−y
log x−log y

für x ̸= y

y für x = y

definieren wir nun das duale Dissipationspotential:

R∗(n, p;µn, µp) =

∫
Ω

n

2
| ∇µn |2 +

p

2
| ∇µp |2 +(µn + µp)

2 l(np, 1)

2
dx
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Mit R∗(η;µ+ λDL(η)) = R∗(η;µ) für λ ∈ R und

R∗(η;−DE(q)) =

(
−div(n∇(− log n+ ϕη) + l(np, 1)(− log(np))

−div(p∇(− log p+ ϕη) + l(np, 1)(− log(np))

)

sehen wir also, dass wir durch η̇ = DξR∗(η;−DE(n)) also die duale Gradientenstruktur

des Van-Roosbroeck-Systems aus Gleichung (1.3), (1.4) gegeben haben.

Wie wir gerade beobachtet haben ist die Gradientenflussgleichung die von einem Gra-

dientensystem erzeugt wird eindeutig. Umgekehrt ist die Anzahl der Gradientensysteme

welche eine gegebene Gradientenflussgleichung über (1.2) induzieren wie wir am folgenden

Beispiel zeigen unendlich.

1.3.2 Beispiel 2: Simples Feder-Dämpfer System

Der Zustand des Systems ist die Auslenkung der Feder q ∈ R, nach Hookeschem Gesetz[17]

lässt sich die Energie die sie trägt durch E1(q) := 1
2
kq2 beschreiben wobei es sich bei

k um die Federkonstante handelt. Die Feder übt der negativen Ableitung der Energie

entsprechende Kraft ξ aus. Der Dämpfer sei durch die Relation µv = ξ definiert.

Somit erhalten wir die Evolutionsgleichung

µq̇ = −kq (1.5)

Abbildung 1.1: Feder-Dämpfer-System mit Federkonstante k, Auslenkung q sowie Dämpferkon-

stante µ

Die Zuordnung von Gleichung (1.5) als Gradientenfluss-Gleichung des Systems (R, E1,R1)

lässt sich vollziehen indem wir Kapitel 2 von [27] in der Beobachtung folgen, dass die

Beziehung µv = ξ auch durch das DissipationspotentialR1 := µv2/2 und dessen Legendre-

Dual R∗
1(ξ) := ξ2/2µ dargestellt werden kann.

Eine rigorose Definition erfolgt in Kapitel 2, zur Einführung nutzen wir vorerst folgende

Definition der Legendre-Transformation R∗
1(ξ) := supv{⟨ξ, v⟩ − R(v)} und stellen fest,

dass die notwendige Bedingung µv − ξ = 0 genau die zuvor erwähnte Beziehung des

Dämpfers charakterisiert.
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Jedoch lassen sich mit folgendem Schema unendlich viele Gradientensysteme (R,Rλ, E1)
erzeugen deren Gradientenfluss ebenfalls durch Gleichung (1.5) beschrieben ist.

Dazu suchen wir uns eine Funktion λ : R→ R welche in 0 mit λ(0) = 0 minimiert ist und

uns erlaubt Rλ zu definieren:

Rλ(q, v) :=
−kq
λ(−kq

µ
)
λ(q)

Wenden wir nun v = DξR∗(q, ξ) mit ξ = −DE(q) an erhalten wir Gleichung (1.5) zurück.

Dazu betrachten wir zwei Beispiele:

R2 =
µ

γ(kq
µ
)6 + α(kq

µ
)2 + 1

(
γv8

8
+
αv4

4
+
v2

2
) für λ2(q) =

γv8

8
+
αv4

4
+
v2

2

R3 =
kq

1− log(β)β(−kq
µ

)
(βv − v − 1) für λ2(q) = βv − v − 1 wobei β > 1

Wenden wir nun die Definition der Legendre-Transformation an, so erhalten wir die kine-

tischen Relationen:

ξ2 =
µ(γv7 + αv3 + v)

γ(kq
µ
)6 + α(kq

µ
)2 + 1

für R∗
2 bzw. ξ3 =

kq(log ββv − 1)

(log ββ(−kq
µ

) − 1)
für R∗

3

Für beide Beispiele R2,R3 erhalten wir kinetische Relationen die eine Abhängigkeit von

der Federkonstante k in der Charakterisierung des Dämpfers enthalten, etwas das unse-

rem physikalischen Verständnis des Modells widerspricht. Zudem potenzieren wir β mit

einem (im physikalischen Sinne) nicht dimensionslosen Argument sodass wir bei einer Di-

mensionsanalyse Probleme finden würden. Wir werden im nächsten Beispiel sehen, dass

die simple EDP-Konvergenz im Limitübergang in einigen Fällen ebenfalls ein Limitsys-

tem produziert, dessen Dissipationspotential wir im Falle einer isolierten Betrachtung der

Limitgleichung nicht wählen würden, da es ähnliche Probleme wie R2 und R3 aufweist.

Wir sehen hier also, dass das Gradientensystem in der kinetischen Relation weitere In-

formation gegenüber der isoliert betrachteten Gradientenflussgleichung trägt. Von einem

Modellierungsstandpunkt kommt also nun die Frage auf wie wir für eine Familie von Gra-

dientensystemen (Q, E ,R)i deren Limitverhalten wir untersuchen wollen einen Konver-

genzbegriff finden der auch im Limitsystem eine ’sinnvolle’ kinetische Relation definiert.

Im klassischen Ansatz eine Evolution zu untersuchen wird hier zunächst die Konvergenz

der Gradientenflussgleichung untersucht und ex-post dieser ein Gradientensystem zuge-

ordnet. Sofern wir also im Limit eine sinnvolle Gradientenstruktur erhalten würde der

Ansatz mit einer Familie von Gradientensystemen zu beginnen und deren Konvergenz di-

rekt zu betrachten eine Alternative Methode darstellen. Es seie jedoch betont, dass diese

Vorgehensweise nicht zwangsläufig einfacher zu modellieren ist.
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1.4 Energie-Dissipations-Prinzip

Wir werfen nun einen Blick auf das Grundprinzip auf dem unsere drei Konvergenztypen

aufbauen, das Energie-Dissipations-Prinzip von DeGiorgi. Dies sagt aus, dass wir mithilfe

des Dissipationsfunktionals:

D(q) =

∫ T

0

(R(q, v) +R∗(q,−DE(q)))dt

eine Äquivalenz zu den Gleichungen (1.2) haben, und zwar in:

E(q(T )) +D(q) = E(q(0))
[
+

∫ T

0

∂tE(t, q)dt
]

Diese Balance drückt aus, dass die Energie zu einem Zeitpunkt T zusammen mit der Dis-

sipation bis zu diesem Zeitpunkt gleich der Anfangsenergie ist. [Der Term in Klammern,

welchen wir im Hauptteil der Arbeit allerdings ignorieren werden, drückt für direkt zeit-

abhängige E die Arbeit externer Kräfte aus welche diese Balance beeinflussen.]

Auf dieser Balance bauen unsere Konvergenzkonzepte auf indem sie verschiedene An-

forderungen an das Funktional D sowie dessen Konvergenz stellen. Diese werden wir in

Kapitel 2 vorstellen, erwähnen an dieser Stelle aber noch dass die stärkste Konvergenz-

form, die Tilt-EDP-Konvergenz, Ähnlichkeit mit dem Ansatz von Sandier&Serfaty ([11])

besitzt welcher einen Spezialfall darstellt.

Dort wird das Dissipationsfunktional D in primalen Dpri
ϵ und dualen Ddual

ϵ Anteil aufge-

teilt und es wird neben der Wohlgestelltheit des Problems die seperate lim inf-Abschätzung

beider gefordert:

lim inf
ϵ→0

Dpri
ϵ ≥ Dpri

0 =

∫
Reffdt

lim inf
ϵ→0

Ddual
ϵ ≥ Ddual

0 =

∫
R∗

effdt

Dies ist wie wir nachher sehen werden eine Forderung welche stärker als alle unsere Kon-

vergenzarten ist, da diese Forderungen nur an die Summe D stellen.
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1.5 Beispiel 3: Oszillierende Dissipation

In Abschnitt 3.1 werden wir einen genaueren Blick auf Gradientensysteme der Form

(R, E ,Rϵ) mit glattem E werfen für die mit µ ∈ C0(R2) 1-periodisch und positiv das

Dissipationspotential Rϵ wie folgt definiert ist:

Rϵ(q, v) :=
µ(q, q/ϵ

2
v2

Wir erhalten mit Gleichung (1.1) die Gradientenflussgleichung:

µ(q, q/ϵ)q̇ = −DE(q)

und werden zeigen, dass die Limitgleichung für ϵ→ 0 folgende Form annimmt:

µ(q)q̇ = −DE(q) mit µ(q) =

∫ 1

0

µ(q, y)dy (1.6)

Wir betrachten zur Illustration mit Anfangsbedingung q(0) = 1 das relativ simple System:(
1 +

7

10
sin(2πq/ϵ)

)
q̇ = −q

Durch (1.6): µ(q) =
∫ 1

0
(1 + 7

10
sin(2πy))dy = 1 vereinfacht sich die Limitgleichung zu

q̇ = −q sodass wir mithilfe der Anfangsbedingung q0(t) = exp−t erhalten.
In unserer Simulation sehen wir nun, dass die Lösungen abhängig von der Größe von

µϵ(q) = 1 + 7
10
sin(2πq/ϵ) ∈ [0.3, 1.7] um die Lösung der Limitgleichung schneller oder

langsamer oszillieren:

Abbildung 1.2: Simulation der Lösung q0 der Limitgleichung sowie der Lösung qϵ

mit ϵ = 0.5(links) bzw ϵ = 0.2(rechts)
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Betrachten wir nun also die Limitgleichung unabhängig von (R, E ,Rϵ) so würde sich eine

Gradientenstruktur (R, E ,Reff ) anbieten mitReff = µ(q)v
2

2
. In der Tat werden wir sehen,

dass wir (Q, E ,Rϵ)
coEDP−−−−→ (Q, E ,Reff ) haben was die Interpretation deutlich vereinfacht

im Gegensatz zum Limit der simplen EDP-Konvergenz (R, E , R̃0), gegeben durch:

R̃0(q, v) =M0(q, v,−DE(q))−M0(q, 0,−DE(q))

WobeiM0 mit z : [0, 1]→ R, z(1) = z(0) + sign(v) definiert ist durch:

M0(q, v, ξ) = inf

{∫ 1

s=0

(
µ
(
q, z(s) (vz′(s))2

2
+

ξ2

2µ(q, z(s))

)
ds

}

1.6 Der Tilt

Für das vorherige Beispiel werden wir zeigen, dass das Gradientensystem sowohl für

R̃0 als auch für Reff die Gradientenflussgleichung erzeugt. Da wir für die simple EDP-

Konvergenz, wieM0 zeigt, eine Abhängigkeit von E vorliegen haben würde sich das Kon-

vergenzverhalten ändern für eine leicht perturbierte Version von E und wir würden ein

anderes Dissipationspotential erhalten.

Betrachten wir nun also für alle F ∈ C1(Q) die Gradientensysteme (Q, Eϵ + F ,Rϵ) und

fordern gleichzeitige Konvergenz:

(Q, Eϵ + F ,Rϵ)→ (Q, E0 + F ,R0) (1.7)

Durch diese Forderung wird die direkte Abhängigkeit von R0 von der Energie verhindert

und wir sollten in R0 ein Dissipationspotential erhalten das eine effektive kinetische Rela-

tion definiert. In Lemma 2.17 werden wir verifizieren dass sowohl Kontakt-EDP als auch

Tilt-EDP-Konvergenz die Eigenschaft aufweisen dass:

(Q, Eϵ,Rϵ)
tiEDP−−−−→ (Q, E0,R0) bzw. (Q, Eϵ,Rϵ)

coEDP−−−−→ (Q, E0,R0)

die Eigenschaft Gleichung (1.7) implizieren. Hierbei nennen wir F den Tilt des Gradien-

tensystems.
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1.7 Effektive kinetische Relationen und die Kontaktmenge

Wir haben kinetische Relationen bereits eingeführt als Abhängigkeit zwischen der Kraft

ξ und der Änderungsrate v. Diese Relationen lassen sich in der Physik an vielen Stellen

beobachten, bspw in Stokes Gesetz, dem Fick’schen Gesetz oder dem Fourier’schen Gesetz.

Wir wollen nun die Kontaktmenge C definieren durch:

C = CR⊕
R∗(q) = {(v, ξ) ∈ Q×Q∗|R(q, v) +R(q, ξ) =< ξ, v >} = graph DvR(q, ·))

Damit enthält C also alle Paare (v, ξ) die die Bedingung (III) aus Gleichung (1.4) erfül-

len und definiert so die kinetische Relation des Systems. Hierbei ist es nicht axiomatisch,

dass kinetische Relationen die Form eines (Sub)Differentials eines Dissipationspotentials

tragen müssen, hier schränken wir uns jedoch auf genau diese ein, da sie uns wie wir in

Abschnitt 2.2 sehen werden eine Charakterisierung für Gradientenflüsse liefern. Wir wer-

fen nun einen Blick auf effektive kinetische Relationen. Diese bilden, wie beispielsweise in

[22]&[27], die Grundlage dissipative Systeme effektiv zu modellieren. Hierbei verstehen wir

unter effektiver Relation für eine Familie kinetischer Relationen die durch ϵ parametrisiert

sind, dass diese auf mikroskopischer Skala ein Verhalten aufweisen das aggregiert auf der

makroskopischen Skala die kinetische Relation des ganzen Systems beschreibt indem die

mikroskopische Skala geglättet wird. Die drei oben genannten Beispiele sind von dieser

Form. Man betrachtet beispielsweise die Partikel eines Systems und glättet ihr mikrosko-

pisches Verhalten um auf der makroskopischen Ebene das Gesamtsystem zu beschreiben.

Hier erlaubt der Übergang ϵ→ 0 dann eine Charakterisierung des Limit-Systems.

Im Licht des vorherigen Beispiels wollen wir uns die Kontaktmenge noch ansehen für ein

R̃0 = R−DE(q)(q, v) das Abhängigkeit von E aufweist. Die Kontaktmenge liefert uns dann:

(q̇,−DE(q)) ∈ CR−DE(q)
⊕

R∗
−DE(q)

Hier sehen wir, dass die Abhängigkeit auf die Kontaktmenge übergeht welche uns dann

nur Informationen über Paare bei denen ξ = −DE(q) gilt liefert. Für alle anderen Fälle

müssten wir dann jeweils einen Tilt auf die Energie anwenden sodass wir zu dem Schluss

kommen, dass auf diese Weise keine sinnvolle kinetische Relation gegeben ist. Wie wir

für das vorangegangene Beispiel aus Abschnitt 1.5 sehen werden ist die Kontakt-EDP-

Konvergenz darauf ausgelegt dies zu beachten und wir erhalten mit

CM0(q) =
{
(v, ξ) ∈ R2 | M0(q, v, ξ) = ξv

}
= {(v, µ(q)v) | v ∈ R}

Eine einzige Menge die alle Paare (ξ, v) charakterisiert und somit eine kinetische Relation

vernünftig definiert.
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1.8 Beispiel 4: Oszillierende Energie

Betrachten hier ein klassisches Beispiel einer oszillierenden Energie. Dieses geht auf Arbeit

von Prandtl([28]) und Tomlinson([32]) zurück und beschreibt ein Modell für die Entste-

hung von Hysterese-Effekten. Spätere Arbeit wurde von James([14]) angestoßen.

Abbildung 1.3: Prandtl’s Gedankenmodell in [28]. Wir sehen die durch die Bewegung von Z

beschriebene Hysteresekurve.

Wir nutzen die Beschreibung durch Gradientensysteme (R, Eϵ,R) mit:

R(q, v) = v2

2µ(q)
, Eϵ(q) = Φ(q)− l(t)q + ϵW(q,

q

ϵ
)

und erhalten die Gradientenflussgleichung:

v

µ
= −DΦ(q)− l(t)− ϵ∂qW(q, q/ϵ)− ∂yW(q, q/ϵ)

Wir betrachten in Abschnitt 3.2 die Ergebnisse von [2] und werden feststellen, dass für

simple EDP-Konvergenz wieder ein Dissipationspotential R̃0 vorliegt das Abhängigkeit

von der Limitenergie E0 aufweist.

Für die vorliegende Kontakt-EDP-Konvergenz können wir jedoch etwas interessantes be-

obachten:

Reff (v) =

∫ |v|

0

√
A(q)2 +

ω2

µ
dω

Wie wir sehen erhält auch unser effektives Dissipationspotential hier durch A(q) eine

(implizite) Abhängigkeit von der Familie von Energien Eϵ, nicht allerdings von E0 =

Φ(q) − l(t)q. Diese Tatsache widerspricht allerdings nicht unserem Verständnis effekti-

ver Relationen, da zwar die Energien Eϵ im Limit die Abhängigkeit von A verlieren, die

potentialwiederherstellenden Kräfte −DEϵ jedoch einen oszillierenden Term ∂yW(q, q/ϵ)

behalten und somit nicht konvergieren. Diesen in das effektive Dissipationspotential zu

integrieren führt also dazu, dass wir als Limit klassischer Gradientensysteme auch ein

generalisiertes Gradientensystem erhalten können. Diese Beobachtung werden wir in Ab-

schnitt 3.3 selbst für Tilt-EDP-Konvergenz machen können.

Es folgt nun die formale Einführung.
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Kapitel 2

Gradientensysteme und deren

Konvergenz

2.1 Definitionen

Definition 2.1

(Gradientensystem und Dissipationspotential)

Teile der folgenden Annahmen sind stärker als notwendig um Gradientensysteme darzu-

stellen (siehe [3]). Wir nutzen sie um nicht von technischen Details aufgehalten zu werden.

Wie in der Einleitung bereits erwähnt handelt es sich bei einem Gradientensystem um ein

Tripel (Q, E ,R). Dabei ist:

• Q glatte, endlichdimensionale Riemann-Mannigfaltigkeit, häufig Q = Rn. (Generell

• E : Q → R stetig differenzierbare Funktional welches die Evolution treibt, häufig

als ’Energie’ bezeichnet

• R : TQ → [0,∞] ist das Dissipationspotential. Das bedeutet ∀q ∈ Q

– R(q, ·) : TqQ → [0,∞] ist konvex und links-halbstetig

– R(q, 0) = min
v∈TqQ

R(q, v) = 0

Das duale Potential R∗ : T ∗Q → [0,∞] erhalten wir durch Legendre-Fenchel Transforma-

tion:

R∗(q, ξ) := sup
v∈TqQ

⟨ξ, v⟩ − R(q, v) (2.1)

Hier sind TQ und T ∗Q Tangential bzw Kotangentialräume mit lokalen Normen | · |. TQ
lässt sich dabei als Raum der generalisierten Änderungsraten/Geschwindigkeiten auffas-
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sen, T ∗Q als die generalisierten Kräfte.

Mit TQ⊕ T ∗Q bezeichnen wir ihre direkte Summe:

TQ⊕ T ∗Q := {(q, v, ξ)|q ∈ Q, v ∈ TQ, ξ ∈ T ∗Q}

Für die Subdifferentiale von R und R∗ im Bezug auf ihre zweiten Argumente v bzw. ξ

schreiben wir ∂vR bzw. ∂ξR∗.

∂vR(v) := {η ∈ TQ∗ | ∀ω ∈ TQ : R(ω) ≥ R(v)+ < η, ω − v >} ⊂ TQ∗

Mit analoger Definition für ∂ξR∗. Aus diesen Annahmen für R folgt für R∗

• Konvexität, da wir für domR ̸= ∅ affine Funktionen haben die ihre Konvexität an

das Supremum übergeben. Hier ist domf := {v ∈ Q | R(q, v) <∞}

• Links-Halbstetigkeit folgt wie Konvexität aus der Übergabe der Eigenschaft an das

Supremum. Argument bspw. über Durchschnitt der Epigraphen

• R∗(q, ·) ≥ 0, da für v = 0 die untere Schranke ⟨ξ, 0⟩ − R(q, 0) = 0 gilt

• R∗(q, 0) = 0 folgt direkt

Für eine ausführlichere Behandlung der Fenchel-Legendre-Transformation, siehe Kapitel

12ff in [29].

Lemma 2.2

Mit den Annahmen aus Definition 2.1 haben wir folgende Äquivalenz:

1. ∀ξ ∈ T ∗
qQ ist das Subdifferential ∂ξR∗(q, ξ) nicht leer

2. Die Abbildung v 7→ R(q, v) ist superlinear, dh lim
|v|→∞

|v|−1R(q, v) =∞

Beweis:

”1 → 2” Umstellen der Definition der Fenchel-Legendre-Transformation liefert die

Ungleichung R(q, v) ≥ ⟨ξ, v⟩−R∗(q, ξ). Da R∗(q, ξ) für alle ξ endlich ist wächst die

rechte Seite der Ungleichung für |v| → ∞ mit Rate ξ gegen unendlich. Da dies für

alle ξ gilt muss R(q, v) superlinear in v sein.

”1 ← 2” Die Superlinearität impliziert lim
|v|→∞

R(q, v)/ ⟨ξ, v⟩ = ∞ sodass für das

Supremum nur eine beschränkte Teilmenge in Frage kommt auf welcher dieses dann

angenommen wird. Das Subdifferential ist folglich nicht leer. □
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2.2 Gradientenflussgleichung definiert durch Gradienten-

system

Die Gradientenflussgleichung, induziert durch das Gradientensystem hat die äquivalenten

Formen:

v ∈ ∂ξR∗(q,−DE(q)) (2.2a)

0 ∈ ∂vR(q, v) +DE(q) (2.2b)

R(q, v) +R∗(q,−DE(q)) = ⟨−DE(q), v⟩ (2.2c)

Die Äquivalenzen folgen aus den Fenchel-Äquivalenzen (siehe [6] oder §3.2.2 in [23]):

(i) ξ ∈ ∂Ψ(v)⇐⇒ (ii) Ψ(v) + Ψ∗(ξ) = ⟨ξ, v⟩ ⇐⇒ (iii) v ∈ ∂Ψ∗(ξ)

Diese gelten in reflexiven Banachräumen X für alle Paare (v, ξ) ∈ X × X∗. Hier ist

Ψ : X → R∞ konvex, linkshalbstetig und besitzt eine nichtleere Definitionsmenge.

Gleichung (2.2c) erlaubt eine zusätzlich Formulierung. Für absolut stetige Kurven

q : [0, T ]→ Q (q ∈ AC([0, T ],Q)) definieren wir das (De-Giorgi)-Dissipationsfunktional:

DT (q) :=

∫ T

0

R(q, v) +R∗(q,−DE(q))dt (2.3)

Lemma 2.3

(Abschätzung der Energie)

Unter unseren Annahmen, darunter die Kettenregel aus 3.8 in [21], lässt sich die Energie

wie folgt abschätzen:

E(q(T )) +DT (q) ≥ E(q(0)), ∀q ∈ AC([0, T ],Q) (2.4)

Beweis:

Integration der Fenchel-Young-Ungleichung mit ξ = −DE(q) ergibt:

R(q, v) +R∗(q, ξ) ≥ ⟨ξ, v⟩ (2.5a)

Mit der Kettenregel für die Gateux-Ableitung von E haben wir
d
dt
E(q(t)) =< −DE(q(t)), v >, folglich:

DT (q) ≥
∫ T

0

⟨−DE(q), v⟩ dt = −
∫ T

0

DE(q(t))dt = E(q(0))− E(q(T )) (2.5b)

Die Fenchel-Young-Ungleichung ergibt sich direkt aus der Definition von R∗ □
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Satz 2.4

(Energie-Dissipations-Prinzip)

Für q ∈ AC([0, T ],Q) haben wir die folgende Äquivalenz:

1. Für fast alle t ∈ [0, T ] erfüllt Q die Bedingungen aus (2.2)

2. Die Kurve q erfüllt die Dissipationsabschätzung:

E(q(T )) +DT (q) ≤ E(q(0)) (2.6)

Gelten diese Bedingungen so ist das Energie-Dissipations-Prinzip(Gleichheit in Glei-

chung (2.6)) erfüllt.

Der Beweis dieses Satzes ist, da wir das Energiefunktional hier ohne Zeitabhängigkeit

eingeführt haben, eine Vereinfachung des Beweises von Satz 3.3.1 in [23]. Hierbei folgt

1) → 2) direkt durch Integration von Gleichung (2.2c). Für 2) → 1) erhalten wir durch

Integration der Fenchel-Ungleichung, Anwendung von 2) und anschließender Anwendung

der Kettenregel die untenstehende Ungleichung aus wir die Gleichheit schließen. Somit

folgt Gleichung (2.2c) und durch die Fenchel-Äquivalenzen der Rest. □∫ T

0

− < ξ, v > dt ≤
∫ T

0

R(q, v) +R∗(q,−ξ)dt ≤
∫ T

0

− < ξ, v > dt

Anmerkung 2.5

(Einordnung in physikalischen Kontext)

Die Annahme dass v 7→ R(q, v) in v = 0 minimiert ist und R(q, 0) = 0 definiert die

Eigenschaften von ’Dissipation’. Mit Gleichung (2.2b) sehen wir, dass die Dissipation der

Energie mit Rate q̇ durch ⟨∂vR(q, q̇), q̇⟩ gegeben ist.

Offensichtlich folgt, dass bei nicht vorhandener Bewegung keine Energie dissipiert. Wie

wir sehen ist nicht einmal dissipative Kraft vorhanden.

D.h. q̇ = 0⇒ 0 ∈ ∂vR(q, v) (bzw. 0 = ∂vR(q, v) im Falle der Differenzierbarkeit).

Haben wir in v = 0 zusätzlich den einzigen Minimierer folgt auch ’Bewegung erfordert

Dissipation’, d.h. q ̸= 0⇒ ⟨∂vR(q, q̇), q̇⟩ ≥ R(q, q̇) > 0.

Das Gradientensystem (Q, E ,R) kann für jedes q ∈ Q als Träger der kinetischen Relation

betrachtet werden durch die Kontaktmenge:

CR⊕R∗(q) := {(v, ξ) ∈ TqQ× TqQ∗ | R(q, v) +R∗(q, ξ) = ⟨ξ, v⟩}

Wir sehen hier die ’Natur’ eines Gradientenflusses auch in der Eigenschaft, dass die kine-

tische Relation selbst dissipativ ist, d.h. ⟨ξ, v⟩ ≥ 0 ∀(v, ξ) ∈ CR⊕R∗(q). Dies folgt direkt

aus Definition 2.1, da in diesem Fall für v ̸= 0 sowohl R als auch R∗ nicht-negativ sind.
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2.3 Γ-Konvergenz

Definition 2.6

(Γ-Konvergenz )

Sei (X, ∥ · ∥) ein Banachraum. Die Familie (Jϵ)ϵ>0 von Funktionalen Jϵ : X → R∞

konvergiert im Sinne der Γ-Konvergenz falls:

uϵ → u⇒ J0(u) ≤ lim inf
ϵ→0

Jϵ(uϵ)

∀ û ∃(ûϵ)ϵ → û sowie J0(û) = lim sup
ϵ→0

Jϵ(ûϵ)

und wir schreiben Jϵ
Γ−→ J0. Dieser von Ennio de Giorgi ([31]) zuerst unter anderem Na-

men eingeführte Konvergenzbegriff erlaubt uns den Limit-Übergang bei Betrachtung von

Minimierern der Funktionale (Jϵ)ϵ>0. Für eine ausführliche Behandlung von (schwacher)Γ-

Konvergenz sowie Mosco-Konvergenz, welche äquivalent zu gleichzeitiger schwacher und

normaler Γ-Konvergenz ist, verweisen wir auf [4] sowie [18].

Die lim sup Bedingung wird häufig durch die, sofern die lim inf Bedingung erfüllt ist,

äquivalente Bedingung der Existenz einer Wiederherstellungsfolge ersetzt:

∀ û ∃(ûϵ)ϵ : ûϵ → û sowie Jϵ(ûϵ)→ J0(û)

Satz 2.7

In einem separablen, reflexiven Banachraum X mit Dissipationspotentialen

Ψϵ : X → [0,∞] gilt:

Ψϵ
Γ
⇀ Ψ⇐⇒ Ψ∗

ϵ
Γ→ Ψ∗

Wobei
Γ
⇀ die schwache Γ-Konvergenz und Ψ∗

ϵ die dualen Dissipationspotentiale bezeich-

nen. Für eine Skizze des Beweises verweisen wir auf [21].
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2.4 Simple EDP-Konvergenz

Definition 2.8

(Simple EDP-Konvergenz )

Eine Familie von Gradientensystemen (Q, Eϵ,Rϵ) konvergiert gegen ein Limit (Q, E0,R0)

falls folgende Bedingungen gelten:

1. Eϵ
Γ−→ E0 in Q

2. Für jedes T > 0 gilt DT
ϵ

Γ−→ DT
0 in C([0,∞];Q)

Wir schreiben (Q, Eϵ,Rϵ)
EDP−−→ (Q, E0,R0)

Bei DT
0 handelt es sich um das Limitfunktional:

DT
0 : q 7→

∫ T

0

[R̃0(q, q̇) + R̃∗(q,−DE0(q))]dt (2.7)

Lemma 2.9

Falls (Q, Eϵ,Rϵ)
EDP−−→ (Q, E0, R̃0) folgt aus den Konvergenzen von:

• qϵ → q0 in C([0, T ],Q).

• Eϵ(qϵ(0))→ E0(q0(0))

Dass q0 eine Lösung des Gradientensystems Q, E0, R̃0 darstellt.

Hier sind qϵ ∈ AC([0, T ],Q) Lösungen von (Q, Eϵ,Rϵ)

Beweis:

Die Γ-Konvergenz aus Definition 2.8 impliziert:

E0(q0(T )) +DT
0 (q0)− E0(q0(0)) ≤ lim inf

ϵ→0
Eϵ(qϵ(T )) +DT

ϵ (qϵ)− Eϵ(qϵ(0)) = 0

Zusammen mit Gleichung (2.6) folgt dass q0 eine Lösung zu (Q, E0, R̃0) ist. □



18 Gradientensysteme und deren Konvergenz

2.5 Tilt der Gradientensysteme

Wie in der Einleitung beschrieben kann die simple EDP-Konvergenz dazu führen, dass wir

Dissipationspotentiale mit ’unnatürlichen’ Eigenschaften erhalten. Um dies zu vermeiden

parametrisieren wir eine Familie aus Folgen von Gradientensystemen (Q, Eϵ +F ,Rϵ) mit

Funktionalen F ∈ C1(Q,R) und versehen somit die Energiefunktionale Eϵ mit einem ’Tilt’.

Dieser verändert nicht die Γ-Konvergenz. (Q, Eϵ,Rϵ) ist in dieser Familie eingeschlossen

und wir haben also:

Eϵ
Γ−→ E0 ⇐⇒ Eϵ + F

Γ−→ E0 + F für alle F ∈ C1(Q,R).

Mit dem Dissipationsfunktional DT
ϵ erhalten wir neue, nicht-triviale Information durch

das Betrachten der Energien mit Tilt. SeieMϵ(q, v, ξ) := Rϵ(q, v) +R∗
ϵ(q, ξ)

DT
ϵ (q,F) :=

∫ T

0

Mϵ(q, q̇,−DEϵ(q)−DF(q))dt

Unter der Annahme dass das Γ-Limit von Dϵ(·,F) existiert, also:

DT
ϵ (·,F)

Γ−→ DT
0 (·,F) : q 7→

∫ T

0

N0(q, q̇,−DF(q))dt ∀F ∈ C1(Q,R)

versuchen wir die Integralstruktur der DT
ϵ in denMϵ zurückzuerhalten.

MitM0(q, v, ξ) := N0(q, v, ξ +DE0(q)) erhalten wir also:

DT
0 (q,F) =

∫ T

0

M0(q, q̇,−DE0(q)−DF(q))dt

Annahmen 2.10

Wir nehmen an die Familie (Q, Eϵ,Rϵ) erfüllt folgende Bedingungen welche die vorherige

Diskussion präzisieren:

1. Eϵ
Γ−→ E0 in Q,

2. ∀T > 0 existiert ein Funktional DT
0 : AC([0, T ],Q) × C1(Q,R) → [0,∞], sodass

∀F ∈ C1(Q,R) in der Topologie auf C([0, T ],Q) gilt:

DT
ϵ (·,F)

Γ−→ DT
0 (·,F)

3. Es existiert eine von T unabhängige Funktion N0 : TQ⊕ T ∗Q → [0,∞] für die gilt:

∀F ∈ C1(Q,R) : DT
0 (q,F) =

∫ T

0
N0(q(t), v(t),−DEF(q))dt

Die Abbildung v 7→ N0(q, v, ξ) ist konvex und linkshalbstetig für alle (q, ξ) ∈ T ∗Q.
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Wir definierenM0 : TQ⊕ T ∗Q → R

M0(q, v, ξ) := N0(q, v, ξ +DE0(q)) (2.8)

4. M0(q, v, ξ) ≥ ⟨ξ, v⟩ ∀(q, v, ξ) ∈ TQ⊕ T ∗Q
Ist Konsequenz aus der Fenchel-Young-Ungleichung und erlaubt uns wie in Lemma

2.3 die Energie für E0 und DT
0 abzuschätzen:

E0(q(T )) +DT
0 (q) ≥ E0(q(0)), ∀q ∈ AC([0, T ],Q) (2.9)

5. M0(q, v, ξ) ≥M0(q, 0, ξ) ∀(q, v, ξ) ∈ TQ⊕ T ∗Q

Dies ist positive ϵ erfüllt, da aus den Anforderungen an Dissipationspotentiale für

alle q, v Rϵ(q, v) ≥ Rϵ(q, 0) = 0 folgt, sodass:

Mϵ(q, v, ξ) = Rϵ(q, v) +R∗
ϵ(q, ξ) ≥ Rϵ(q, 0) +R∗

ϵ(q, ξ) =Mϵ(q, 0, ξ).

Da Rϵ(q, v) ≥ Rϵ(q, 0) = 0 inhärente Eigenschaft von Gradientensystemen ist kann

Annahme 5. als Erhalt dieser Eigenschaft inM0 betrachtet werden. Wir zeigen nun,

dass wir durch die Forderung nach Stetigkeit von N0 diese Anforderung auch durch

Γ-Konvergenz erreichen können.

Lemma 2.11

Falls Punkt 5 aus den Annahmen 2.10 durch Stetigkeit von N0 ersetzt wird, so gilt für

alle (q, v, ξ) ∈ TQ⊕ T ∗Q:

N0(q, v, ξ) ≥ N0(q, 0, ξ) sowie M0(q, v, ξ) ≥M0(q, 0, ξ) (2.10)

Beweis:

Wir fixieren ein q0 ∈ Q. Indem wir mit lokalen Koordinaten arbeiten und ein T wählen

das klein genug ist, lässt sich eine Kurve q0 : [0, T ]→ Q wählen für die gilt q0(t) = q0+ tv

für ein v ∈ Tq0Q.
Genauso lässt sich falls T klein genug ist F so wählen, dass −DF konstante ξ ∈ T ∗

q0Q auf

der affinen Kurve q0 darstellt.

Aus der Stetigkeit von N0 folgt nun dass DT
0 (q0,F) endlich ist. Wir können also eine Folge

qϵ → q0 für DT
ϵ (·,F) finden.

Nun definieren wir umparametrisierte Kurven rϵ(s) := qϵ(s/λ) für s ∈ [0, λT ] welche in

AC([0, λT ],Q) gegen r0(s) = q0(s/λ) konvergieren. Für alle (q, v) ∈ TQ, λ ≥ 1 folgt

dann aus der Konvexität von Rϵ in v, da für t ∈ [0, 1] gilt: Rϵ(q, tv + (1 − t) ∗ 0) ≤
tRϵ(q, v) + (1− t)Rϵ(q, 0):

Rϵ(q, λv) ≥ λRϵ(q, v) ≥ Rϵ(q, v)
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Wir erhalten also mit Anwendung der Definitionen und Substitution von t durch 1
λ
:∫ T

0

N0((q0(t), q̇0(t),−DF(q0(t)))dt = lim
ϵ→0

∫ T

0

Nϵ((qϵ(t), q̇ϵ(t),−DF(qϵ(t)))dt

= lim
ϵ→0

1

λ

∫ λT

0

Nϵ((rϵ(s), λṙϵ(s),−DF(rϵ(s)))ds

≥ lim inf
ϵ→0

1

λ

∫ λT

0

Nϵ((rϵ(s), ṙϵ(s),−DF(rϵ(s)))ds

≥ 1

λ

∫ λT

0

N0((r0(s), ṙ0(s),−DF(r0(s)))ds

=

∫ T

0

N0((q0(t), q̇0(t)/λ,−DF(q0(t)))dt

Hierbei istNϵ(q, v, η) :=Mϵ(q, v, η−DEϵ(q)) sodass wirNϵ(q, λv, η) ≥ Nϵ(q, v, η) erhalten.

Nutzen wir nun die Stetigkeit von N0 sehen wir für λ→∞ :

1

T

∫ λT

0

N0((q
0 + tv, v, ξ))dt ≥ 1

T

∫ λT

0

N0((q
0 + tv, 0, ξ))dt

Nun erhalten wir mit dem Limit T → 0 die erste Ungleichung von (2.10).

Da dies für alle (q, v, ξ) ∈ TQ⊕ T ∗Q gilt folgt die zweite Ungleichung aus der Definition

vonM0 in den Annahmen 2.10 □
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2.6 Primale und Duale Abbildungen

Wir betrachten nun für festes q ∈ Q Eigenschaften der Abbildung (v, ξ) 7→ M0(q, v, ξ).

Sei im Folgenden X ein reflexiver Banachraum. Wir werden die Ergebnisse für festes

q ∈ Q auf X = TqQ sowie X∗ = T ∗
qQ anwenden. Wir erinnern an Definition 2.1, insbe-

sondere dass ein Funktional R : X → [0,∞] ein Dissipationspotential ist falls es konvex,

linkshalbstetig sowie nichtnegativ erfüllt und R(0) = 0

Definition 2.12

Für M : X ×X∗ → R ∪ {∞} sodass: M(v, ξ) ≥ ⟨ξ, v⟩.

1. So nennen wir M duale Dissipationssumme falls ein Dissipationspotential R̂ existiert,

sodass

M(v, ξ) = R̂(v) + R̂∗(ξ)

Wir schreiben dann M = R̂ ⊕ R̂∗.

2. Wir sagen M hat kontakt-äquivalentes Dissipationspotential falls ein Dissipations-

potential R existiert, sodass für die Kontaktmenge CM gilt:

CM := {(v, ξ) :M(v, ξ) = ⟨ξ, v⟩} = graph(∂R) (2.12)

3. Wir sagen M hat kraft-abhängiges Dissipationspotential falls ∀ξ ∈ X∗ ein Dissipa-

tionspotential Rξ existiert sodass:

M(v, ξ) = Rξ(v) +R
∗
ξ(ξ)

Lemma 2.13

Es gelte für M : X ×X∗ → R ∪ {∞} sodass M(v, ξ) ≥ ⟨ξ, v⟩.

• In jedem der Fälle aus Lemma 2.13 ist das Dissipationspotential eindeutig durch M

charakterisiert.

• Falls M duale Dissipationssumme R̂ ⊕ R̂∗ ist so ist R̂ auch kontakt-äquivalentes

Dissipationspotential für M . Die Bedingungen der Kraftabhängigkeit sind von R̂
ebenfalls erfüllt auch wenn keine tatsächliche Abhängigkeit von ξ besteht. Wir haben

also 1)⇒ 2) sowie 1)⇒ 3)

• Wir nehmen an M habe ein kontakt-äquivalentes Dissipationspotential R und er-

fülle:

∀ξ ∈ X∗ :M(·, ξ) ist linkshalbstetig und konvex, (2.13a)
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M(v, ξ) ≥M(0, ξ) ∀v ∈ X (2.13b)

Dann folgt falls R superlinear ist, dass M ebenfalls ein kraftabhängiges Dissipati-

onspotential Rξ besitzt für das nicht notwendigerweise R = Rξ gilt.

In diesem Falle gilt also 2)⇒ 3)

Beweis:

Um Eindeutigkeit zu zeigen betrachten wir zunächst 1). Haben wir zwei Dissipationspo-

tentiale R̂1, R̂2 so gilt:

R̂1(v)− R̂2(v) = R̂∗
2(ξ)− R̂∗

1(ξ) ∀(v, ξ) ∈ X ×X∗

Es folgt dass beide Seiten konstant sind und da R̂i(0) = 0 sind beide Potentiale identisch.

Der Beweis für 3) folgt analog, wir betrachten also 2):

Auch hier gilt, falls zwei Dissipationspotentiale M darstellen so haben sie dieselben Sub-

differentiale. Diese sind wieder bis auf eine Konstante c gleich und aufgrund der Normali-

sierung in 0 ist auch hier c = 0. Teil zwei folgt aus der Definition sodass wir uns nun Teil

drei des Lemmas widmen.

Wir sehen mit Lemma 2.2 und der Superlinearität, dass es für alle ξ ∈ X∗ zugehörige

vξ ∈ ∂R(ξ) gibt. Da CM = graph(∂R) folgt also M(vξ, ξ) = ⟨ξ, vξ⟩.
Nun definieren wir für jedes ξ ∈ X∗ die Funktion Rξ : X → [0,∞] durch:

Rξ(v) :=M(v, ξ)−M(0, ξ).

Mit Gleichung (2.13b) sehen wir M(0, ξ) ≤ M(vξ, ξ) = ⟨ξ, vξ⟩ < ∞, sodass die obige

Differenz wohldefiniert ist. Mit Gleichung (2.13a) und (2.13b) haben wir inR eine konvexe,

links-halbstetige Funktion für die Rξ(0) = 0 = minvRξ(v) gilt.

Um nun R∗
ξ zu berechnen beobachten wir, dass die konvexe Funktion v 7→M(v, ξ)−⟨ξ, v⟩

durch vξ mit Wert 0 minimiert wird, sodass:

R∗
ξ(ξ) = sup

v∈X
⟨ξ, v⟩ − Rξ(v) = sup

v∈X
[⟨ξ, v⟩ −M(v, ξ)] +M(0, ξ) =M(0, ξ)

Es folgt also M(v, ξ) = Rξ(v) +R
∗
ξ(ξ). Dass R und Rξ nicht zwangsläufig identisch sein

müssen sehen wir später, beispielsweise in Abschnitt 3.1 □
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2.7 (Kontakt-)EDP-Konvergenz mit Tilt

Definition 2.14

((Kontakt-)EDP-Konvergenz mit Tilt)

Unter Annahmen 2.10 konvergiert die Familie von Gradientensysteme (Q, Eϵ,Rϵ)

1. im Sinne von EDP-Konvergenz mit Tilt, kurz tilt-EDP-Konvergenz gegen ein Limit

(Q, E0, R̂0), falls für alle q ∈ Q der IntegrandM0(q, ·, ·) eine duale

Dissipationssumme mit dem Potential R̂0(q, ·) ist. Wir schreiben:

(Q, Eϵ,Rϵ)
tiEDP−−−−→ (Q, E0, R̂0)

2. im Sinne von Kontakt-EDP-Konvergenz mit Tilt, kurz Kontakt-EDP-Konvergenz

gegen ein Limit (Q, E0,Reff ), falls für alle q ∈ Q der Integrand M0(q, ·, ·) ein

Kontakt-äquivalentes Dissipationspotential Reff (q, ·) besitzt. Wir schreiben:

(Q, Eϵ,Rϵ)
coEDP−−−−→ (Q, E0,Reff )

Lemma 2.15

Falls unter den Annahmen 2.10 für alle q ∈ Q die FunktionM0(q, ·, ·) ein kraftabhängiges

Dissipationspotential besitzt, so konvergiert die Familie (Q, Eϵ,Rϵ) im Sinne der simplen

EDP-Konvergenz aus Definition 2.8

Beweis:

Nehmen wir an (Q, Eϵ,Rϵ) erfülle Annahmen 2.10 und M0 habe kraftabhängiges Dissi-

pationspotential Rξ. Der erste Punkt von Definition 2.8 ist durch Annahme 1. bereits

erfüllt.

Für den zweiten Punkt nehmen wir F = 0 in der Aussage über die Γ-Konvergenz von DT
ϵ

und erhalten somit Γ-Konvergenz in Punkt 2. Die Kraftabhängigkeit von Rξ impliziert:

N0(q, v, 0) =M0(q, v,−DE0(q)) = R−DE0(q)(q, v) +R
∗
−DE0(q)(q,−DE0(q))

Damit folgt dass DT
0 als Summe R−DE0(q) ⊕ R

∗
−DE0(q) darstellbar ist und somit Definition

2.8 erfüllt. □

Anmerkung 2.16

Die Umkehrung der Aussage von Lemma 2.15 gilt nicht. Aus der EDP-Konvergenz

folgt zwar dass ein Dissipationspotential R̃0 mit M0(q, v,−DE0(q)) = R̃0(q, v) +

R̃∗
0(q,−DE0(q)) existiert, jedoch benötigen wir für ein kraftabhängiges Potential Infor-

mationen überM0(q, v, ξ) für alle ξ und nicht nur für ξ = −DE0(q)
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2.8 Eigenschaften von Tilt-EDP und Kontakt-EDP Konver-

genz

Lemma 2.17

(Unabhängigkeit vom Tilt bei Kontakt-EDP und Tilt-EDP Konvergenz)

Es gelte

(Q, Eϵ,Rϵ)
tiEDP−−−−→ (Q, E0,R0) bzw. (Q, Eϵ,Rϵ)

coEDP−−−−→ (Q, E0,R0)

Dann folgt für alle F̃ ∈ C1(Q)

(Q, Eϵ + F̃ ,Rϵ)
tiEDP−−−−→ (Q, E0 + F̃ ,R0) bzw. (Q, Eϵ,Rϵ)

coEDP−−−−→ (Q, E0,R0)

Hier ist R0 dasselbe Dissipationspotential für alle F̃

Beweis:

Die Konvergenz der Familie (Q, Eϵ,Rϵ) gegen (Q, E0,R0) bedeutet, dass die Annahmen

2.10 für sie erfüllt sind. Daher überprüfen wir nun ob die Familien (Q, Eϵ + F ,Rϵ) diese

ebenfalls erfüllen. Seie also (Q, Eϵ + F̃ ,Rϵ) eine solche Familie.

Die Γ-Konvergenz, Teil 1. der Annahmen, folgt direkt aus Stetigkeit von F̃ und den Ei-

genschaften der Γ-Konvergenz.

Seie also für F ∈ C1(Q), dann:

D̃T
ϵ (q,F) :=

∫ T

0

[Rϵ(q, q̇) +R∗
ϵ(q,−D(Eϵ + F̃)(q)−DF(q)]dt = DT

ϵ (q,F + F̃)

Demzufolge D̃T
ϵ (·,F)

Γ−→ DT
0 (·,F+F̃) und wir haben mit Ñ0(q, v, η) := N0(q, v, η−DF̃(q)):

DT
0 (q,F + F̃) = D̃T

0 (q,F) :=
∫ T

0

Ño(q, q̇,−DF(q))dt

Demnach gilt mit D̃T
ϵ , D̃

T
0 sowie Ñ0 Teil 2. und Teil 3.

Wir sehen dass Teil 4. sowie Teil 5. erfüllt sind, wenn wir mithilfe der Definition

M̃0(q, v, ξ) := Ñ0(q, v, ξ +DE0(q) +DF̃(q)) beobachten, dass:

M̃0(q, v, ξ) = N0(q, v, ξ +DE0(q)) =M0(q, v, ξ) (2.14)

Somit sind die Annahmen 2.10 erfüllt.

Die Gleichung (2.14) M̃0 = M0 bedeutet, dass die Familie (Q, Eϵ + F̃ ,Rϵ) das gleiche

Konvergenzverhalten zeigt wie die Familie (Q, Eϵ,Rϵ) ohne Tilt □
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Lemma 2.18

Wir haben

Tilt-EDP-Konvergenz mit R̂0 =⇒ Kontakt-EDP-Konvergenz mit Reff = R̂0

sowie
Kontakt-EDP-Konvergenz

Reff superlinear ∀q

}
=⇒ simple EDP-Konvergenz

Falls also Tilt-EDP-Konvergenz hält, so gelten alle 3 Konvergenzen und R̂0 = Reff = R̃0

Beweis:

Beide Pfeile sowie die Aussage folgen direkt aus Lemma 2.13 □

Lemma 2.19

(Alternative Charakterisierung der Tilt-EDP-Konvergenz)

Für eine Familie von Gradientensystemen (Q, Eϵ,Rϵ) sowie ein festes Gradientensystem

(Q, E0,R0) sind folgende Aussagen äquivalent:

1. (Q, Eϵ,Rϵ)
tiEDP−−−−→ (Q, E0,R0)

2. Für alle F ∈ C1(Q) gilt (Q, Eϵ + F ,Rϵ)
EDP−−−→ (Q, E0 + F ,R0)

Die Probleme simpler EDP-Konvergenz können nicht dadurch gelöst werden, dass wir

sie für alle Versionen mit Tilt des Gradientensystems fordern was nach diesem Lemma

äquivalent zur Forderung nach Tilt-EDP-Konvergenz ist. Da nach Lemma 2.18 im Falle

der Tilt-Konvergenz die Dissipationspotentiale der drei Konvergenzarten übereinstimmen

werden hier also alle Systeme ausgeschlossen bei denen simple EDP-Konvergenz proble-

matisch ist in dem Sinne, dass ein von der Kraft abhängiges Potential geliefert wird.

Hier ermöglicht uns die Beschränkung auf Kontakt-EDP-Konvergenz eine Abschwächung

der Forderung die jedoch den wichtigen Teil, nämlich die kinetische Relation, erhält. Dies

werden wir uns an den ersten beiden Beispielen im folgenden Kapitel ansehen.
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Kapitel 3

Anwendung

3.1 Kontakt-Konvergenz für Beispiel 3: Oszillierende Dissi-

pation

Wir kommen zurück zu unserem Beispiel aus der Einleitung und betrachten eine Familie

von Gradientensystemen (Q, E ,Rϵ), ϵ > 0 deren Energie unabhängig vom Parameter ϵ ist

während das Dissipationspotential in q oszilliert. Für µ ∈ C0(R2) mit µ(q, γ) = µ(q, γ+1)

ist also:

Rϵ(q, v) =
µ(q, q/ϵ)

2
v2,

µ ist dabei durch 0 < m ≤ µ(q, γ) ≤M <∞ beschränkt und wir setzen:

Reff (q, v) =
µ(q)

2
v2 wobei µ(q) :=

∫ 1

0

µ(q, γ)dγ

Mit dem folgenden Satz sowie Lemma 2.9 folgt nun die Konvergenz von qϵ, den Lösungen

von:

0 = µ(qϵ, qϵ/ϵ)vϵ +DE(qϵ)

gegen die Lösung q des Gradientenflusses:

0 = µ(q)v +DE(q) (3.1)

Satz 3.1

Wir haben mit (R, E ,Rϵ)
coEDP−−−−→ (R, E ,Reff ) ein klassisches Gradientensystem, dh.

Reff (q, ·) ist quadratisch.
Außerdem ist das effektive Dissipationpotential unabhängig E .
Für nicht konstante µ(q, ·) haben wir keine Tilt-EDP-Konvergenz und das Dissipationspo-

tential R̃0(q, ·) der EDP-Konvergenz die vorliegt ist abhängig von E und nicht-quadratisch.
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Wir wollen nun zeigen, dass die Gradientenflussgleichung welche aus EDP-Konvergenz

hervorgeht mit derjenigen aus Kontakt-EDP-Konvergenz Gleichung (3.1) übereinstimmt.

Dazu betrachten wir:

0 = ∂vR̃0(q, v) +DE(q) = ∂vM0(q, v,−DE(q)) +DE(q) (3.2)

Dies lässt sich genauer ausdrücken indem wir die explizite Form von M0 in Glei-

chung (3.4c) betrachten und feststellen, dass M0(q, ·, ·) nur von v2, ξ2 abhängig und in

beiden Variablen linear homogen ist:

M0(q, v, ξ) =
(
ξ2 − µ(q)2v2

)
ϕ

(
q,

ξ2

ξ2 + µ(q)2v2

)
ϕ : R× [0, 1]→ R ist hierbei eine stetige Funktion für die gilt:

ϕ(q, 0) =
µ1/2(q)

2µ(q)2
, ϕ(q, 1/2) =

1

2µ(q)
, ϕ(q, 1) =

1

2µmax(q)
, ϕ(q, s) ≥

√
s(1− s)
µ(q)

wobei die letzte Relation ausM0(q, v, ξ) ≥ ξv mithilfe der effektive kinetischen Relation

und max
{√

s− s2 | s ∈ [0, 1]
}
= 1

2
folgt. Hier sind:

µ1/2(q) :=

(∫ 1

0

√
µ(q, y)dy

)2

sowie µmax(q) := max{µ(q, y) | y ∈ [0, 1]} (3.3)

Nun lässt sich somit, indem wir der Konstruktion im Beweis von Lemma 2.13 folgen, das

kraftabhängige Dissipationspotential darstellen als:

Rξ(q, v) =
(
ξ2 + µ(q)2v2

)
ϕ

(
q,

ξ2

ξ2 + µ(q)2v2

)
− ξ2ϕ(q, 1)

Wenn wir nun also R̃0(q, v) = R−DE(q)(q, v) einsetzen wird aus Gleichung (3.2):

0 = 2µ(q)2vψ

(
q,

DE(q)2

DE(q)2 + µ(q)2v2

)
+DE(q)

wobei:

ψ(q, s) = ϕ(q, s)− s∂sϕ(q, s)

Die Äquivalenz von Gleichung (3.1) und Gleichung (3.2) folgt nun, da ∂sϕ(q,
1
2
) = 0, aus

ψ(q, 1
2
) = ϕ(q, 1

2
) = 1

2µ(q)
.

Wir finden also für EDP-Konvergenz die untenstehende kinetische Relation vor, welche

die bereits erwähnten Unnatürlichkeiten illustriert. Sie ist nicht linear und abhängig von

der Energie E , somit also ’unnatürlicher’ als die durch Kontakt-EDP-Konvergenz erlangte,

simple Relation. v 7→ ξ = µ(q)v

v 7→ ξ = ∂vM0(q, v,−DE(q)) = 2µ(q)2vΨ

(
DE(q)2

DE(q)2 + µ(q)2v2

)
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Beweisskizze für Satz 3.1:

DT
ϵ (q,F) =

∫ T

0

Nϵ(q, q̇,−DF(q))dt mit Nϵ(q, v, η) = Rϵ(q, v) +R∗
ϵ(q, η −DE(q))

Bezeichne das Dissipationsfunktional mit Tilt. Wir erhalten nun:

Nϵ(q, v, η) = N̂ (q, q/ε, v, η −DE(q)) mit N̂ (q, y, v, ξ) =
µ(q, y)

2
v2 +

ξ2

2µ(q, y)

Da unser Gradientensystem wie sich leicht zeigen ließe die Annahmen (2.14) aus [2] er-

füllt und der Integrand N̂ die gleichmäßige Stetigkeit aus der dortigen Gleichung (3.3),

lassen sich lim inf-Abschätzung sowie die Wiederherstellungsfolge analog zu den beiden

Propositionen (3.6)&(3.7) konstruieren.

Somit erhalten wir das Limit-Funktional DT
0 (·,F)(dort J ):

DT
0 (q,F) =

∫ T

0

N0(q, q̇,−DF(q))dt mit N0(q, v, η) =M0(q, q̇, η −DE(q)),

wobeiM0 durch Homogenisierung gegeben ist:

M0(q, v, ξ) = inf

{∫ 1

s=0

N̂ (q, z(s), vz′(s), ξ) ds | z ∈ H1
v

}
(3.4a)

= inf

{∫ 1

s=0

(
µ
(
q, z(s) (vz′(s))2

2
+

ξ2

2µ(q, z(s))

)
ds | z ∈ H1

v

}
(3.4b)

= inf

{∫ 1

y=0

(
µ(q, y)v2

2b(y)
+

b(y)ξ2

2µ(q, y)

)
dy | b(y) > 0,

∫ 1

0

b(y)dy = 1

}
(3.4c)

Hier ist H1
v := {z ∈ H1((0, 1)) | z(1) = z(0) + sign(v)}.

Wie in [2] finden wir eine starke Abhängigkeit von der 1-Periodizität von µ sowie der

Tatsache, dass q
ϵ
= y skalar ist.

Wir wollen nun zeigen, dass wir in mit M0 eine Struktur vorliegen haben die nicht durch

eine duale DissipationssummeReff⊕R∗
eff gegeben ist. Dazu werten wirM0(q, ·, ·) entlang

der Achsen ξ = 0 sowie v = 0 aus:

M0(q, v, 0) =
µ1/2(q)

2
v2 mit µ1/2(q) :=

(∫ 1

0

√
µ(q, y)dy

)2

M0(q, 0, ξ) =
1

µmax(q)
ξ2 wobei µmax(q) := max{µ(q, y) | y ∈ [0, 1]}

Das Ergebnis entlang der Achse ξ = 0 sehen wir indem wir in Gleichung (3.4c) b nahe
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von Maximierern von µ(q, ·) konzentrieren, für die Achse v = 0 betrachten wir Glei-

chung (3.4b) und minimieren
∫ 1

0
µ(z)z′2dz unter der Einschränkung z(1) = z(0) + 1.

Hier lässt sich nun sehen, dass für nicht konstantes µ(q, ·) also keine Tilt-EDP-Konvergenz

vorliegt, da sich in diesem Falle µ1/2(q) und µmax(q) unterscheiden.

Die Kontaktmenge CM0
:= {(v, ξ) | M0(q, v, ξ) = ⟨ξ, v⟩} lässt sich wie folgt konstruieren.

Für v = 0 folgt mit unserer vorherigen Auswertung M0(q, 0, ξ) = 1
µmax(q)

ξ2 = 0, somit

also ξ = 0. Ist v ̸= 0 existiert nun durch Koerzitivität ein Minimierer ι ∈ H1
v für Glei-

chung (3.4b). Die Kontaktbedingung lautet nun also:

M0(q, v, ξ) =

∫ 1

0

(
µ(q, ι(s)) (vι′(s))2

2
+

ξ2

2µ(q, ι(s))

)
ds = ξv =

∫ 1

0

|v|ι′(s)ξds, (3.5)

Nun folgt allerdings die Abschätzung nach untenM0(q, v, ξ) ≥ ξv mithilfe von :

µ(q, z(s)) (vz′(s))2

2
+

ξ2

2µ(q, z(s))
≥ |v|z′(s)ξ (3.6)

für Gleichung (3.4b) und Integration über s ∈ [0, 1] (Hier gilt die Gleicheit nur genau

dann, falls µ(q, z(s))|v|z′(s) = ξ)

Das bedeutet nun, dass ι für fast alle s ∈ [0, 1] die Bedingung µ(q, ι(s))|v|ι′(s) = ξ

erfüllen muss, sodass wir mit Integration über s in Gleichung (3.6) nun also vµ = ξ sowie

die Kontaktmenge finden:

CM0(q) =
{
(v, ξ) ∈ R2 | M0(q, v, ξ) = ξv

}
= {(v, µ(q)v) | v ∈ R}

Hier lässt sich nun die gesuchte kinetische Relation ablesen und wir erhalten das quadra-

tische Dissipationspotential:Reff (q, v) =
µ(q)
2
v2

Für das Dissipationspotential der EDP-Konvergenz (siehe Lemma 2.18) schließen wir dar-

aus, dass für R̃0(q, ·) :=M0(q, v,−DE(q)) −M0(q, 0,−DE(q)) eine Abhängigkeit von E
vorliegt, da wir M0 nicht als Dissipationssumme darstellen konnten. Offensichtlich ist

auch v 7→ R̃0(q, v) nicht quadratisch.

Um die Betrachtung dieses Beispiels abzuschließen wollen wir noch die folgenden beiden

Anmerkungen machen:

Anmerkung 1

Falls Tilt-EDP-Konvergenz vorläge hätten wir die duale Dissipationnssumme

Meff (q, v, ξ) := Reff (q, v) +R∗
eff (q, ξ). Da diese nicht vorliegt wollen wir überprüfen ob
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die AbschätzungM0 ≤ Reff +Reff aus Kapitel 5.4 in [2] hier hält.

Setzen wir dazu in Gleichung (3.4c) b0 := y 7→ µ(q, y)/µ(q) ein so erfüllt b0 die Anforde-

rungen an b per Definition und wir erhalten:

M0(q, v, ξ) ≤
∫ 1

0

(
µ(q, y)v2

2b0(y)
+
b0(y)ξ

2

2µ(q, y)

)
dy =

µ̄(q)v2

2
+

ξ2

2µ̄(q)
= Reff (q, v) +R∗

eff (q, ξ)

Die Energiedifferenz Reff +R∗
eff −M0 ≥ 0 illustriert die Relaxation der Kontakt-EDP-

Konvergenz im Vergleich zur Tilt-EDP-Konvergenz. Für das FunktionalM0 skalieren wir

durch Homogenisierung R und R∗ um. Der Effekt wird insbesondere in der Anforderung

an z in Gleichung (3.4b) deutlich wo dessen Endpunkt vorgegeben ist.

Das bedeutet, dass eine Minimierung außerhalb der Kontaktbedingung M0(q, v, ξ) =

⟨v, ξ⟩ nicht zwangsläufig eine Lösung z des Gradientenflusses darstellen muss. Hier sehen

wir warum Kontakt-EDP-Konvergenz eine natürliche Wahl darstellt: für die relevanten

Paare (v, ξ) ist die Minimierung im mikroskopischen Bereich der Definition vonM0 mit

makroskopisch vorgegebenen Rate v eine Gradientenfluss-Lösung und wir erhalten ein

effektives Dissipationspotential.

Anmerkung 2

Folgen wir der Diskussion in Kapitel 4.4 sowie 4.5 in [2] so können wir zeigen, dass

M0(q, ·, ξ) sowieM0(q, v, ·) konvex und somit Bipotentiale sind.

Betrachten wir M0(q, v, ·): Wir ignorieren hier die Abhängigkeit von q und mit v > 0

definieren wir W(ξ, h) =
∫ 1

0

√
ξ2 + 2hµ(y)dy und erhalten:

M0(v, ξ) = vW(ξ,H(v, ξ))−H(v, ξ), wobei 1 = vDH(v,ξ)W(ξ,H(v, ξ))

Hier ist also H(v, ξ) implizit definiert und mithilfe des Satzes der impliziten Funktionen

erhalten wir(vgl. Lemma 4.13(d), [2]):

D2
ξM0(v, ξ) =

v

D2
H(v,ξ)W

((
DξDH(v,ξ)W

)2 −DξW ∗DH(v,ξ)W
)

Dies ist nicht-negativ, da W konvex in ξ und konkav in h ist.

Die beiden einzelnen Konvexitäten bedeuten jedoch nicht, dass eine gleichzeigtige

Konvexität in v, ξ vorliegt. Um dies zu sehen können wir M0 für die drei Punkte

(v0, 0), (0, µv0), (
1
2
v0,

1
2
µv0) betrachten:

M0 (v0, 0) =
µ1/2v

2
0

2
, M0 (0, µv0) =

(µv0)
2

2µmax

, M0

(
1

2
v0,

1

2
µv0

)
=
µv20
4

Für die letzte Gleichung nutzen wir, dass (1
2
v0,

1
2
µv0) die Kontaktbedingung erfüllt. Da er

sich zwischen den beiden anderen Punkten befindet haben wir Konvexität nur vorliegen,
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falls:
µv20
4
≤ 1

2

(
µ1/2v

2
0

2
+

(µv0)
2

2µmax

)
⇐⇒ µ̄ ≤ µ1/2 + (µ)2/µmax

Wählen wir µ nun passend, bspw µ(y) = α + |2y − 1|γ für y ∈ [0, 1], so finden wir einen

Widerspruch wenn α klein genug und γ groß genug ist.

3.2 Das Beispiel oszillierender Energie aus [2]

Wir kommen nun zu unserem in der Einleitung als Beispiel 4 (1.8) angeführten Modell.

Wir betrachten dazu Gradientensysteme (R, Eϵ,R) wobei die Energie definiert ist durch:

Eϵ(t, q) = Φ(q)− l(t)q + ϵW(q,
q

ϵ
) (3.7)

Dabei bezeichnet Φ den makroskopischen undW den mikroskopischen Anteil der Energie,

l ist die Kraftausübung.

Die Untersuchung dieses Modells in [2] hat die Konvergenz des Modells gegen (R, E0,Reff )

im Sinne der Kontakt-EDP-Konvergenz gezeigt, die Tilt-EDP-Konvergenz ist jedoch eine

zu starke Forderung.

Wir geben für W ,R nun ein explizites Beispiel an um das Resultat aus [2] ebenfalls in

expliziter Form darzustellen:

W(q, y) =
A(q)

2π
sin(2πy) und R(q, v) = v2

2µ(q)
(3.8)

wobei A, µ ∈ C0(R) positive untere und obere Schranke besitzen.

Satz 3.2

Für die durch Gleichung (3.7) und Gleichung (3.8) definierte Familie von Gradientensys-

temen (R, Eϵ,R) gilt:

• Im Sobolev-Raum H1([0, T ]) haben wir schwache Γ-Konvergenz von

DT
ϵ (q) :=

∫ T

0
(R(q, v) +R∗(q,−DE(q)) dt gegen

DT
0 : q 7→

∫ T

0
M0(q, v, l(t)−DΦ(q))dt mit:

M0(q, v, ξ) = inf

{∫ 1

0

(
(vz′(s))2

2µ(q)
+
µ(ξ − A(q) cos z(s))2

2

)
ds | z ∈ H1

v

}
wobei H1

v := {z ∈ H1((0, 1)) | z(1) = z(0) + sign(v)}

• Für alle q, v, ξ ∈ R giltM0(q, v, ξ) ≥ vξ sowie:

M0(q, v, ξ) = vξ ⇐⇒ v = µ sign(ξ)
√

max{ξ2 − A(q)2, 0}
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• Mit der Limit-Energie E0 und dem effektiven Dissipationspotential Reff

E0(t, q) = Φ(q)− l(t)q und Reff (v) =

∫ |v|

0

√
A(q)2 +

ω

µ

2

dω

haben wir Kontakt-EDP-Konvergenz (R, Eϵ,R)
coEDP−−−−→ (R, E0,Reff )

• Wir haben keine Tilt-EDP-Konvergenz für (R, Eϵ,R)

Der Beweis erfolgt in ähnlicher Weise wie für Satz 3.1 und wir verweisen wieder auf Kapitel

3&4 in [2].

3.3 Anwendung von EDP-Konvergenz für partielle Diffe-

rentialgleichungen

Nun betrachten wir die Anwendung des Konzeptes im Kontext von PDEs am Beispiel einer

1-dimensionalen Diffusionsgleichung mit einer dünnen Schicht sehr niedriger Diffusivität.

Unter passenden Annahmen an die Skalierung von Diffusionskoeffizient und der Weite

der Schicht erlaubt uns dieses Modell im Limit ein Membranmodell zu erhalten. Eine

ausführlichere Behandlung findet sich in [26].

u̇ = ∂x(aϵ(x)(∂xu+ u∂xV (x))) in Ω = (−1, 1)

∂xu(t, x) + u(t, x)∂xV (x) = 0 für x = −1, 1 (3.9)

Mit λB(z) = z log(z)−z+1 sehen wir, dass die Gradientenfluss-Gleichung (3.9) vom Gradi-

entensystem (P(Ω), E ,R∗
ϵ) erzeugt wird wodurch sie eine Wasserstein-Gradientenstruktur

erhält. Hierbei sind:

Eϵ(u) =
∫
Ω

λB

(
u(x)

ωϵ(x)

)
ωϵ(x)dx sowie R∗

ϵ(u, ξ) =
1

2

∫
Ω

aϵ(x)u(x)(∂xξ(x))
2dx

Hierbei ist ωϵ die Gleichgewichtsdichte mit:

ωϵ(x) =
e−Vϵ(x)∫

Ω
e−Vϵ(x)dx

(3.10)

Wir betrachten ein von ϵ unabhängiges Potential V ∈ C1([−1, 1]) sodass ωϵ = ω0. Das

Funktional Eϵ = E ist als die relative Boltzmann-Entropie definiert:

E(u) =
∫
Ω

λB

(
u

ω0

)
ω0dx =

∫
Ω

(λB(u) + u(V + logZ0)− 1)dx
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Für den Diffusionskoeffizienten aϵ nehmen wir an, dass es Funktionen a+, a∗ ∈ C1([0, 1])

sowie a− ∈ C1([−1, 0]) gibt die auf [0, 1] durch a > 0 nach unten beschränkt sind. Dann:

aϵ(x) =


a−(x) für x < 0,

ϵa∗(xϵ) für x ∈ [0, ϵ],

a+(x) für x > ϵ.

(3.11)

Wir haben also im Intervall [0, ϵ] einen Diffusionskoeffizienten der ebenfalls von der Grö-

ßenordnung ϵ ist und sehen eine nicht-triviale Abhängigkeit von aϵ im Bezug auf x. Ebenso

besitzt aϵ während das Potential V auf [−1, 1] stetig ist also Sprünge in x = 0, x = ϵ.

Satz 3.3

Wir haben (P(Ω), E ,Rϵ)
tiEDP−−−−→ (P(Ω), E , R̂0) wobei R̂0 wie folgt über dessen Legendre-

Dual R̂∗
0 definiert ist:

R̂∗
0(u, ξ) =

∫ 0

−1

a−
2
(∂xξ)

2udx+

∫ 1

0

a+
2
(∂xξ)

2udx+ aeff
√
u(0−)u(0+)C∗(ξ(0+)− ξ(0+))

wobei
1

aeff
=

∫ 1

0

1

a∗(x)
dx und C∗(ζ) = 4cosh(

ζ

2
)− 4 (3.12)

Für den Beweis verweisen wir auf den Beweis von Satz 4.1 in [16]

Für x ∈ [−1, 1] \ {−1, 0, 1} erhalten wir nach wie vor die Otto-Wasserstein Diffusion,

allerdings können sich an der Membran in x = 0 Transmissionsbedingungen ergeben die

durch mögliche Sprünge in ξ und u entstehen.

Wenn wir nun das Limit aus Gleichung (3.9) als Gradientenflussgleichung betrachten ist

dies ebenfalls wieder eine lineare Gleichung, allerdings mit Bedingungen an den Transport

in x=0:

u̇ = ∂x (a−(x)(∂xu+ u∂xV0(x))) in Ω := (−1, 0), (3.13a)

u̇ = ∂x (a+(x)(∂xu+ u∂xV0(x))) in Ω := (0, 1), (3.13b)

0 = a−(0)
(
∂xu(0

−) + u(0−)∂xV (0)
)
− aeff

(
u(0+)− u(0−)

)
(3.13c)

0 = a+(0)
(
∂xu(0

+) + u(0+)∂xV (0)
)
− aeff

(
u(0+)− u(0−)

)
(3.13d)

0 = ∂xu(t, x) + u(t, x)∂xV0(x)) für x = ±1 (3.13e)

Diese Bedingungen lassen aber auch in diesem Beispiel nicht zu aus der Gradienten-

flussgleichung die kinetische Relation zu extrahieren aus der die Transportbedingungen

entstehen. R̂∗
0 trägt also auch hier zusätzliche thermodynamische Information. In der Tat
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lässt sich ähnlich zu Satz 3.1 in [1] aus der kinetische Relation, hier allerdings in schwacher

Form, also die Bedingungen c) und d) herleiten:∫ 1

−1

∂tuψdx = DξR̂∗
0(u, ξ)[ψ]

=

∫ 0

−1

a−∂xξ∂xψudx+

∫ 1

0

a+∂xξ∂xψudx

+ aeff
√
u(0−)u(0+)(C∗)′

(
ξ(0+)− ξ(0−)

) (
ψ(0+)− ψ(0−)

)
= −

∫ 0

−1

∂x (a−u∂xξ)ψdx−
∫ 1

0

∂x (a+u∂xξ)ψdx

+
[
aeff
√
u(0−)u(0+)(C∗)′

(
ξ(0+)− ξ(0−)

)
− a+(0)u(0+)∂xξ(0+)

]
ψ(0+)

+
[
−aeff

√
u(0−)u(0+)(C∗)′

(
ξ(0+)− ξ(0−)

)
− a+(0)u(0−)∂xξ(0−)

]
ψ(0−)

− a−(−1)u(−1)∂xξ(−1)ψ(−1) + a+(1)u(1)∂xξ(1)ψ(1)

Durch Einsetzen von ξ = −DE(u) = −log( u
ω0
) = −logu − V erhalten wir ebenfalls die

Gleichungen aus (3.13). Insbesondere erhalten wir c) und d) mit:

√
ab(C∗)′(log a− log b) = 2

√
ab sinh(log(

a

b
))

=
√
ab(elog(a/b)/2 − e− log(a/b)/2) =

√
ab

(√
a

b
−
√
b

a

)
= a− b

Anmerkung

Die cosh-Gradientenstruktur hat für die in [25] betrachteten Systeme eine interessante

Eigenschaft. Die Autoren betrachten I ∈ N Partikel die mit Raten Aik interagieren. Die

Evolution der Konzentration ci ∈ [0, 1] einer Spezies i ∈ {1, .., I} lässt sich durch die

Mastergleichung beschreiben:

ċ = Ac

Es wird die Konvergenz für Systeme betrachtet deren Reaktionen in schnelle(S)& langsa-

me(L) aufgeteilt werden, sodass wir die folgenden Gleichungen erhalten:

ċϵ = Aϵcϵ = (AL +
1

ϵ
AS)cϵ
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Diese werden von Gradientensystemen (Q, E ϵBZ ,R∗
ϵ) generiert mit:

Q = {c ∈ [0, 1]I |
I∑

i=1

ci = 1},R∗
ϵ(c, ξ) =

1

2

∑
i<k

Aϵ
ik

√
ωϵ
k

ωϵ
i

√
cickC

∗(ξi − ξk), E ϵBZ = H(c|ωϵ)

Hier ist ωϵ ein Gleichgewichtszustand dessen Existenz nötige Bedingung für die Existenz

einer Gradientenstruktur ist. H(c|ωϵ bezeichnet die relative Boltzmann-Entropie von c

relatic zu ωϵ welche durch den Logarithmus als Inverses die ’cosh’-Struktur erzeugt. Die

Autoren zeigen, dass diese Struktur die einzige ist welche unter Tilt-EDP-Konvergenz

stabil ist, das heißt im Limit bleibt die cosh-Struktur erhalten.

3.4 Tilt für Markov-Prozesse

3.4.1 Große Abweichungen in Markov-Prozessen und Gradientenflüsse

Für eine Folge stetiger Markov-Prozesse Qn in Q welche mit Bezug auf die Maße µn ∈
P (Q) reversibel sind nehmen wir an, dass sie die folgenden beiden Punkte erfülle: (vgl.

[19])

1. Mit der Cramér-Funktion K : Q → [0,∞] erfüllen die invarianten Maße µn ein

große-Abweichungen Prinzip, also

µn ∼ exp(−nK), für n→∞

2. Die Zeitverläufe von Qn erfüllen mit der Cramér-Funktion I : C([0,∞];Q)→ [0,∞]

ein große-Abweichungen Prinzip in C([0,∞];Q), also

Prob(Qn ≈ q|Qn
0 ≈ q(0)) ∼ exp(−nI(q)), für n→∞ (3.15)

Dies erlaubt die Funktion I mithilfe von einem symetrischen Dissipationspotential R
darzustellen als:

I(q) =
1

2
S(q(T ))− 1

2
S(q(0)) +

∫ T

0

[R(q, q̇) +R∗(q,−1

2
DS(q))]dt (3.16)

Hier ist das Funktional I(q) ≥ 0 und für eine Folge von Realisierungen qn des Prozesses

Qn gilt Prob(qnk
→ q) = 1 wobei die Kurve q I(q) = 0 erfüllt.

I(q) = 0 lässt sich also mit dem Verhalten des Prozesses Qn im Limit identifizieren.

Diese Kurven sind Lösungen der Gradientenflussgleichung v = DξR∗(q, 1
2
DK(q))

Wir haben also eine bijektive Abbildung zwischen I und dem Gradientensystem

(Q, 1
2
K,R)
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3.4.2 Nicht-dynamischer Kontext

Wir betrachten im nicht-dynamischen Kontext eine Zufallsvariable Xn in Q mit dem Ge-

setz µn ∈ P (Q). Wir betrachten nun den Tilt einer Zufallsvariable Xn, dh wir betrachten

eine neue Folge XF ,n mit:

µF ,n(A) :=
1

Zn

∫
A

exp(−nF(q)µn(dq), wobei Zn :=

∫
Q
exp(−nF(q)µn(dq) (3.17)

Hierbei verbinden wir eine Eigenschaft die wir ohne sie explizit zu erwähnen bereits ge-

nutzt haben mit dem Tilt von Zufallsvariablen: Die Additivität von Energien. Genauer

ist die totale Energie in einem System bei Zusammenführung von Energien aus verschie-

denen Phänomenen einfach deren Summe. So entsteht die perturbierte Energie E + F
in einem System mit Energie E aus der Summe dieser Energie und der Perturbation F .
Gleichung (3.17) übt einen Tilt auf die Verteilung von F in Richtung kleinerer Werte aus

indem größere Wahrscheinlichkeiten zu q ∈ Q zugeordnet werden bei denen F(q) kleiner
ist.

Sofern die µn Bedingung 1. sowie eine Bedingung an die Ränder der Verteilung erfüllen

folgt mit Varadhan & Brycs Lemma (siehe Kapitel 1.2 in [9]), dass µF ,n ebenfalls ein

große-Abweichungen Prinzip erfüllen mit der getilteten Cramér-Funktion KF :

µF ,n ∼ exp(−nKF), KF(q) := K(q) + F(q) + c mit Konstante c

Die Konstante c wird hier so ausgewählt, dass infKF = 0. Dies kann so verstanden

werden, dass mit µn ∼ exp(−nK)

exp(−nF)µn ∼ exp(−nF − nK)

Was die Terme K(q) sowie F(q) in der Definition von KF erzeugt. Die Konstante c folgt

dann aus der Normalisierung in Gleichung (3.17) Wir sehen also im Tilt Gleichung (3.17)

ein Analog zur Additivität der Energien. Beide Konzepte stimmen im große-Abweichungen

Prinzip für n→∞ überein.

3.4.3 Dynamischer Kontext

Wir betrachten einen Markov-Prozess Qn in Q mit Generator Gn. Beispielsweise Qn löse

dQn
t = an(Qn

t )dt+ bn(Qn
t )dWt

in Rd. Dann:

(Gnf)(q) = an(q)∇f(q) + 1

2
bn(q)bn(q)T∆f(q)

Wir wollen nun zeigen, dass Gradientensysteme die aus Markovprozessen entstehen eben-

falls eine Unabhängigkeit aufweisen die wir in den vorherigen Sektionen bereits betrachtet
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haben, nämlich die Unabhängigkeit des Dissipationsfunktionals R. In der Anwendung ei-

nes Tilts haben wir nicht nur die Additivität der Energien angenommen, sondern auch

dass die Perturbation durch F die Dissipation nicht verändert.

Diese Annahme ensteht wie bereits in der Einleitung erwähnt dadurch, dass R die kine-

tische Relation zwischen Kraft ξ und der Änderungsrate v kodiert welche als unabhängig

von der treibenden Energie angenommen wird.

Wir können im dynamischen Kontext mithilfe der Logarithmus-Transformation von

Fleming-Sheu([8],[30]) den Tilt darstellen als:

(GF ,nf)(q) := exp(nF(q))Gn(exp(−nF)f)(q)− exp(nF(q))f(q)(Gnexp(−nF))(q)

Sei QF ,n durch GF ,n erzeugt. Falls Qn ein invariantes Maß µn hat, so hat QF ,n das Maß
1
Zn
exp(−nF)µn mit Zn :=

∫
Q exp(−nF)dµ

n

In der Herleitung von Gleichung (3.16) findet man R∗ indem man von einer skalierten

Version der Gn das Limit betrachtet. Dafür definieren wir im Sinne von Kapitel 8.6.1 in

[7] den nichtlinearen Generator:

(Lnf)(q) :=
1

n
exp(−nf(q))(Gnexp(nf))(q)

sowie dessen Limit:

(Lf)(q) := lim
n→∞

Lnf(q)

Für erfolgreiche Resultate aus dem große-Abweichungen Prinzip wirkt der Operator L auf

f nur durch die Ableitung Df , was uns folgende Identifizierung erlaubt:

Lf(q) = L(q,Df(q))

Das duale Dissipationspotential R∗ ist dann definiert durch:

R∗(q, ξ) := L(q, ξ + 1

2
DK(q))− L(q, 1

2
DK(q))

Wir können nun indem wir Gn durch GF ,n ersetzen zeigen, dass ein Tilt R∗ nicht beein-

flusst:

(LF ,nf)(q) :=
1

n
e−nf(q)(GF ,nenf )(q)

=
1

n
e−nf(q)enF(q)Gn(enfe−nF)(q)− 1

n
e−nf(q)enF(q)enfGne−nF(q)

= Ln(f −F)(q)− Ln(−F)(q)

→ L(f −F)(q)− L(−F)(q) für n→∞

= L(q,Df(q)−DF(q))− L(q,−DF(q))
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Das mit den Abweichungen des Prozesses QF ,n verbundene Dissipationspotential RF ,∗

erfüllt dann:

RF ,∗(q, ξ) =

[
L(q, ξ + 1

2
DKF(q)−DF(q))− L(q,−DF(q))

]

−
[
L(q, 1

2
DKF(q)−DF(q))− L(q,−DF(q))

]

= L(q, ξ + 1

2
DK(q))− L(q, 1

2
DK(q))

= R∗(q, ξ)

Es lässt sich also eine Analogie zwischen der Additivität von Energien und diesen sto-

chastischen Prozessen zeigen. Im mechanischen Kontext der Modellierung von Energien

ist die Unabhängigkeit des Potentials Konsequenz von Modellierungsannahmen während

sie im Kontext der Stochastik mathematische Konsequenz des Tilts ist. Folglich ist das

Verhalten, egal ob die Gradientenstruktur aus Modellierung oder indirekt durch große-

Abweichungs Prinzipien entsteht, unter Perturbationen der Energie gleich.
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Kapitel 4

Zusammenfassung

Diese Arbeit befasste sich mit der Konvergenz von Gradientenfluss-Modellen in der Form

von Gradientensystemen(Q, Eϵ,Rϵ) gegen ein Limitsystem. Dazu haben wir zunächst be-

trachtet wie sich eine solche Konstruktion rechtfertigen lässt und haben festgestellt dass

sie durch die Kodierung einer kinetischen Relation in Form einer funktionellen Abhän-

gigkeit von ξ und v zusätzliche Information zu einem Gradientenfluss hinzufügt. Dabei

haben wir gesehen, dass die Zuordnung einer Gradientenflussgleichung zwar eindeutig ist,

andersherum die Zuordnung einer Gradientenstruktur jedoch in hohem Maße uneindeutig.

Danach folgte mit dem Hauptfokus die Betrachtung der Konvergenz dieser Systeme. Auf-

bauend auf dem Energie-Dissipations-Prinzip von DeGiorgi haben wir dabei gesehen, dass

die Limitstrukturen (Q, E0,R∗) mit R∗ ∈
{
R̃0, R̂0,Reff

}
sich unterscheiden sofern keine

Tilt-EDP-Konvergenz vorliegt.

Bei Untersuchung der Relationen zwischen den Konvergenzarten in Lemma 2.18&Lem-

ma 2.18 haben wir dann festgestellt, dass die Tilt-EDP-Konvergenz genau in den Fällen

scheitert in denen wir die EDP-Konvergenz als problematisch angesehen haben. Ist das

Dissipationspotential der EDP-Konvergenz nämlich von der Energie abhängig so kann die

Tilt-EDP-Konvergenz nicht gelten. Hier erweist sich die Kontakt-EDP-Konvergenz als

nützliche Brücke die uns dennoch erlaubt ein Limitsystem zu erhalten das mit der effekti-

ven kinetischen Relation konsistent ist. Dabei haben wir festgestellt dass diese effektiven

Relationen die mikroskopischen Informationen des im Limit verschwindenden Teils der

Energien Eϵ aufnehmen können sodass im Limit von klassischen Gradientensystemen ein

generalisiertes entstehen kann.

Zukünftige Arbeit würde das Konvergenzverhalten weiterer Systeme betrachten und sich

mit der Frage der Kopplung von ansonsten unabhängigen Gradientensystemen (Qi, E iϵ ,Ri
ϵ)

über einen gemeinsamen Energieanteil Fϵ :
∏

iQi → R ∪ {∞} beschäftigen.
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