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Einleitung

Furstenberg und Kesten [9] bewiesen 1960 folgenden Satz:

Satz von Furstenberg-Kesten

Fiir eine Folge unabhdngig identisch verteilter Matrizen (My)n>1, fir die
E [log™ [ M]] < o0
gilt, existiert ein o € [—00,00) mit
.1 .
lim —log||M;---M,||=« P-fs undin L;(P).
n—oo n

Beweis. 9], Theoreme 1 und 2. O

Die Konstante o wird als Ljapunov-Exponent der Folge (M,,),>1 bezeichnet. Man kann
den Satz von Furstenberg-Kesten als starkes Gesetz der grofen Zahlen fiir Zufallsmatri-

zen ansehen.

In dieser Arbeit werden wir Bedingungen an die Verteilung der Zufallsmatrizen an-
geben, unter denen sich fiir Vektoren aus einer geeigneten Teilmenge S C S9! die

Konvergenzaussage zu
.1
lim —logl||lzM;---M,||=a P-fs.
n—oo N

fiir alle x € S verschérfen lasst.

Im Falle eines positiven Ljapunov-Exponenten o > 0 ist dann fiir alle x € .S die Folge
|xMj - M,|| P-f.s. divergent. Erinnern wir uns an die Erneuerungstheorie, so kénnen
wir — in Anlehnung an die Ergebnisse fiir transiente Random-Walks — vermuten, dass fiir

jedes h > 1

E[#{n>0:t<|zMy---M,| <t-h}



= E

00
Z ]l(logt7logt+logh) (log Hle e MHH)]
n=0

t—o0

=X allogh
fiir alle x € S gilt. Dies kann als Blackwellsches Erneuerungstheorem fiir Zufallsmatrizen
angesehen werden.

Noch ndher liegt die Vermutung, dass fiir negativen Ljapunov-Exponenten o < 0
lim P <sup |leMy - M| > t) =0
t—o00 n>1

fiir alle z € S gilt.

Diese Resultate werden wir zum einen fiir positive Matrizen in Anlehnung an den
grundlegenden Artikel von Kesten [11] beweisen, zum anderen fiir regulire Matrizen
mit teils neuen Methoden, teils auf dem Artikel von Le Page [15] und dem Buch von
Bougerol und Lacroix [5] aufbauend. Das Buch [5] sei auch zum weitergehenden Studium
empfohlen, allerdings werden dort andere Methoden als in dieser Arbeit angewendet.

Neben den erwéhnten Arbeiten, wurde und wird von vielen Seiten in dieser Richtung
geforscht, in jiingster Zeit z.B. von Kliippelberg und Pergamenchtchikov ([13], [14]). Eine
umfangreiche Auflistung von Arbeiten iiber Produkte von Zufallsmatrizen und entspre-
chende Grenzwertsitze findet sich in dem bereits erwéhnten Buch [5].

Wichtigstes Hilfsmittel wird flir uns das Markov-Erneuerungstheorem, welches eine
Verallgemeinerung des 2. Erneuerungstheorems auf Summen (in gewisser Weise) abhéngig
verteilter Zufallsgréfen darstellt, sein.

Mit einer Einfiilhrung in die Markov-Erneuerungstheorie, deren Hauptresultat eben
das Markov-Erneuerungstheorem ist, wollen wir diese Arbeit beginnen. Ein detaillierter
Uberblick iiber den Aufbau dieser Arbeit wird anschliefend in Kapitel 2 gegeben, wenn

schon einige Grundbegriffe bekannt sind.

Ich danke Herrn Prof. Dr. G. Alsmeyer fiir den Vorschlag dieses vielseitigen und inter-
essanten Themas, und seine geduldige Unterstiitzung und Betreuung bei der Erstellung
dieser Arbeit. Und ich danke allen Freunden und Verwandten, dass sie durch Rat, Tat

oder einfach gute Worte auf ihre Weise zum Gelingen dieser Arbeit beigetragen haben.

Die Korrekturen beziehen sich auf die Sétze 6.7, 6.8 und Bemerkung 6.10, und deren

Anwendungen.



1. Markov-Erneuerungstheorie

1.1. Grundlegende Begriffe der Markov-Erneuerungstheorie

In der Markov-Erneuerungstheorie wird das Konzept des Random Walks dahingehend
verallgemeinert, dass die Zuwéchse nicht mehr unabhéngig identisch verteilt sein miissen,
sondern ihre Verteilung von den Zusténden einer Markov-Kette, der sogenannten Steu-
erkette, abhidngen darf. Bedingt unter dieser Markov-Kette seien die Zuwichse jedoch
wieder unabhéngig verteilt. Solche Folgen (X, V,,)n>0 werden als Markov-Random- Walk
(MRW) bezeichnet:

1.1 Definition (Markov-Random-Walk; vgl. [1], 9.1.1)

Sei (Xy, Up)n>0 eine Markov-Kette mit Zustandsraum S x R, (S, S) ein mefsbarer Raum
mit abz&hlbar erzeugter o-Algebra S, und P : S x S ® B — [0,1] ein stochastischer
Kern, so dass fiir allen > 0, A € S, B € B (B die Borelsche o-Algebra) gilt

P (Xn—i—l € A7Un+1 €B ‘ Xann) = P(XnaA X B) IP'f'S'

Setze V,, := Up + ... Uy. Dann bezeichnen wir (X, V,)n>0 als Markov-Random- Walk,
und fiir V) = 0 als Standard-Markov-Random- Walk.
Im Falle P-f.s. positiver Uy, heift (X, V;,)n>0 auch Markov-Erneuerungsprozess.

1.2 Folgerungen (vgl. [1], 9.1.2)
Fiir einen Markov-Random-Walk (X, Vi)n>0 gemafs Definition 1.1 gilt:

(a) (Xn, Vi)nso ist eine Markov-Kette mit Ubergangskern P*, gegeben durch
P*((z,s),Ax B):=P(z,Ax (B—5s))

fir alle x,s € R, A€ S und B € B.

(b) (Xpn)n>o ist eine Markov-Kette mit Ubergangskern P', gegeben durch

P'(z,A):=P(z,AxR)



firalexeS, AeS.

(¢) Bedingt unter (Xy)n>0 sind Uy, Uy, ... stochastisch unabhdngig, und es gill
P (Un B | (XJ,U])]#TL,XH) = Q(anlaXan) IP_f'S'

fiir alle n > 1, B € B und einen Ubergangskern Q : S? x B — [0,1].

1.3 Bemerkung

Folgerung (c) entspricht unserer obigen Ad-hoc-Definition eines Markov-Random-Walks.
Tatséchlich sind (wenn S abzéhlbar erzeugt ist) beide Definitionen dquivalent: Sei (X, )n>0
eine Markov-Kette mit Zustandsraum S und Ubergangskern P'. Zusitzlich sei (Un)n>0
eine Folge von Zufallsgrofen, so dass fiir alle n > 1 Eigenschaft (¢) gelte. Dann bildet
(X, Vi) einen Markov-Random-Walk mit Ubergangskern

P(z,Ax B):= /P’(x,dy)@(a:,y,B)
A
firallex €S, Ae S, BeB.

Kesten [12] nutzt diese alternative Definition; allerdings ist bei ihm die Verteilung von
U, von den Zustdnden X, und X,;; abhingig, und somit Uy kein Startwert, sondern
abhingig verteilte Zufallsgrofe. Jedoch definiert er V, = Z?:_ol U,, so dass wir ohne
Bedenken Uo := 0 und Un = Uy, —1 setzen diirfen. Dann gilt Vn =V, fir alle n > 0, und
(X, Vi)n>0 ist somit ein MRW.

Wir betrachten (X,,,U,),>0 im Folgenden und ohne explizite Erwihnung in einem
Standardmodell:

1.4 Definition (Standardmodell)
Ein Standardmodell fiir (X,,, Uy )n>0 ist ein Modell

(Qv A, (XTH Un)nZO’ (P(x,y))(x,y)eSX]R) ’

bestehend aus einem beliebigen mefbaren Raum (€2, A) zusammen mit messbaren Ab-
bildungen (X,,Uy,) : (2, 4) — (S x R,S ® B) und einer Familie von W-Mafen, so dass
(Xn, Un)n>o0 unter jedem P, ) eine Markov-Kette mit Ubergangskern P bildet; und

IP(x,y) (XO =z,Uy = y) =1



Fiir beliebige Startverteilungen A auf S x R setzen wir dann

P, () = / P o) () A(de, dy).

SxR

Entsprechend bezeichne [Ey den Erwartungswert unter IPy; und gegeben x € S oder ein
Mak v auf S, schreiben wir kurz IE; fiir E(, o) bzw. E, fiir E,gs,. P ohne Index taucht
auf, wenn eine Eigenschaft unabhéngig von der Startverteilung gilt (IP-f.s. bedeutet also
Py y)-f-5 fiir allex € S, y € R).

Zumeist werden wir Standard-Markov-Random-Walks behandeln, wir nennen dann be-

reits

(Q» -’47 (Xna Un)nZOa (Px)xES) ’

ein Standardmodell.
Schlieklich bezeichne
Fni=0(X;,U; : 0 <j<n)CA

die kanonische Filtration von (X, Uy,)n>0, sowie
d o0
F=Fu“o(|JF) =o(X;,U; : j20)C A
n=0

Zusitzlich zu den bereits aus der Erneuerungstheorie bekannten Grofien Erstaustritt-
zeit und Exzess, wird fiir Markov-Random-Walks auch ein Sprungprozess Z(t) definiert,
der angibt, in welchem Zustand sich die Steuerkette beim ersten Uberschreiten von t
befindet:

1.5 Definition

(a) (Erstaustrittszeit) Fir t € R setze

7(t) :=inf{n >1 : V;, > t}.

(b) (Sprungprozess, Ezzess) Auf dem Ereignis {7(t) < oo} definiere



(¢) (Erneuerungsmafl) Fiir beliebige Startverteilung A bezeichne

Ux(+) = ZIPA ((Xn, Vo) € 4);

n=0

sowie fiir messbare Abbildungen g: S x R = R

g *x Ux(t) := Ey

Z g(X?% t— Vn)
n=0

1.2. Das Markov-Erneuerungstheorem von Kesten

Gemeinsam ist allen Varianten des Markov-Erneuerungstheorems (fiir eine Ubersicht sie-
he [1], Kapitel 9), dass sie die Stationaritit der Steuerkette voraussetzen. Wir werden
zuerst eine Version von Kesten ([12]) kennenlernen, welche explizit die Existenz einer
stationdren Verteilung fordert, und zusétzlich eine gewisse Stetigkeit in den Anfangsbe-
dingungen. Dieses wird fiir den Fall positiver Matrizen bené&tigt, und von Kesten auch
speziell dafiir bewiesen. Im Fall der reguléren Matrizen werden wir die von Alsmeyer ([2])
bewiesene Version nutzen, welche die Harris-Rekurrenz der Steuerkette voraussetzt.
Zunichst geben wir jedoch zwei Verallgemeinerungen des Begriffes der direkten Riemann-

Integrierbarkeit fiir Markov-Random-Walks.

1.6 Definition (Direkt Riemann-integrierbar)
Setze Cpy := (), und fiir £ > 1

Cr:=1z€8 : PP, ﬁzlﬁirallemZk 21 .
m k 2

Eine messbare Abbildung g : S x R — R heiftt direkt Riemann-integrierbar, falls fiir
jedes z € S gilt:

g(x,-) ist auf kompakten Intervallen Riemann-integrierbar, und (1.2.1)

SN (k+D)supflg(z,t)] : € Coa\Cr, ISE<T+1} < o0, (1.2.2)
k=0 l=—o00

1.7 Folgerungen
Sei g: S xR — R direkt Riemann-integrierbar. Dann gilt:

(a) Die Funktion g ist, da auf kompakten Intervallen Riemann-integrierbar, X-f.i. stetig

nach dem Satz von Lebesque.



(b) Gilt Uypsy Cr = S, so ist g beschrinkt.

(c) Aus der notwendigen Bedingung fir Summenkonvergenz folgt fir k > 1

lim sup g(z,t) =0.

It‘ﬁoo zeCl

Offenbar hingt die Klasse der direkt Riemann-integrierbaren Funktionen vom vorlie-
genden Markov-Random-Walk ab.

Unter der spater im Markov-Erneuerungstheorem von Kesten geforderten Voraussetzung

lim Vo =a>0 P-fs

n—oo 1

gilt Ug>1 Cr = S; die Mengen Cj11\Cj, bilden also eine Partition von S. Somit kann

gl t) =Y Y sup{lg(y,s)| : ¥ € Crp1\Ch, 1 < s <141} Doy, \copxitiry (2, 1)
k=0 l=—00

als obere , Treppenfunktion“ zu |g| angesehen werden. Den in der Definition (1.2.2) auf-
tauchenden Faktor (k 4+ 1) rechtfertigt das folgende

1.8 Lemma
Seien C, wie oben definiert, v € S, t € R, b € R™ und k > 0 beliebig. Dann gilt

Up(Cr X [t + ) = B2 > Lyx,ecy el < 20k + 1+ kb). (1.2.3)

n=0
Beweis. siehe Anhang, A.16. O

Bedingung (1.2.2) impliziert also die gleichméfige Beschrianktheit von g * U,(t) unab-
héngig von der Wahl von x und t.
In der zweiten Version des Markov-Erneuerungstheorems werden wir nur folgende,

schwichere Definition der direkten Riemann-Integrierbarkeit bendtigen:

1.9 Definition (7-direkt Riemann-integrierbar)
Eine mefbare Funktion g : S x R — R nennen wir m-direkt-Riemann-integrierbar, 7 ein

Mak auf S, wenn ¢ — g(z,t) A\-f.ii. stetig ist fiir m-fast alle z € S, und

/ (, Z_:OO wgtsgu(?ﬂ)zs \g(x,t)|) m(de) < oo (1.24)

g =

10



fiir ein 6 > 0.

Hier wird also die klassische direkte Riemann-Integrierbarkeit von g(x, -) fiir w-fast alle

x € S gefordert sowie die Existenz des im Markov-Erneuerungstheorem auftauchenden

| [ stw ity
S R

Offenbar wird diese Bedingung von (1.2.2) impliziert.

Grenzwertes

Bevor wir nun das Markov-Erneuerungstheorem von Kesten formulieren kénnen, ben-
tigen wir noch drei Begriffe fiir Markov-Random-Walks: nichtarithmetisch, schwach nich-
tarithmetisch und stetig in den Anfangsbedingungen. Schwach nichtarithmetisch ist, wie
der Name schon andeutet, in gewisser Weise eine Verallgemeinerung des Begriffes nichta-
rithmetisch, muss jedoch von diesem abgegrenzt werden (fiir ein Beispiel siehe Anhang,
A.5). Die Stetigkeit in den Anfangsbedingungen ist hingegen eine spezielle Eigenschaft
von MRW, die in etwa besagt, dass sich die Wahrscheinlichkeiten (bzw. Erwartungswer-
te) nicht stark dndern, wenn wir den Startzustand der Steuerkette leicht variieren. Was
aber bedeutet leicht variieren? Nun, das Markov-Erneuerungstheorem von Kesten gilt

nur fiir Steuerketten auf metrischen Riumen:

Von nun an sei S ein separabler metrischer Raum mit Abstandsfunktion d

und S die zugehorige Borelsche (= von den offenen Mengen erzeugte) o-Algebra.

1.10 Definition und Satz
Fire>0,neNund (x,v) = (z5,vi)i>0 € [[125(S x R) setze

BQ(X,V) = {(yi,wi)izo S H(S X R) : d(xz,yl) + |’UZ' — wi| <€ f{ir 1 < n} .
i=0

Fiir eine beschrankte, messbare Abbildung f : [[72,(S x R) — R definieren wir

fa(x,v) = sup [y, w),
(y,w) €Br
fe= lim f;.
n—oo

Dann ist f: messbar fiir alle n > 0, und damit auch f¢ als monotoner Limes.

Beweis.
Zunéchst sind f; und f° wohl definiert, da f beschrinkt ist. Insbesondere f§ = || fl/co-
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Weiterhin ist fiir jedes ¢ € R

{f2> e} = {(x,v) : 3y, w) € B2(x,v) mit f(y,w) > c}
eine offene Menge, also messbar. O

1.11 Definition
Sei (Xn, Vi)n>0 ein Markov-Random-Walk auf (S5, d), 7 eine Verteilung auf S.

(a) (Xn, Vi)n>o heibt d-arithmetisch (bzgl m), falls d > 0 die grofte reelle Zahl ist, fiir
die eine messbare Abbildung f : S — [0, d) existiert, so dass

P(Vieflx)-fly) +dZ | Xo=2,X1=y)=1

fiir PEOY) fast alle (z,y) € S?; 0-arithmetisch, falls fiir jedes d > 0 obige Eigen-

schaft gilt; und nichtarithmetisch sonst.

(b) Wir nennen (X, V,)n>0 schwach nichtarithmetisch (bzgl. w), falls gilt:
Es gibt eine Menge {¢; : ¢ € I} C R, I endlich oder abzdhlbar, so dass die von
{¢; : i€ I} erzeugte Gruppe dicht in R liegt, und folgende Eigenschaft erfiillt ist:
Fiir jedes ¢; und jedes § > 0 existiert ein y = y((;,d) € S, so dass fur alle £ > 0 gilt:
Es gibt ein A € S mit 7(A4) > 0, my,my € Nund ein z € R, so dass fiir alle x € A

Py (d(Xmy,y) <&, |Vin, —2| <9) >0,
Py (d(Xmy,y) <&, |Vin, — 2 — (| <0) > 0.

(c) Wir nennen (X, V,,)n>0 stetig in den Anfangsbedingungen, falls:
Fiir alle x € S, € > 0 existiert ein 6 = §(z,e) > 0, so dass fiir alle beschréinkten
messbaren Abbildungen f : [[72,(S x R) — R und alle y € S mit d(z,y) < § gilt:

By [f(Xn; Va)nz0)] < By [f*((Xn, Va)nz0)] + | floo,

Ey [f((Xn, Va)n>0)] < Ex [f°((Xn, Va)nz0)] + €l flloo-

1.12 Bemerkung
Fiir A € S folgt mit f = 1 4(x1) aus (c) — dabei ist f als Funktion auf [[;2,(S x R) zu

verstehen—, dass fiir y nahe genug bei x

P, (Xl € A) < IPy (Xl S BE(A)) + e,

12



IPy (Xl S A) <P, (X1 S BS(A)) +e.
Beachte, dass nicht P, (X; € A) abgeschétzt wird, sondern nur P, (X; € B-(A4)).

Nun kénnen wir das Markov-Erneuerungstheorem formulieren, dies wird in Anlehnung

an Kesten [12]| in zwei Teilen geschehen.

1.13 Satz (Markov-Erneuerungstheorem, Teil 1 )
Gegeben ein Standard-Markov-Random- Walk (X, Vi)n>0, seien folgende Voraussetzun-
gen erfillt:

1. Es gebe eine stationdre Verteilung m fir (X,)n>0, so dass fir alle x € S
P, (X, €A firemneN)=1

fir alle offenen A € S mit 7(A) > 0 gilt.

2. V1 sei integrierbar bzgl. P, o :=E; V3 >0 und

lim Vo =a P-fs
n—oo N

3. (X, Vi)n>0 sei schwach nichtarithmetisch bzgl. .
4. (Xn, Vi)n>o sei stetig in den Anfangsbedingungen.

Dann gilt fir jede stetige und direkt Riemann-integrierbare Funktion g : S x R = R und
jedes x € S:

1tliﬁm gxUg(t) = oz_l//g(y, s)A(ds)m(dy). (1.2.5)
S R
Beweis. siehe [12], Theorem 2. O

Fiir den zweiten Teil seien o := 0 und

; = inf{k >0 Ve > Vgi—l}’ n>1,

g n—1

die streng aufsteigenden Leiterindizes. Unter der Voraussetzung lim,,_, % > 0 P-fs.
sind alle Indizes IP-f.s. endlich, und

(X Vi Jnz0 = (X, Vo> )n>0

13



bildet wieder einen Markov-Random-Walk mit zugehérigem Ubergangskern
>(z,A x B) =P, (Xgl> €AV, € B) .

1.14 Satz (Markov-Erneuerungstheorem, Teil 2 )

Unter den Voraussetzungen von 1.13 gilt: Es existiert ein endliches Maf © auf S, das
stationdr fir den oben definierten MRW (X5, V¥)n>0 ist; und fiir jede beschrinkte und
stetige Funktion f:S x (0,00) — R und jedes x € S gilt:

Jim B [£(Z(0, RO pyeo] =o' [ [ / P, w) Mdw) P> (g, doxdz)r> (dy).
S Sx(0,00)
e (1.2.6)

Beweis. siehe [12], Theorem 1 und Lemma 2. O

1.3. Ergdnzende Sdtze zum Markov-Erneuerungstheorem

Die Voraussetzungen des Markov-Erneuerungstheorems lassen sich in gewisser Weise ab-

V" gegen eine Konstante « folgt aus den {ibrigen

schwichen: die P-f.s.-Konvergenz von
Voraussetzungen, wenn man zusétzlich anmmmt, dass ein toplogisch rekurrentes z* € S
existiert.

Da die Existenz einer stationédren Verteilung = fiir (X,,),>0 angenommen wird und aus
den Eigenschaften eines MRW direkt folgt, dass auch (Uy)n>0 stationdr unter P, ist,
liefert der Ergodensatz sofort die P, -f.s.-Konvergenz von % Hauptaufgabe ist es also,
die Konvergenz fiir alle x € S zu zeigen, sowie die Konstanz des Grenzwertes. Dabei
spielt die Stetigkeit in den Anfangsbedingungen eine entscheidende Rolle.

Dass auf diese (oder eine dhnliche Voraussetzung) nicht verzichtet werden kann, zeigt
folgendes Beispiel: Es sei S = S, die Menge der Vektoren aus S9! mit nichtnegativen
Eintrigen. Die Markov-Kette (X,,) entstehe durch sukzessive Multiplikation des Start-
vektors x mit einer festen, (strikt) positiven Matrix M und anschliefender Normierung.

Wie wir aus der Perron-Frobenius-Theorie wissen, konvergiert dann (X,)n,>0 gegen
den positiven Eigenvektor b zum betraglich grokten Eigenwert. Somit ist b offenbar to-
pologisch rekurrent. Nun konnen wir aber auch U, deterministisch festlegen, und zwar
als 1, falls X,, # b, und 0, falls X,, = b. Dann ist (X, V,,)n>0 offenbar nicht stetig in den

14



Anfangsbedingungen. Aufserdem gilt

Va 0 Pp-fs.
nee n 1 P,-f.s. fiir alle x # b.

In diesem Fall ist der Grenzwert also nicht fiir alle Startvektoren gleich.

Dieses Beispiel zeigt zugleich, dass die Steuerkette unter den Voraussetzungen des Er-
neuerungstheorems von Kesten nicht ¢-irreduzibel sein muf. ¢ = §; scheidet als Kandidat
aus, da unter allen anderen Startvektoren nur Konvergenz gegen b vorliegt, {b} also nie
erreicht wird. Wahlt man ein Maf ¢, das auf einer offenen Umgebung U von b Masse
triigt, so muss auch p(U\N)>0 gelten - wobei N = {x,zM,zM? ...} den Pfad eines
beliebigen Vektors z # b bezeichnet - da b € U\N. Andererseits wird U\N unter P,

niemals aufgesucht.

1.15 Satz
Sei (Xn, Vo)n>0 ein Standard-MRW, der stetig in den Anfangsbedingungen ist, m eine
stationdre Verteilung fir (X, )n>0 und Ex [|[V1]] < co. Es gebe ein x* € S mit

P, (| X, — 2| < € unendlich oft) = 1

fiir alle e > 0 und alle x € S. Dann gilt

Vi
lim —=a=E;[Vi] P-fs. (1.3.1)

n—oo N

Beweis. Der Beweis wird in mehreren Schritten erfolgen:
Zunichst folgern wir aus dem Ergodensatz die P-f.s. Konvergenz von % Um diese auf

alle x € S ausdehnen zu kénnen, zeigen wir fiir ein a € R
Ve . .
P,« | lim — existiert und ist gleich a | =1,
n—oo N
woraus mittels der Stetigkeit in den Anfangsbedingungen die Giiltigkeit fiir eine 6-

Umgebung von z* folgt. Da z* topologisch rekurrent ist, durchlduft P-fast jeder Pfad

%(w) diese Umgebung unendlich oft; und wir erhalten mit der starken Markoveigenschaft
oV : ,
P, ( lim — existiert und ist gleich a | =1

n—oo n,

fiir alle z € S. Schlieflich werden wir zeigen, dass a = E [V1].
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1.SCHRITT : PP,-F.S. KONVERGENZ VON %
Nach 1.2 gilt, da 7 stationdre Verteilung fiir (X,,)n>0 ist,

P, (U; € B) f (dz)P (z,dy)Q(z,y, B jj Q(z,y, B XO’Xl)(da; dy)
SxS SxS
= [ QG@,y, BYPL X)) (dz, dy) = Pr (Unss € B)
SxS

fir alle B € B, n > 0; (Uy)n>1 ist also stationdr unter P,. Weiterhin ist nach Vorausset-
zung E [|Uy]] = E[|Vi]] < oo, also ldsst sich der Birkhoff’sche Ergodensatz A.15 auf die
Folge (U )n>1 anwenden. Wir erhalten

Vi 1
== Ui = E[Uh|J] Prfs.
n n

Dabei interessiert uns zunéchst nur die Existenz des Grenzwertes, wir haben also

P, <liminf Yn _ lim sup Vn) =1 (1.3.2)

n—oo n n—soo N

fiir 7- fast alle x € S.

2.SCHRITT : KONVERGENZ VON % UNTER P~
Allerdings wissen wir noch nicht, ob (1.3.2) auch fiir 2* gilt, denn * kann unter = Masse
0 besitzen.

Wir wissen nur, dass fiir jede Umgebung A von z* gilt m(A) > 0, denn: Der Punkt z*
ist topologisch rekurrent, deshalb gilt fiir alle z € §

Z]IA(Xz‘) = o0 P,-f.s.; und damit Z]IA(XZ-) =0 Pr-fs.
i =0

Nun bildet (14(X;))i>0 wieder einen stationdren Prozess unter Pr, und mit dem Satz

von der monotonen Konvergenz erhalten wir

n

> 1a(Xi)

1=0

= lim (n+1) P, (Xp € A);

n—o0

oo = lim E,
n—oo

dies kann aber nur erfiillt sein, wenn 7(A) = P, (Xy € A) > 0 ist.

Diese Tatsache benétigen wir im folgenden Widerspruchsbeweis:
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Annahme: P+ (lim inf, oo % < limsup,,_, %) >0

Nach Annahme gibt es also ein € > 0, so dass

P« (lim sup Vo _ lim inf Vo > 45) > 0.

n—oo N n—oo N

Dann kann ein r € Q gewéhlt werden , so dass nach eventueller Verkleinerung von e gilt

n—oo n n—oo n

v, v
P« <liminf <7 —2e <7+ 2 <limsup n) > 2e. (1.3.3)
Definiere nun die messbaren Funktionen f, g : [[,_,00(S x R) — [0, 1] durch

1 falls liminf Vo < —92¢ und limsu Vo >4 92e
F(x,v) = e P ST

0 sonst

1 falls liminf, % <r—¢cund limsup,,_,. % >r+e
9((x,v)) = .
0 sonst
Gemif der Definition (1.10) von f© gilt f© < g. Nutzen wir die, dass (X, Vj,)n>0 stetig

in den Anfangsbedingungen ist, dann erhalten wir ein § > 0, so dass fiir alle y € Bs(z*)

P, (hminf‘/;1 <r—e<r+e Slimsupvn>

n—oo N n—oo N

= E, [9 ((Xn, Vn)nZO)]
> Ey [fa ((Xm Vn)nZO)}
> Ep [f (Xn, Va)nz0)] — €|l flloo

Vi V;
= P« (liminfngr—25<r+25§limsupn>—z—:

n—oo N n—oo n

Das bedeutet v v
P, <liminf —— = limsup ") <l-c¢

n—oo N n—soco N

fiir alle y € Bs(z*). Nach oben Gezeigtem ist aber w(Bs(z*)) > 0, was einen Widerspruch
zur Pr-f.s. Existenz des Grenzwertes liefert.

Also haben wir ” "
P« (lim inf —* = lim sup n> =1

n—oo N n—soo N
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3.SCHRITT : ES GIBT EIN a € R MIT Py- (limy 00 22 =) =1

Auch dies zeigen wir mit einem Widerspruchsbeweis, dazu

Annahme: lim,_o0 % ist nicht P, «-f.s. konstant.
Nach Annahme gibt es dann r € R, € > 0 mit

v
P« <lim sup Ly - 25) > 2¢,

n—oo N

v
P,. (lim inf 2% >r+ 25) > 2¢.

n—oo mn

Setzt man wieder

1 limsu Vo < p—2¢
fl((x’ V)) _ pTL*)OO n — ,

0 sonst

1 limsu Vo < _ ¢
'gl(()(7 V)) _ pTL*)OO n — ,

0 sonst

1 liminf, - Vo >r+ 2e
f2((X7 V)) = " )

0 sonst

1 liminf, - % >r+e
92((X7 V)) = )

)

sonst

so gilt ff < g1 und f5 < g2. Da (X, V;,)n>0 stetig in den Anfangsbedingungen ist, gibt
es ein § > 0, so dass fiir alle y € Bs(z*)

IPy <hm sup % <r-— E) = Ey [91 ((Xn7 Vn)nZO)] > Ey [fl6 ((Xn7 Vn)nZO)]

n—oo

Va
> Eg+ [f1 (Xn, Vi)n>0)] — €l flloo = P <limsup — <r- 26) —e> e

n—oo N

Analog erhalten wir mit fo und go, dass
T
P, <hm1nf >r +5> > (1.3.4)

n—oo n

fir alle y € Bs(z*).
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Setze nun
T:=inf{n >1 : X, € Bs(z")}.

Aufgrund der topologischen Rekurrenz ist 7 IP-f.s.-endlich, und es gilt mit der starken
Markov-FEigenschaft, dass

n—oo N n—oo N
R 7%
= /IPXT (hmmf > 7‘+£> dlP,
n—oo n

2/6 dP, = e.

P, (hminfvn 2r+5> :/IP <liminfvn >r+e| -7:7) dPP,

Ganz analog erhalten wir

P, (limsupvn < 7’—6) =1

n—oo N

fir alle z € S, und damit einen Widerspruch zur w-fast sicheren Konvergenz von %

4.SCHRITT : P, (limy 0 ¥ =a) =1 FUR ALLE 7 € S
Fiir beliebiges € > 0 kann aufgrund der Stetigkeit in den Anfangsbedingungen ein § > 0
gewahlt werden, so dass fiir alle y € Bs(z*)

n—oo n n—soco N

Vi Vi
r, <a—5gliminfn§limsupn§a+5> >1—¢

gilt, und analog zum 3. Schritt kénnen wir mit der starken Markoveigenschaft aus der

topologischen Rekurrenz von z*

P, <a—5§hminfvnglimsupvn§a+5> =1
n

n—oo 1M n—00
fiir alle z € S folgern. Da e beliebig gewdhlt war, haben wir nun

V
lim — =a P-fs.,
n—oo N

und wir missen nur noch den Wert von « bestimmen.

5.SCHRITT : a = E;V;
Dies folgt aber direkt aus der Konstanz des Grenzwertes: Nach dem Ergodensatz A.15
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gilt auch L;-Konvergenz, also insbesondere

a=E,[o] = E, [ lim V”} = E, [E, [0h|J]] = E. [U1] = E, [WA].

n—oo N

1.16 Korollar

Es seien die Voraussetzungen von Satz 1.15 erfillt, allerdings sei nur I, [V1+] < 00
gefordert. Dann g¢ilt immer noch

=a=E;[V] P-fs,

lim
n—oo

13
n

allerdings kann o = —oo sein.

Beweis. Im Fall £, [Vl_} < o0 ist nichts zu zeigen; ansonsten teile V; fiir alle ¢ > 1 in
ViJr und V;~ auf.
Nach Voraussetzung ist [Vfr] < 00, also gilt nach Satz 1.15

vVt
lim = = E, [V;'] < oo P-fs.
n—oo N

Fiir a > 0 betrachte die gestutzten Zufallsgréfsen

a Vni
V, = .
0 firV,” >a

fir V7 <a

Diese Zufallsgrofen sind offensichtlich integrierbar, da beschrinkt, und es gilt wieder
nach 1.15

V.- V-
liminf % > lim —2— =E, [V 7].
n—oo n n—oo n
Der Ubergang a — oo liefert zusammen mit (1.3.5) die Behauptung. O

1.4. Das Markov-Erneuerungstheorem fiir Harris-rekurrente

Steuerketten

Das folgende Markov-Erneuerungstheorem gilt auch auf allgemeineren Zustandsriumen,
es geniigt zu forden, dass (5, S) ein messbarer Raum mit abzéhlbar erzeugter o-Algebra
S ist.

20



Wir rekapitulieren zunéchst die wichtigsten Fakten iiber Harris-rekurrente Markov-
Ketten.

1.17 Definition

Eine Markov-Kette (X,,),>0 mit Zustandsraum S heift Harris-rekurrent, falls ein v €
(0,1], I > 1, eine Rekurrenzmenge R, d.h. P, (X,, € R u.0.) fiir alle z € S, und ein
W-Mak ¢ auf S existieren, so dass p(R) = 1 und

Pl(z,)) > ~yp fiir alle z € RA. (1.4.1)

Kann [ = 1 gewdhlt werden, so heift (X,,)n>0 aukerdem streng aperiodisch.

Auf Harris-rekurrente Markov-Ketten lassen sich viele der fiir diskrete Markov-Ketten
gewonnenen Ergebnisse iibertragen, da fiir sie ebenfalls eine zyklische Zerlegung existiert.
Diese erhalt man grob gesprochen dadurch, dass, wenn X, in die Rekurrenzmenge R
eintritt, gemak einer B(1,~)-verteilten, von X, unabhingigen Zufallsgrofe ermittelt wird,
ob X, +1 geméf ¢ generiert wird. Ist dies der Fall, so beginnt ein neuer Zyklus (fiir Details
siehe [1], Kapitel 8). Die zugehérigen Stoppzeiten (7),) sind P-f.s.-endlich und unter P,
unabhéngig identisch verteilt. Gilt sogar E, [T1] < oo, so heifit (X,)n>0 positiv Harris-

rekurrent.

1.18 Satz (Hauptsatz iiber Harris-rekurrente Markov-Ketten)

Fiir eine Harris-rekurrente Markov-Kette (Xy)n>0 gelten folgende Aussagen:

(a) (Xn)n>0 besitzt ein bis auf skalares Vielfaches eindeutig bestimmtes stationdres Maf
&, das durch

§(A) = E,

T —1
Z ]l{XneA}]
n=0

fiir alle A € S gegeben ist, und genau dann endlich ist, wenn (X,)n>0 positiv Harris-
rekurrent 1st. In diesem Fall bezeichnet m := g(gT) die eindeutig bestimmie stationdre

Verteilung.

(b) Fir jede Startverteilung A, jedes x € S sowie fiir alle A € S mit §(A) < oo gilt

n

n . 1
;OIPA (X, € A) = lim —— kZ_OP(x,A) =7(A),

im
n—oon + 1

wobei im Fall £(S) = oo, wir m als das Nullmaf interpretieren.
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(¢c) Ist (Xpn)n>0 positiv Harris-rekurrent, so gilt fir jede mw-integrierbare Funktion f : S —
R, dass

Tim =57 (X)) = B [f(X0)] Pofis,
k=1

also das starke Gesetz der grofien Zahlen fir die Folge (f(Xk))k>1.

(d) Ist f in der obigen Situation zusdtzlich beschrankt, so gilt fir jede Startverteilung X
und jedes x € S, dass

1y RN

Jim = B [f(Xk)) = lim - B [£(Xk)] = B [f(X1)]
k=1 k=1

Beweis. Die Aussagen (a), (b) und (d) finden sich in Satz 8.3.1, Satz 8.3.2 und Korollar

8.3.4 in [1]. Aussage (c¢) enstammt Satz 17.0.1 in [16]. O

1.19 Bemerkung
Es sei an dieser Stelle bereits auf Satz A.7 im Anhang verwiesen. Dort wird gezeigt, dass
eine Markov-Kette auf kompaktem Zustandsraum, welche die schwache Feller-Eigenschaft

besitzt, stets eine stationére Verteilung hat, welche man als schwachen Limes von

n

1
Pz, A
n+1k2:0 (z,A)

erhéilt, wobei x € S beliebig ist, und verschiedene x durchaus zu unterschiedlichen
Verteilungen fiithren konnen. Ist die Kette jedoch zugleich Harris-rekurrent, so folgt
die Eindeutigkeit dieser stationiren Verteilung, und insbesondere die positive Harris-
Rekurrenz der Kette. Da dieser Fall spéter vorliegen wird, formulieren wir das Markov-

Erneuerungstheorem direkt fiir positiv rekurrente Steuerketten.

1.20 Satz (Markov-Erneuerungstheorem fiir Harris-rekurrente Steuerketten)

Sei (Xn, Vo)n>0 ein nichtarithmetischer Markov- Random- Walk mit positiv Harris-rekurrenter

Steuerkette (X )n>0. Bezeichne m die eindeutig bestimmite stationdre Verteilung fir (X, )n>0,

und
a:=E;[Vi] €(0,00].

Dann gilt fir jede w-direkt Riemann-integrierbare Funktion g

Jim g Un()) = o [ [ g(y.)@)n(dy) (1.4.2)
S R
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fiir w-fast alle x € S, sowie insbesondere

lim Uy(Axt+1)=a 'n(A)NI) (1.4.3)

t—o00

fiir w-fast alle x € S. Desweiteren gilt fiir jede stetige und beschrinkte Funktion f :
S x (0,00) = R, dass

. 1
Jim B [F(Z0. RO o] = o [ [ [ F00)Ndw) P (. doxdz)e ()
S §%(0,00) [0,2)
(1.4.4)
fiir m-fast alle © € S. Dabei bezeichnet P~ wie im Abschnitt zuvor den zum MRW

(X7, V.>) gehorenden Ubergangskern. (X )n>o ist positiv Harris-rekurrent, und 7> be-

zeichnet die zugehdorige stationdre Verteilung, sowie o = E > [V[7].

Beweis. Dieser Satz ist das Hauptresultat von [2]. O
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2. Uberblick

Definition eines Markov-Random-Walks

Mit Kenntnis der Markov-Erneuerungstheoreme kann nun ein Uberblick iiber die ange-
strebten Resultate und den Weg dorthin gegeben werden. Wie in der Einleitung beschrie-
ben, interessieren wir uns fiir das Erneuerungsmaf der Folge (log ||[xM; - -+ My ||)n>0 im
Falle positiver und im Falle reguldrer Matrizen. Darum liegt es nahe, als Zuwichse die

Folge

Uo = 0,
Up :=log||lzMy - My|| — log ||lxMy - - - My—_1||

fiir n > 1 zu wéhlen. Wie muss nun die Steuerkette (X,,),>0 gewéhlt werden, damit wir
einen Markov-Random-Walk erhalten?

Schreiben wir dazu

)

eMy - M, >
U, =1lo M,
" gH <||$M1"'Mn1\| "

so sehen wir, dass die Verteilung von U,, nur von der Richtung X,,_; € S9=1 des Vektors
aMj - M,_1; und der Verteilung von M, abhingt. Da die Matrizen als unabhéangig
identisch verteilt vorausgesetzt wurden, héngt die Verteilung des so gewdhlten stochasti-
schen Prozesses (X, U, ), bedingt unter F,,, tatséchlich nur von X,,_; ab. Wir haben also
einen Markov-Random-Walk gefunden, auf den wir das Erneuerungstheorem anwenden

koénnen - sofern die notwendigen Voraussetzungen erfiillt sind.

Nachweis der Anwendbarkeit der Erneuerungstheoreme

Eine zentrale Voraussetzung (bei beiden Erneuerungstheoremen) ist die Existenz eines
topologisch rekurrenten Punktes (bzw. einer Rekurrenzmenge). Dazu werden wir fordern,
dass mit positiver Wahrscheinlichkeit eine Folge von Matrizen realisiert wird, die kon-
traktiv wirkt, d.h. «M; - -- M,, konvergiert unabhingig vom Startvektor z, gegen einen

festen Vektor b. Diese Situation liegt beispielsweise vor, wenn alle Matrizen skalare Vielfa-

24



che einer Matrix mit strikt positiven Eintrdgen sind, dann konvergiert xM; - - - M, gegen
deren Frobenius-Eigenvektor.

Allerdings sind hier zwei Einschridnkungen zu machen: Zum einen werden die (Mp,)n>1
selten scharf als skalare Vielfache einer einzigen Matrix realisiert werden — mit diesem
Problem setzen wir uns im Beweis von Lemma 3.11 auseinander. Zum anderen muss die
Auswahl der Startvektoren eingeschrinkt werden, da aus M - -- M,, — b in jedem Fall
(—x)My - M,, — (—b) folgen wiirde, und der Zustandsraum in zwei Klassen zerfallen
wiirde.

Deswegen werden wir im Fall positiver Matrizen nur Startvektoren mit nichtnegativen
Eintragen zulassen, und im Fall reguldrer Matrizen als Zustandsraum Sj:_f wahlen, das
ist die Einheitssphire im R¢, auf der gegeniiberliegende Punkte (also im obigen Fall b
und —b) identifiziert werden.

Die weiteren Voraussetzungen werden sich oft als Folgerung aus der speziellen Form
des Ubergangskernes P beweisen lassen, wobei fiir den Nachweis der Stetigkeit in den An-
fangsbedingungen explizit die Positivtit der Matrizen genutzt wird; fiir den Nachweis der
Harris-Rekurrenz hingegen die Existenz einer A-stetigen Komponente in der Verteilung

von My --- M, fir geeignetes n € N.

Ergebnisse fiir o > 0

Sei (2, A, (P;)zes) ein Standardmodell fiir (X,,U,)n>0, und P ein Maf, unter dem
(My,)n>1 eine Folge von unabhéngig identisch verteilten Zufallsmatrizen bildet. Dann
folgt, wenn die Voraussetzungen erfiillt sind, aus dem Markov-Erneuerungstheorem fiir

Harris-Ketten zum Beispiel direkt, dass fiir A > 1

lim E[#{n >0 : ¢ < |zM;--- M,| < th}]
t—o00

= lim E[#{n>0 : logt <log|zM---M,| <logt+ logh}]
(log t)—ro0

= lim U,(S x (logt) + [0,log h])
(log t)—o0

=a~ ! 7(S) A([0,logh]) = o tlogh

fir w-fast alle x € S.
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Ergebnisse fiir « <0

Definiere fiir ¢ > 0 und =z € S die Stoppzeit
T(t) :=inf{n > 1 :log ||[x My - - M,|| > t}.
Kestens geniale Erkenntnis war, dass

{12(t) < o0} = {sup log||zM; --- M,| > t}.
n>1

Werfen wir einen Blick in den zweiten Teil beider Erneuerungstheoreme, so sehen wir,
wenn wir dort f = 1 setzen, tatséchlich eine Konvergenzaussage flir die Wahrscheinlich-
keit

P, (7(t) < o0).

Es ,fehlt* offenbar noch ein & am 7, und auferdem sind die Voraussetzungen des Markov-
Erneuerungstheorems gar nicht erfiillt, denn dort wird a > 0 gefordert (wir werden
spiter zeigen, dass der Ljapunov-Exponent aus dem Satz von Furstenberg-Kesten mit
limy, o % ibereinstimmt). Deswegen fithren wir transformierte W-Mafse ein:

Sei einmal angenommen, es gabe eine Funktion 7 : S — (0,00) und ein > > 0, mit
denen wir die W-Mafe (IP;)zecs auf (€2, A) so definieren kénnen, dass

Ex [f(Xﬂv‘/E)?le‘/i? .. 7X7Z7Vn)]

1
:T(x)E [f(x, 0, (xM1)~,log ||[xM], . . ., (211,)~, log || 211, || e o8 I# el ((211,) ) | .

gelten wiirde, wobei (M), )n>1 unter P eine unabhéngig identisch verteilte Folge bildet;
und ()~ = ﬁ bezeichnet. Weiterhin sei angenommen, dass (X, V;,) unter (P,),cg die

Voraussetzungen eines Markov-Erneuerungstheorems erfiillten.
Die Funktion f: S x (0,00) = R,
Fly,s) = ——e
W= )

ist stetig und beschrinkt. Mit den Erneuerungstheoremen folgt dann

Jim T, [f(Z(t), R(E)Liry<oot] = K(f);

mit K(f) > 0.
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Andererseits erinnern wir uns nun daran, welche Annahme wir iiber die W-Mafke

(P;)zes gemacht haben, und kénnen wie folgt umformen

Eo [f(Z(t), R()1{r(t)<oo} ]

= Eu [f(Xn, Vo = )17 5)=ny]

= i E, [ﬁe*”vn+%t]1{7(t)=n}}

> 1 —xlog||z » ~ <
=3 o ® [ e e (1)) T )y

S
=73 E |1, ()=n
r(z) ; [ {7 () }]
nt

=) E Mira<oct]
nt

:6—) P <sup log ||zMy - - - M| > t) .

7"(1’ n>1

Zusammen erhalten wir also

st

lim —— P <Sup log ||xMjy - - My|| > t> = K(g).
t—o0 r(x) n>1

Durch Ubergang von ¢ zu logt erhalten wir schlieklich das angekiindigte Resultat samt

Konvergenzrate, da nach Annahme an die Funktion r der Wert K (g)r(z) echt positiv ist:

lim t* P (sup lxMy - -- My|| > t> =K(g) - r(x).
t—o00 n>1

Diese letzte Herleitung mag auch als Rechtfertigung fiir diesen Uberblick gelten, da
sie einige der nachfolgenden, auf den ersten Blick unnotig erscheinenden Rechnungen,

motivieren wird.

Gliederung dieser Arbeit

Wir wenden uns nun zunéchst den positiven Matrizen zu. In Kapitel 3 wird ein kano-
nisches Modell definiert, das auch zur Verwendung mit transformierten W-Mafsen ge-
eignet ist, und in diesem Modell werden die Voraussetzungen des Kestenschen Markov-

Erneuerungstheorems nachgewiesen. In Kapitel 4 werden Ergebnisse im Falle eines posi-
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tiven Ljapunov-Exponenten abgeleitet, und im Kapitel 5 Ergebnisse im Falle eines nega-
tiven Ljapunov-Exponenten, wie die oben nachgewiesenen Konvergenzraten. Die Haupt-
arbeit besteht offenbar darin, die Existenz von r und s zu zeigen.

Anschlieftend werden wir uns den reguldren Matrizen zuwenden. Dort konnen eini-
ge Beweisschritte aus den ersten Kapiteln iibernommen werden. In Kapitel 6 wird da-
fiir ein kanonisches Modell definiert, und anschliekend die Harris-Rekurrenz der Steu-
erkette nachgewiesen, sowie das Markov-FErneuerungstheorem im Fall eines positiven
Ljapunov-Exponenten angewendet. Kapitel 7 schlieflich widmet sich dem Fall des ne-
gativen Ljapunov-Exponenten und dem Nachweis der Existenz von r und s in dieser

Situation.
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3. Grundlagen fiir positive Matrizen

3.1. Modellierung

Wie angekiindigt, werden wir zuerst ein allgemeines Modell definieren, in dem wir arbei-
ten wollen. Um den spéter bendtigten transformierten W-Mafen Rechnung zu tragen,

werden wir das Modell abhéngig von einer Funktion r und einer Zahl s > 0 definieren.

Notation
Fiir einen Vektor 2 € R?, x # 0 bezeichnet

e ()~ T d—1
z:=(z)" = Tz €es

den zugehorigen Einheitsvektor. Fiir Matrizen My, ..., M,, bezeichnen wir ihr Produkt
mit II,, := My --- M,,. Alle auftauchenden Vektoren sind — soweit nicht explizit erwdhnt

— Zeilenvektoren. Spaltenvektoren schreiben wir als transponierte Zeilenvektoren a’.

Mit P soll stets das W-Maf bezeichnet werden, unter dem (M,,),>0 eine Folge von
unabhiingig identisch gemif PM1 verteilten Zufallsmatrizen ist. Wir haben im Uberblick
gesehen, dass wir transformierte W-Mafse bendtigen werden, deshalb wird die Familie
(P3)zes abhidngig von r und s definiert, auferdem soll P, (Xo = z) = 1 gelten. Um P
und (P,),ecs auf einem gemeinsamen W-Raum konsistent definieren zu kénnen, benennen

wir die der Folge (M,,),>1 zugrundeliegende Verteilung kurzzeitig mit p.

3.1 Definition

(a) Eine abgeschlossene Teilmenge S C S%~! heifit invariant unter P bzw. unter y, wenn
w(A{M : xM =0 oder (M)~ ¢ S}) =P (zM; =0 oder (zM;)~ ¢ 5)=0

fiir alle z € S gilt.

(b) Sei S invariant unter P bzw. p. Ein Paar (r, »), bestehend aus einer Zahl s > 0 und

einer stetigen Abbildung r : S — (0, 00) heilt mafdefinierend, wenn fiir alle x € S
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gilt, dass

r(z) = /u(dM)\fcMH”T((wM)N) = E[[lz M [["r((zM1)~)] .

(3.1.1)

Beachte, dass aus der Abgeschlossenheit von S bereits folgt, dass (S, ||-||) einen voll-

stdndigen metrischen Raum bildet. Das Paar (1,0) ist fiir jedes S mafdefinierend.

3.2 Definition und Satz (Modell 9)

Gegeben sei eine Verteilung p auf (M (d x d,R), M); M die Borelsche o-Algebra.

S sei eine unter u invariante Menge mit zugehoriger Borelscher o-Algebra S. Es sei ein

majfdefinierendes Paar (r, ) gegeben. Definiere
Q:=8 x [[M(dx dR)
i=1

A::S®®M

=1
(Xo, (Mp)n>1) :=idq.

Fiir jedes x € S existiert dann ein W-Maff P, auf Q, fir dass gilt

Py (AX Dy x--+xDpxM(dxd,R)>®) =

) s [ [ ).t (T

D1 x--XDy,

fir allen>0,A€ S,Dy,...,D, € M.
Das so definierte Modell

m .= (Q, A, (Xo, (Mp)n>1), (]Px):pes)

nennen wir das kanonische Modell fir (Xo, (Mp)n>1)-

(3.1.2)

Beweis. Seix € S beliebig. Mit dem Konsistenzsatz von Kolmogorov kann bereits mittels

der Eigenschaft (3.1.2) ein W-Maf definiert werden, wir nutzen jedoch den Satz von

Ionescu-Tulcea, da dieser auch unter allgemeineren Voraussetzungen an S giiltig bleibt.

Bezeichne dazu fiir jedes n > 1

Qo =5, Py := 0,
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n

Qn =8 x [[M(dxdR), P, :Qu_1 — M(dxd,R),
=1

wobei der Kern P, definiert sei durch

Pn (.’E,Ml, ce ,Mn_l,D) =

r((wMy - 1 My—1)™) /MdM)H(UCM1 s My )M Pr((wMy - - Myt M)™)

D

firallex € S, My,...,M,—1 € M(dxd,R)und D € M. Aus der Eigenschaft (3.1.1) folgt
direkt, dass P, (z, My,..., My_1,-) fir jede Auswahl von z, My,..., M, ein W-Mafk
auf M (d x d,R) bildet.

Nach dem Satz von Ionescu-Tulcea existiert dann ein eindeutig bestimmtes W-Maf
IP:): = ®n20 Pn
auf , und es gilt

IPI(AxDl><~-><Dn><M(d><d,IR)°°)
=P ® P,(Ax Dy x---x Dy)

/ / P x Ml,...,Mnfl,dMn)Pn_l(SC,Ml,.‘.,Mnfl,dMnfl)...Po(dl‘)

AXDyX-+XDp

// mn(mn1)~Mn|!”r((xnn1Mn)”) p(dM,) x

AXDyX-+XDy

b eTa) Mo (T2 My 1)) ) Py ()

anQ
1 ”(an_2)NMn—1MnH% N
77 ((zll, X
/ e ey )

AXDy1X-+XDp

Hl))u@cnn o) Mo [ (T 1)) My )u(dMiy ) . Pofd)
$ n—2
1
/ [ N2 M M (@) s dM (M1 Fofd)
AXD1X-+XDp

[

/ /Haan\ r((211,)~) p(dMy,) ... p(dMy)Py(dx)

D1>< XDy,
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1)/ o [ n(aM) (@) L (L)) =

r(x
Dix-+XDp

3.3 Bemerkung

M)

Fiir alle n > 1 sind die endlich-dimensionalen Randverteilungen IPECMI" offenbar

dquivalent zu @);-; p1, insbesondere ist

supp(PM1Mn)y — gupp(p™) fiir alle n > 1.

Im Fall 3¢ =0 und r = 1 gilt sogar P, = §, ® u>.
3.4 Definition
Gegeben ein Modell 91 wie in 3.2, definiere Zufallsvariablen

XoI,)™~  falls XoIL, # 0
X, : Q= S, X, = (Xolln) olln #

)

0 sonst

X0t |
Uy : Q= R, U, o Jloe oy falls [ Xolln1]l 0

—00 sonst
flir n > 1; sowie Uy :=0und V;, :=Up + --- + U, fiir n > 0.
Es gilt dann
Vi = (log || XoILi|| - log || XoIli—1 ) = log || XoILu|| — log || Xo|| = log || XoIL,|
=1
(sofern U,, # —o0). Offensichtlich gilt P-f.s. (auferhalb der Nullmenge {X,_1M, = 0})

Xn - (Xn—an)Na
U, =log || Xpn—1M,||

fiir alle n > 1. Die (unter der Prozessvergangenheit) bedingte Verteilung von (X, U,)
hiingt also, wie schon im Uberblick erliutert, nur von X,,_1 und M, ab. Dies fiihrt uns

zu folgendem entscheidenden Satz:

3.5 Satz
Gegeben ein Modell M mit Zufallsvariablen (X, Uy, Vi)n>0 wie in 8.4. Sei (Fp)n>o0 die

kanonische Filtration von (X, Up)n>0.

32



Dann bildet (X, Up)n>0 unter jedem Py eine Markov-Kette (bzgl. (Fp)n>0) mit Uber-
gangskern P : S x (S x B) — [0, 1], gegeben durch

Py, Ax B) = fy) / u(dM) |y MIr((yMY ) La (M) )L p(log lyM])  (3.1.3)

firalley € S;A € S, B € B. Insbesondere ist (X, Vp)n>0 ein Standard-Markov-Random-
Walk, und

m' = (Q, A, (Xn, Vn)nZ()a (IPQU):CES)

bildet ein Standardmodell fir (Xy, Va)n>0-

Beweis. Seien x € S, m >0, Ay,... Apy1 €S, B1,...Bpyy1 € B beliebig. Es gilt

e (X1 € Aj,ur € By, ..o, X1 € Ang1, Ung1 € Bya)

/ / (@M) . . po(dM 1) [T [ (K1) Ly (7 = D, (X)X
]]‘Bl ]an(U ) ]lAn+1(Xn+1)]an+1(Un+1)
/ [ D) DT (X)) Ly (X)L, (X)L (U) -+ L (U]

7“(X)/ (dMyp 1) | X My 1 || (X M)~ )L, (X My 1) 1B, (log || X Mg |])

1:c>/ / p(dMy) . (M) L (X)) Lty (X1) - L, (X)L, (T1) -+ L, (U) %

P(Xn,An+1 X Bn+l)~

Dies beweist die Markov-Eigenschaft bzgl. der kanonischen Filtration. Dass 9’ ein Stan-
dardmodell bildet, folgt direkt. O

3.6 Bemerkung

Aus dem Beweis von 3.1.2 kann man bereits sehen, dass
P, (Mn+1 S | X, My, .. .,Mn) =P, (Mn—H S ‘ Xn) = IPXn (Ml S ) Px—f.s,

fiir alle z € S und n > 0. Aus dieser Eigenschaft und der o (X, M ..., M, )-Messbarkeit
von (Xp,U,) kann Satz 3.5 auch gefolgert werden.

Insbesondere ist die Matrizenfolge (M,),>1 unter PP, zwar nicht mehr unabhingig
identisch verteilt; die Verteilung von M, hingt jedoch nur von X,,_; ab. Damit bleibt

die eingangs gegebene ad-hoc Begriindung, weshalb (X,,, V;,)n>0 einen Markov-Random-

33



Walk bilde, schliissig.

Schlieklich fehlt uns noch das W-Maf P, unter dem (M,,),>0 eine Folge stochastisch

unabhéngiger, identisch verteilter Zufallsmatrizen mit Verteilung p bildet:

3.7 Definition und Satz
Gegeben eine Verteilung v auf M(d x d,R); und (2, A, (Xo, (My)n>1)) wie in 3.2, setze

1 [e.e]
P=—As® .
As(8)™° @M

Dann ist (Q, A, (Mp)n>1,P) ein Standardmodell fir Folgen von unabhdngig, identisch
verteilten Zufallsmatrizen mit Verteilung p.

Wird ein Modell M mit P erweitert, so gilt fir alle x € S, n > 0 und jede mefbare,
beschrinkte Funktion f:

E:c [f(X07‘/07X17V17~-7Xann)] (314)
=E | f(z,0, (xM1)~, log|[zM], ..., (zI1,)™, log llﬂfﬂn\l)e%log”wH"”T((JSHn)N)] -

Beweis. Durch scharfes Hinsehen im Beweis von 3.5 und Anwenden des Funktionserwei-

terungsargumentes. O

Die Verteilung p der Matrizen hatten wir nur eingefiihrt, um ein gemeinsames Modell
fir (P;)zes und P definieren zu kénnen. Von nun an werden wir uns auf die der u.i.v.

Matrizenfolge zugrunde liegende Verteilung wieder mit PM1 beziehen.

3.2. Voraussetzungen des Markov-Erneuerungstheorems

Wir geben nun Bedingungen an die Folge der Matrizen an, unter denen das Markov-
Erneuerungstheorem auf den oben definierten Markov-Random-Walk anwendbar ist. Das
Hauptresultat werden wir fiir Verteilungen formulieren, die auf die Menge der positi-
ven Matrizen konzentriert sind. Dennoch zeigen wir die Anwendbarkeit des Markov-
Erneuerungstheorems unter etwas allgemeineren Bedingungen. Diese sind fiir positive
Matrizen leicht nachzupriifen; und erlauben es uns aber zugleich, ein einfaches Beispiel an-
zugeben, das die Voraussetzungen des Markov-Erneuerungstheorems 1.13 erfiillt; dessen
Steuerkette (X, )n>0 aber nicht Harris-rekurrent ist. So haben wir eine Abgrenzung zwi-
schen der Anwendbarkeit der verschiedenen Versionen des Markov-Erneuerungstheorems

auf den Fall der Matrizenfolgen.
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Im Folgenden legen wir stets ein Modell 9 (und damit ein invariantes S und ein
mafkdefinierendes Paar (r, »)) zu Grunde. Damit ist gleichzeitig auch ein Modell 9V fiir
(Xn, Vi)n>o fest gewdhls.

3.2.1. Stetigkeit in den Anfangsbedingungen

Die Stetigkeit in den Anfangsbedingungen ist eng mit der Stetigkeit der Matrixmultipli-

kation verwoben. Allerdings wird neben der Normungleichung
leM —yM|| < ||z -yl | M]]

noch eine Abschitzung nach unten bendtigt, welche im Allgemeinen nicht erfiillt sein
muss, sich fiir Vektoren aus Sy und Matrizen mit positiven Eintrigen aber gut zeigen

lésst, wie wir spater sehen werden.

3.8 Satz
Es gelte
P, (3C > 0 mit |[zIL,| > C|IL,|| Yn > 0) =1 (3.2.1)

fiir alle x € S. Dann ist (X, Vy,)n>0 stetig in den Anfangsbedingungen.

3.9 Bemerkung

Die Konstante C' darf hier Pfad-abhéngig sein, genau genommen miisste es also heifsen
P, {weQ : 3C(w) > 0 mit ||z, (w)| > C(w)|| I, (w)|| Yn > 0}) = 1.

Notation
Fiir B € M* k> 1, y € S schreiben wir kurz P, (B) statt P, (S x B x M(d x d, R)>).

Beweis. Seien € > 0,z € S beliebig. Wir werden zeigen, dass es 1 > 0, do > 0 gibt, so
dass fiir alle y € S mit ||z — y|| < ¢ := 162 die beiden Ungleichungen aus der Definition
der Stetigkeit in den Anfangsbedingungen, 1.11 (c), gelten. Dies geschieht im Wesentli-
chen in zwei Schritten, in denen wir uns nur mit der zweiten Ungleichung beschéaftigen;

die erste Ungleichung folgt dann im dritten Schritt.

Im 1. Schritt werden wir zeigen, dass es Mengen F(z,d;1) C M gibt, so dass fiir alle
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Folgen von Matrizen (m;);>1 € F(z,d1)
[z =yl <6 =0d1d2 = [[(z7m0)™ = (yma)™|| <& und |log|lam,| —logllymall| <e

fir alle n > 1 gilt. Dabei bezeichne m, =[]}, m;.
Ist dies gezeigt, so folgt fiir beschréinktes und messbares f : [[72,(S x R) — R aus der
Definition von f¢ in (1.10), dass

f (ya 0, (yﬂ-l)NJOg Hyﬂ-lH’ s ) < f€ (17, 0, (:Bﬂ-l)NJOg ||£L'7T1||, v )

fir (m;)i>1 € F(x,01) und ||z —y|| < 6. Wegen des ersten Arguments beider Funktionen
miissen wir § = 0109 < € wihlen, dies ist aber ohne Weiteres moglich.

Insbesondere erhalten wir

E, [f (Xo, Vo, X1, Vi, ...)]
= Ey,[f (3,0, (yIL)", log ¢4 ], ...)] (322)
< Ey [fs (CC 0, (a:H1)N log H»’Uﬂl” ) . ﬂp(m,gl)((Mn)nzﬂ] + Hf”oo . IPy (F(x, 51)0) ]

Im 2. Schritt schaffen wir dann den Ubergang von E, zu IE,. Dazu zeigen wir, dass 02

so gewahlt werden kann, dass
C1(02)Pz (1) = Py (-) = C(82) P2 ()

fiir von d9 abhingige Konstanten C, Cs. Diese sind so beschaffen, dass wir

SVP, (A) > P, (A) > (1 — 2)P, (A) (3.2.3)

1
(+3 - 3

fir alle A € M N F(x,01) erhalten konnen. Mit diesem Wissen folgt dann die zweite
Ungleichung (F' := F(x,01) ):

E, [/° (2,0, (L)~ og |leTh | .. ) - Lpee) (M )us1)] + [ flloe - Py (F, 61)%)
/ff+cnP —/fs 0Py + || loe - Py (FF)

/ff*d]P + = /ff*d]? —/fs dP, + - /fg dP, + (1+ )Hf||oo = (F©)

= E, [f* (2,0, (2111) 7, log |21 ], ... ) - T ((Mn)n>1)]
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E; [1f* (2,0, (e11), log Ly, ... )| - Lp((Ma)uz1)] 4 (1 4+ 2)lIfllscPr (F°)
Bz (17 (X, Viwzo) - 1r(Ma)uz)] + 51 P (F) + (14 ) fllocP (F°)

< Ba [/ (X, Viduzo)] + 1l - P (F9) + S oo (F) + (14 5) | FloclPr (F°)
E

= g {fE(Xna Vn)nzo] + %Hf“oo + QHfHoo Py (F°),

wobei in der dritten Zeile das Funktionserweiterungsargument angewendet wurde und in
der funften Zeile die Definition der X; und V;.

Wenn wir nun d§; so wihlen diirfen, dass

P, (F(z,8,)°) < <, (3.2.4)

Wl ™

so haben wir

Ey [f((XTLa Vn)nZO)] <E,; [fe((Xna Vn)nZO)] + 5||f||oo

gezeigt. Die erste Ungleichung ergibt sich dann ganz analog.
Der aufmerksame Leser wird notiert haben, dass (neben der nicht hinderlichen Ein-
schrinkung 0 < €) 01 und 02 jeweils nur einer Bedingung geniigen miissen ( (3.2.4) bzw.

(3.2.3)). Wir kénnen also unbesorgt in den Beweis starten.

1.SCHRITT :
Nach Ungleichung A.1 (1) gilt

2 |7k

[(zme)™ = (yme) ™| < [y — ym|| <

=yl

|7 | ||

Definiere fiir 41 > 0 und k& > 1 die Mengen

F(x7517k) = {(mh- . -amk) < M(d X d7R)k : H‘/IHTZH >0 HT(ZH Vi< k}v
Fa,61) == {(mi)iz1 € M(d x 4 R)" + Jom] > 61 m]| V1> 1}

Nach Voraussetzung (3.2.1) ist

lim P, (F(x,01)°) =0.
51—)0

Wir kénnen also d; so klein wahlen, dass P, (F(z,01)°) < §. Wéhle nun d; > 0 zunéchst
so, dass d2 < 5.
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Fir (m;)i>1 € F(x,01) und y € S mit ||z — y|| < 012 haben wir dann

lem)™ — (ym)~) < 2l 55, <

O || |
fiir alle k > 1, sowie weiter
15 Ny ==l < il
(L= do)[lzme| < lame 5 lemel < llzmell = lly — 2 |llm|
< lemell = 11(y — )|
< lymll
< lzmell + [y — 2)mell < llemell + lly — 2|l
7|
< el + lly — 11
1
< (LA b2)[|zm]
= (1 — 52) < ”yﬂ—k” < (1 —|—52) bzw Hy,ﬂk” — 1’ < 09. (325)
|| [z

Nach eventueller Verkleinerung von 62 ist der Logarithmus als stetig differenzierbare

Funktion auf dem kompakten Intervall [1 — d2, 1 + 2] 2-Lipschitz-stetig, und es folgt

log |y | — log || < 26 <e.

2.SCHRITT : (14 £)P, (A) > Py (A) > (1—£)P,(A) VAe MYNF(z,6)
Es geniigt, die Abschétzung auf den Zylindermengen (AN F'(x, 61, k)) fiir beliebiges k > 1
und A € M* zu zeigen, da M> von solchen A erzeugt wird; und

lim P, (AN F(x,61,k)) =P, (AN F(x,0))

k—o0

gilt. Sei also k > 1, A € MP beliebig. Fiir y € S mit ||z — y|| < 6162 gilt dann mit der
Abschétzung (3.2.5)

(Aﬂﬂx&ﬁﬁ

<

= (y) E ([T )17 ((y11) )L anp (2,00 8) )
1

_r(z) (|1 || . r((yIlg)™) .
o )EKH i H) oty H o >nm<x,(shk>}

> L E[(1+62) || T0 || < ax T(ZD)T((xﬂk)N)]lAﬂF(x,El,k)]

T‘(l’) 21,2263 7"( )

<

<

265 r(22)
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< max T(zl)
z1,22€8 7"(2’2)

2
>(1+@VPﬂAﬂFuﬁhmy

Analog erhalten wir

P, (AN F(,61,k ( m TE) (1)
y x,01,k)) > ZIIE;EST(ZQ) (1=062)"P, (AN F(x,01,k)).

r(z1)
r(22)
und Maximum an, und wir kénnen dy (unabhéngig von k und A!) so weit verkleinern,

Dar > 0 und stetig ist, nimmt auf der kompakten Menge S x S tatséichlich Minimum

dass

u+§mﬂAﬂH%&$nZPMAﬁﬂ%&ﬁnzu—gmﬂAﬂﬂmﬁiﬂ

Der Grenziibergang k — oo liefert dann die Behauptung.

Wie eingangs beschrieben, kann fiir alle y € S mit ||z —y|| < 0102 und jede beschrinkte,

messbare Funktion

Ey [f((Xm Vn)nZO)] < E; [fs((Xnv Vn)nZO)] + 5HfHoo

gefolgert werden. Dies ist die zweite Ungleichung aus Definition 1.11 (c).

3.SCHRITT : DIE ERSTE UNGLEICHUNG
Der Nachweis der ersten Ungleichung aus 1.11 (c¢) kann ganz analog gefiithrt werden. Der
erste Schritt l4sst sich bis auf den Austausch x <+ y wortlich {ibernehmen. (3.2.2) wird

zu

By [f (2,0, (1)~ log [|zm]], ... )]
< B [f7 (4,0, (ym) ™ log flymlls ) - Tpsy ] + [ flloo - Po (F(x,01)°)

Der zweite Summand kann hier direkt durch £||f|le abgeschitzt werden; insbesondere

muss §; nicht angepasst werden. Im zweiten Schritt taucht allerdings die zusédtzliche

Bedingung

> (e ) (25)
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auf; 6o muss eventuell verkleinert werden. Setze nun § := 619 > 0. Dann gilt fiir alle
y € Bs(x) und jede messbare, beschrankte Funktion f : [[;2,(S x R) = R

Ey [f((Xnv Vn)nZO)] < ]Ey [fs((Xnv Vn)nZO)] + 5||f||00=

Ey [f((Xm Vn)nZO)] < E; [fs((Xm Vn)nZO)] + 5||f”oo'

3.2.2. Existenz eines topologisch rekurrenten Punktes

Wie bereits im Uberblick erldutert, fithren wir die Existenz eines topologisch rekurren-
ten Punktes fiir (X,,)n>0 auf die Realisierbarkeit kontrahierender Matrizen zuriick. Eine

realisierbare kontrahierende Matrix wollen wir zuldssig nennen:

3.10 Definition
Eine Matrix m € M(d x d,R) nennen wir zulédssig, falls es ein £k > 1 und Matrizen
mi, ..., my € supp(PM1) gibt, so dass m = my - - - my,; und m einen algebraisch einfachen,

betraglich grofsten Eigenwert Aj(m) > 0 besitzt.

3.11 Lemma
Es gebe eine zulissige Matriz m, und fiir einen rechten Eigenvektor a® zu A\i(m) gelte

mingeg (x,a) > 0. Dann ezistiert ein topologisch rekurrentes x* € S.

Es sei daran erinnert, dass za' dem (euklidischen) Skalarprodukt (x, a) entspricht, und
alx eine d x d-Matrix bildet. Wir werden zunichst kurz Konvergenzergebnisse aus der
Perron-Frobenius-Theorie auf diesen allgemeineren Fall iibertragen. Aus der Stetigkeit
der Matrizenmultiplikation folgt, dass auch Matrizen aus kleinen Umgebungen um die
m; auf z kontrahierend wirken, und wir somit tatséchlich jeden beliebigen Startvektor
mit positiver Wahrscheinlichkeit in jede e-Umgebung des ,Frobenius-Eigenvektors* von
m ziehen konnen. Mit der Markoveigenschaft folgt dann, dass dies auch unendlich oft

geschieht.

Beweis. Sei m eine Matrix mit algebraisch einfachem, betraglich groftem Eigenwert
A1 > 0 und zugehorigem rechten Eigenvektor af, so dass mingeg(z,a) = ¢ > 0. Aus der
Gestalt der Basiswechselmatrizen zur Jordan-Normalform kann man sehen, dass es einen
linken Eigenvektor b gibt mit (b,a) = A1: Ist AmA~! in Jordan-Normalform, und ist A\
der erste Eintrag der Jordan-Matrix, so steht in der ersten Spalte von A~! ein rechter

Eigenvektor zu A1, und in der ersten Zeile von A ein linker Eigenvektor zu ;.
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Dann kann a' mit einer eindeutigen positiven Zahl zu a' skaliert werden, so dass

(b,a) = 1. Bezeichnet nun
0 :=max{|A| : A ist Eigenwert von m und A # \}

den Betrag des zweitgrokten Eigenwertes; so ldsst sich wie in der Perron-Frobenius-
Theorie (siehe [3], 15.8) zeigen, dass fiir ein C' € (0, c0)

G —erl=e- ()

fir alle n > 1. Daraus folgt direkt

zm"

= —x(a%)” < 2] - H (‘;‘) b

fiir alle n > 1 und alle 2 € S. Insbesondere lisst sich wegen xa! = (x,a) > ¢ > 0 mittels
2

(@, al SQcCY(AQl)n:Cl <AQ>

fiir alle n > 1 und eine von x unabhingige Konstante C; > 0. Es liegt also gleichméfige

’ <C- (f)n (3.2.6)

1

der Ungleichung (1) folgern, dass

Izm™)™ — b <

AT

Konvergenz (in z) vor.

Nach Voraussetzung gibt es myq,...,m; € supp(PM), so dass mg := mq---my, die
oben genannten Voraussetzungen (algebraisch einfacher betraglich grofter Eigenwert
A1 > 0 mit zugehdrigen normierten linken Eigenvektor by und rechten Eigenvektor aj, so
dass afbp = 1 und mingeg (z,a) = ¢ > 0 ) erfiillt. Fixiere solch ein mg. Wir wollen nun
zeigen, dass

P, (X, € Bs(bp) unendlich oft) =1 (3.2.7)

fir alle x € S und alle ¢ > 0. Da wegen P (xM = 0 oder (xM;)~ ¢ S) = 0 bereits
P, (X,¢5) =0

fiir alle x € S und alle n > 0 gilt, folgt aus (3.2.7) und der Abgeschlossenheit von S

insbesondere, dass by € S. Dann ist z* := bg der gesuchte topologisch rekurrente Punkt.

NACHWEIS VON (3.2.7):
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Sei € > 0 beliebig. Nach oben Gezeigtem existiert ein Ny € N, so dass

3

| — o]l < =

(3.2.8)

fiir alle n > Ny und alle z € S. Aus (3.2.6) folgt mit der Dreiecksungleichung

oo emg ] _
nh_}n;o min N min (x,a) = cp > 0.

Also gibt es ein N > Ny, ¢ > 0 mit
lemd’|| > Af'e

fir alle € S. Fixiere nun dieses N. Nach Ungleichung (1) gilt fiir alle Matrizen m’ mit

N
m{ —m’|| < Ecil , dass

2
o'l

€
| zmy .

H(me)N — (a:m’)NH < 5

Tomd T [z’ — am'|| < Im) —m'| <. (3.2.9)
0

[|zm

Die Abbildung

h @ M(dxd,RN* = M(dxd,R)

(Mag, e, Mg, Moo, MNE) —> M1 MY - M2 MN

ist stetig; insbesondere bzgl. der Maximumsnorm auf M (d x d, R)N"*. Also gibt es ein
n > 0, so dass fiir

/
m =mj1---Myk M2k "MNE

mit m;; € By(m;) fiir alle 1 < j < N, 1 <i <k, gilt

gAY

Im@” —m’|| <

Fiir solche m’ folgt aus (3.2.8) und (3.2.9), dass
[(zm)™ = bol| < e

fiir alle z € S. Nach Voraussetzung ist m; € supp(P**), also insbesondere

PMi(B,(m;)) >0
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fiir alle 1 <1 < k, und damit gibt es nach (3.1.4) ein (von z unabhéngiges) § > 0 mit
Py (Xnk € Be(bo)) > Py(Migeyi € By(m;),1<i<n,0<1<k)>6>0

fiir alle x € S.
Fiir die Stoppzeit
T:=inf{n >1 : X,ni € B:(bo)}

gilt dann mittels der Markoveigenschaft und Induktion, dass
P, (T >1) < (1-90)

fiir alle [ > 1 und alle x € S. Somit ist T' P,-f.s. endlich unter jedem z € S. Damit gilt

aber schon mit dem Standardargument fiir Kopiensummenfolgen, dass
P, (XN € B:(bp) fiir unendlich vielen e N ) =1

fiir alle x € S. Damit ist (3.2.7) gezeigt und die Behauptung bewiesen. O

3.12 Korollar
Aus dem Beweis folgt direkt:

(a) Seim eine zuldssige Matriz mit betraglich groftem Eigenwert A1, und es gelte

min(z,a) > 0

zeS
fiir einen geeigneten rechten Eigenvektor a® zu \y. Wahlt man den normierten linken
Figenvektor b zu A1 so, dass (b,a) > 0, dann giltb € S, und b ist topologisch rekurrent
fiir (Xn)n>o0-

(b) Mit obigen Bezeichnungen gilt auflerdem

[[zm™|

lim sup
AT

n—o0 zeS

—(x,a)‘:o

lim sup ||(zm™)~ —b|| =0,
n—oo xeS

und es existiert ein ¢ >0 und ein N € N mit

lzm™ [ = eAT
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fiir alle x € S und alle n > N.

(c) Gilt in der Situation aus (a) nur mingeg |(x,a)| > 0 fiir eine Teilmenge S C S971,
so gilt noch

lim sup ||(xm™)™ — sign({z, a))b|| = 0.

n—0o0 zesS

Dabei bezeichnet sign die Vorzeichenfunktion.

3.2.3. Existenz einer stationdren Verteilung

Bereits in sehr allgemeinen Féllen besitzen Markov-Ketten auf kompakten Zustandsriu-
men stationdre Verteilungen (die allerdings nicht eindeutig sein miissen): Es bedarf dazu
nur der schwachen Feller-Eigenschaft (siehe Satz A.7). Diese liegt in unserem Modell

(und auch im spéter verwendeten Modell fiir regulére Matrizen) vor:

3.13 Satz
Es gelte
E[||Mi|]”] < oc. (3.2.10)

Dann bildet fiir jedes x € S jeder schwache Hdufungspunkt von

1o~ g
1 @) (e .
n;P (z,°)

eine stationdre Verteilung fir (Xp)n>o0.

Dabei bezeichnet, wie in 1.2 festgelegt, P’ den zu P gehorenden Ubergangskern der
Steuerkette (X, )n>0.

Beweis. Seien f € Cy(S),z € S beliebig. Da fiir P -fast alle M die Abbildung x ~ (xM)~
(auf S) stetig ist, gilt fiir jede Folge (z,)n>0 C S mit z,, — = die PM1-f.5. Konvergenz

gn (M) = T(;n)IIL’nMIl”T((J?nM)N)f((ng)N)

1

— g(M): r(x)IILUMII”T((HCM)”)J“((%M)N)-

Da r strikt positiv ist, und

gn(M) < ( max “zl)) 1M e

21,2265 1(22)
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folgt aus der Voraussetzung, dass sup,,>, gn integrierbar ist. Mit dem Satz von der

majorisierten Konvergenz folgt dann

lim P'f(z,) = lim E[g.(M)] = E[g(My)] = P f(x);

n—oo

und da x, (x5 )n>0 beliebig waren, die Stetigkeit und damit auch die Beschrénktheit von
P'f. Also besitzt P’ die schwache Feller-Eigenschaft. Nach Satz A.7 ist dann fiir jedes

x € S jeder schwache Hiufungspunkt von

1o g
1 @) (o .
n;P (z,°)

eine stationdre Verteilung fiir (X,,)n>0. O

Die zusitzlich als Voraussetzung des Markov-Erneuerungstheoremes geforderte Eigen-
schaft, dass m-positive offene Mengen rekurrent sind, folgt nun aus den iibrigen Voraus-

setzungen:

3.14 Satz
(Xn, Vi )n>o0 sei stetig in den Anfangsbedingungen, es existiere ein topologisch rekurrentes
z* €S, und

E[||M1|]”] < oc. (3.2.11)

Dann gibt es eine stationdre Verteilung m fir (Xy)n>0, so dass fir alle offenen A
m(A) > 0= P, (X, € A unendlich oft) =1 (3.2.12)

fiir alle x € S gilt.

Beweis. Wihle 7 als schwachen Hiufungspunkt von

1o s
il P @p* ).
n; (z”,")

Nach dem vorherigen Satz ist 7 damit eine stationére Verteilung fiir (X,,)p>0. Fiir A C S

offen mit 7(A4) > 0 folgt mit dem Portmanteautheorem A.3

1o
Iigicgfn—k ;PZ@*,A) > 7(A).

Es gibt also ein [ > 1 mit P!(z*, A) > 0.
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Da A offen ist, kann 1,4 von unten durch stetige Funktionen g : S — [0, 1] angen&hert

werden, so dass

lim g,(x) =1a(z) und sup gu(y) <TLa(z)

fiir alle n > 1. Dann gilt
0 <Py (Xy € A) = lim o [g,(X)];

insbesondere gibt es ein N > 1 mit

Setzt man g} nun zu Funktionen g : [[;2,(S x R) — [0, 1] mittels

gn(eo sz, o) = gr(x)

fort, so folgt aus der Stetigkeit in den Anfangsbedingungen von (X, V,,)n>0, dass zu

£ = 3 ein § > 0 existiert mit

P, (X, € A) > E, [g;;v (Xl)] > B, [gv (X)] — % >0

fir alle y € Bs(z*).

Mit der starken Markoveigenschaft und einem geometric trials- Argument folgt dann, dass
T:=inf{n>1: X, € A}
unter jedem IP, fast sicher endlich ist, und damit bereits
P, (X,, € A unendlich oft ) =1

fiir alle z € S gilt. O

3.15 Bemerkung

Auch wenn diese Rekurrenz-Eigenschaft der m-positiven offenen Mengen an die Definition
von w-Irreduzibilét erinnert, so ist sie doch nicht dieser &quivalent, wie unser bereits
einmal verwendetes Beispiel zeigt:

Sei (M) eine Folge von Kopien einer festen, positiven Matrix M. Dann ist (X;,)n>0

46



unter jedem P, (untransfomierte Make, also r = 1 und » = 0) eine deterministische
Folge, die unter Py, sogar konstant gleich by ist, wenn by den Frobenius-Eigenwert von
M bezeichnet. Dieses Beispiel erfiillt alle Voraussetzungen der bisherigen Sédtze, es lisst
sich also ein Mafs 7 finden mit obiger Eigenschaft.

Angenommen, (X,,),>0 sei m-irreduzibel. Nimmt man aus einer offenen Menge A die
Menge N = {z,zM,xM?,...} heraus, so gilt

P, (X, € A\N fiir ein n € N) =0,

also muss aufgrund der Irreduzibilitét 7(A\/V) = 0 gelten. Nun ist aber by € A\N, also
m({bo}¢) = 1. Andererseits ist aber

Py, (X, € {bo}€ fiir ein n € N ) =0,

was einen Widerspruch zur Irreduzibilitit liefert. Beachte dabei, dass die Menge A\N
nicht offen ist, da sie keine Umgebung von by enthilt.

Erst im Fall reguliirer Matrizen, wo wir fordern werden, dass P! fiir ein n > 1 eine -
stetige Komponente besitzt, ist die so erhaltene Verteilung aufgrund der Harris-Rekurrenz

auch stets ein Irreduzibilitatsmalk.

3.2.4. m-schwach nichtarithmetisch

3.16 Lemma

Die von
G := {log A\i(m) : m zuléssig; migl (z,a) > 0 fiir einen rechten Eigenvektor a’ zu A1(m)}
xre

erzeugte Gruppe sei dicht in R. Dann ist (X, Vi)n>0 m-schwach nichtarithmetisch fiir

jede stationdre Verteilung m von (Xp)n>o0.

Beweis. Erinnern wir uns an die Definition von schwach nichtarithmetisch. Zunéchst
miissen wir eine Menge {(; i € I} angeben, so dass die von ihr erzeugte Gruppe dicht
in R ist. Nach Voraussetzung gibt es eine solche Menge, und oBdA sei G hochstens
abzéhlbar (mit Indexmenge T). Es geniigt also, (; als i-tes Element von G zu wéhlen, und
die Bedingungen nachzupriifen.

Sei nun i € I beliebig und im Folgenden die zu ¢; = log A1(m) gehorende Matrix m
fixiert. Sei 6 > 0 beliebig.

Wir miissen zeigen, dass ein y € S existiert, so dass gilt: Fiir alle € > 0 existieren ein
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A € S mit m(A) > 0; l1,lo € Nund z € R, so dass fiir alle x € A
P, (HXll - yH <¢g, H/ll - Z| < 5) >0,

P, (||Xl2 - y” <g, “/12 —Z = 1Og)\1| < 5) > 0.

Dazu wihlen wir y := b(m)™~ € S als linken Eigenvektor von m (zum Eigenwert A1), und
a’ als rechten Eigenvektor, so dass (y,a) = 1; dies ist nach Korollar 3.12 méglich.

Es sei € > 0 beliebig.

Da der natiirliche Logarithmus an der Stelle 1 stetig ist, gibt es ¢ > 0 mit

lz—1] < = |log(z)] <.
Wegen der Stetigkeit des Skalarprodukts gibt es eine Umgebung A von y, so dass
5/

I, a) 1] <

fiir alle z € A. Nach Korollar 3.12 gibt es ein N € N mit

!/

1)
- lwal] < 5. (32.13)

rm”

AT

~ e
Izm™)™ =yl <3

fiir alle x € S und n > N, sowie ein ¢ > 0 mit
lzm™[| = cAY
fir alle n > N. Damit gilt nach Ungleichung (1) fiir jede weitere Matrix m’ (mit zm’ # 0),

dass

n _ /HS n /

fiir alle n > N. Nach Wahl ist m = my ... my, fiir Matrizen m; € supp(P™) fiir 1 <i < k.
Wir nutzen die Stetigkeit der Abbildung

ho: M(dx d,R)NTV* o M(d x d,R)?

(Mi, s Mgy Mg s MN1k) > (M1 My N M T - MUN 41,k
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um ein n > 0 zu finden, so dass fiir alle Matrizen

(m’,m”) € h((Bn(m1) NI Bn(mk))NH>

gilt, dass
rm? xm’ & rmN+1 xm” 5
‘ - ’ <4 } - ‘ < —,
Y |3 || TS
[am™)~ = @m')*[| < 2, [|@m )~ = @m")7|| < 5

fiir alle x € S. Zusammen mit den obigen Abschitzungen haben wir dann
H(azm')N — yH <&, H(azm”)” — yH < g,

zm”
N+1
)‘1

fiir alle x € A, woraus (mit der Stetigkeit des Logarithmus) schlieflich fiir alle € A folgt

-1 <¢

-1 <,
R

|log |zm’|| — Nlog A\1| < d, |log |lzm”| — (N +1)log\| < 6.

Setzen wir nun z := Nlog A1, 1 := Nk, lo := (N + 1)k, so haben wir fiir alle x € A

Py (1X, —yll <e, Vi, —2[ <9)
=P, ([[Xne —yll <&, [Var — Nlog M| <6)
> Py (Mygyi € By(my), 1<i<k,0<r<N)>0,

sowie

P, (| X, —yll <e, [Vi, =2 —log Ai| <9)
> Py (Mypsi € By(mi), 1<i<k,0<r<N+1)>0;

. . . . . My,...M, .
da die endlich-dimensionalen Randverteilungen IP; b M) und PMi-Mvane) fiiy

alle z € S dquivalent sind (vgl. 3.1.4), und
P (Myi € Bp(mi), 1<i<k0<r<N+1)>0,

da m; € supp(PM) fiir alle 1 <14 < k.
Schlieflich ist y nach Korollar 3.12 topologisch rekurrent, und damit trigt A als Um-
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gebung von y positive Masse unter jeder stationdren Verteilung 7, insbesondere ist also
m(A) > 0. [

3.3. Zusammenfassung

Fassen wir nun das bisher Bewiesene in einem Satz zusammen:

3.17 Satz

Gegeben sei eine unter P unabhdngig identisch verteilte Folge (My,)n>1 von Zufallsmatri-
zen, sowie eine unter P invariante Teilmenge S C S und ein mafdefinierendes Paar
(r,5¢). In dem so definierten Modell I ist (X, Vo)n>o ein Standard-MRW.

Es gelte weiterhin
1. P, (3C > 0 mit ||zIL,|| > C - |II,,]| Vn > 0) =1 fiir alle z € S.

2. Die von
{log A\1(m) : m zulissig, mingegs xa® > 0 fiir einen rechten Eigenvektor a’ zu A;(m)}

erzeugte Gruppe ist dicht in R.
3. E [||M:]|*log™ || M;]] < oo.

Dann ist (Xn, Vi)n>0 stetig in den Anfangsbedingungen, besitzt eine stationdre Verteilung

m, so dass fiir alle offenen A C S und alle x € S

m(A) > 0= P, (X, € A unendlich oft) =1
gilt, und (X, Vi)n>o ist schwach nichtarithmetisch bzgl. .
Auferdem gilt fir ein o € [—00,00), dass

Va
lim — =a=E;[Vj] P-fs.

n—oo N

Ist a > 0, so sind damit die Voraussetzungen des Markov-Erneuerungstheorems 1.13 und
1.14 erfillt.

Beachte, dass die Teilmenge S durch Bedingung 2 bereits derart eingeschrinkt wird,

dass sie vollstindig in einem Halbraum des R enthalten sein muss.

Beweis. Nach Satz 3.8 ist (X, Vi,)n>0 unter diesen Voraussetzungen stetig in den An-

fangsbedingungen. Satz 3.11 liefert uns die Existenz eines topologisch rekurrenten x*,
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und nach Satz 3.14 gibt es eine stationére Verteilung 7 fiir (X,,),>0 mit den geforderten
Eigenschaften (Beachte E[||M;]|*] < exp s + E [||M1]|*log™ || Mi]|] < 00). Schlielich

B Vi) = [ #(da) 2B (o [r(@d1)) log™ b

7a(zl)
< d m E [|| M) log™ | M
_/W( 7) z1,z§§s r(z2) [” 1 tog™ | lH]

< max T(Zl)
z1,22€8 7“(2’2)

E [[|[M1]*log* || Mi]|] < oc.

Also lésst sich Korollar 1.16 anwenden, und es gibt ein a = I [V}] € [—00, 00) mit

lim Va =a P-fs. O

n—oo n

3.4. Gegenbeispiel zur Harris-Rekurrenz

Um eine Abgrenzung zwischen der Anwendbarkeit des Kesten’schen Erneuerungstheo-
rems und der Version, welche die Harris-Rekurrenz von (X,,)n>0 voraussetzen, zu bekom-
men, geben wir eine Folge von Zufallsmatrizen an, fir die (X, ),>0 nicht Harris-rekurrent
ist, aber dennoch die Voraussetzungen von Satz 3.17 mit « > 0 erfiillt.

Es seien A1, Ay A-stetig verteilte Zufallsgrofen mit 1 < Xy < A\; < ¢ < co. Sei PM1 die

M= A O
0 A2

S:={zecR? : |z| =1und (e, z) > ¢}

Verteilung der durch

definierten Zufallsmatrix. Setze

fiir ein ¢ > 0. M ist offenbar selbstadjungiert, also (e;, Mz) = (Mey,z) = \i{e1,x), und
damit
P (zM; =0 oder (zM1)~ ¢ S) = 0;

sowie ||M|| = \.
Setze r = 1, » = 0, dann sind die Bedingungen aus 3.2 erfillt. Fiir alle z € S gilt

[eT0, ]| = [{er, 2)| - leaTln]l = [{er, 2)| - [TLy ][, woraus

P, (3C > 0 mit [[«IL,| > C - ||| V2 > 0) =1 Vz € §
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folgt. Weiterhin ist E [log™ ||M;]|] = EA; < oo, da Ay beschriinkt. Die von
{log A\1(m) : m zuldssig, mig (x,a) > 0 fiir einen rechten Eigenvektor a zu A (m)}
Te

erzeugte Gruppe ist offensichtlich dicht in R, da A stetig verteilt ist und M; selbst be-

reits zuldssig ist. Damit sind die Voraussetzungen von 3.17 erfiillt.

Bereits aus dem starken Gesetz der grofen Zahlen folgt
1 .1
lim —log|| M- M,|| = lim —log(A1)" = Elog A\ > 0.
n—oo n n—oo N
Also ist das Markov-Erneuerungstheorem 1.13 anwendbar.

Hingegen ist (X,),>0 nicht Harris-rekurrent: Jede Rekurrenzmenge fiir (X,,),>0 muss
eine offene Umgebung des Vektors e; enthalten; denn einzige stationére Verteilung ist
de;, und {e1} ist keine Rekurrenzmenge, da zII,, # e; fiir alle x # e; und n > 1.
Angenommen, (X, ),>0 wére Harris-rekurrent. Dann existiert ein W-Maf ¢ auf S, 5 > 0,
[ > 1 und ein € > 0, so dass fiir alle y € Ba.(e1) gilt

Ply,A) > B-¢(A) YAeS.

Sei nun A € § mit p(A) > 0. Da ¢ als W-Mak regulér ist, kann A von innen durch
kompakte Mengen A,, approximiert werden, so dass lim,,_, ¢(A,) = ¢(A); insbesondere
w(Ay) > 0 fiir geeigetes n. Dann finden wir aber fiir jedes § > 0 ein z € A, so dass
¢(Bs(x)) > 0, indem wir A, mit 6-Béllen iiberdecken und die Subadditivitdt von ¢
nutzen. OBdA kénnen wir annehmen, dass P!(e1, Bs(x)) > 0, sonst sind wir fertig.

Dann kann aber bereits x = e; gewéhlt werden. Betrachte

:<\/1—6>
y \/g )

also gilt ||e; — y|| = € < 2e. Nun ist aber

MVT—¢

ler — (WIL)™]| > 1—
\/)\%l(l —e)+ A\e
AovT =
> 11— L c__>o.

N1 —¢)+e
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Da d > 0 beliebig gewihlt werden darf, kénnen wir es so klein wihlen, dass (yII;) ¢ Bs(e1).
Dann folgt P!(y, Bs(e1)) = 0, und damit ein Widerspruch zur angenommenen Harris-

Rekurrenz.

3.5. Der Fall positiver Zufallsmatrizen

Nachdem wir in einem etwas allgemeineren Setting die Voraussetzungen des Markov-
Erneuerungstheorems nachgewiesen haben, wenden wir uns nun dem speziellen Fall der

positiven Matrizen zu. Wir bedienen uns dabei folgender

Notation
Fiir Vektoren z € R? schreiben wir « > 0, falls z; > 0 fiir alle 1 < i < d, und z > 0, falls
x; > 0 fur alle 1 < ¢ < d. Die Menge der normierten positiven Vektoren bezeichnen wir
mit

Sy ={zresS! x>0}

Fiir Matrizen M € M(d x d,R) schreiben wir analog M > 0 (M > 0) , falls M;; > 0
(M;; > 0) fiir alle 1 <4,5 <d.

3.18 Lemma
Es gelte

P(M >0)=1 (3.5.1)
P (M, hat eine Nullzeile) = 0 (3.5.2)

Dann ist Sy invariant fir P. Fir ein mapfdefinierendes Paar (v, ) gelte
E 1M log* | M1]] < oc. (3.5.3)
In dem mit Sy und (r, ) definierten Modell sei die Stoppzeit
Ts :=inf{n >1 : II, > 0}
P,-f.s. endlich fiir alle x € Sy. Schlieflich sei die von
G = {log)\l(m) :m>0;, m=mq---my, firein k > 1 und m; € Supp(PMl)}

erzeugte Gruppe dicht in R.
Dann bildet (X, V) (wie in 3.4 definiert) einen Standard-MRW, und fir ein o €
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[—o0,00) gilt
-
lim —

n—oo N

=a=E;[Vi] P-fs.

Ist a > 0, so sind damit die Voraussetzungen des Markov-Erneuerungstheorems 1.13 und
1.14 erfullt.

Beweis. Fir x € Sy und M > 0 ist (zM); = 2?21 xjMj; > 0, und sogar (zM); > 0 fiir
ein 1 <7 < d, falls M keine Nullzeile besitzt. Also folgt aus (3.5.1) und (3.5.2), dass

P (zM; =0 oder (zM;)~ ¢ Sy) =0.

Wir befinden uns also in der Situation von Satz 3.18, und priifen nun die dort zu-
sdtzlich genannten Voraussetzungen: Eine Matrix m > 0 besitzt nach dem Satz von
Perron-Frobenius (z.B. [3], 15.4) einen algebraisch einfachen, betraglich grokten Eigen-
wert A\1(m) > 0; und ein zugehériger rechter Eigenvektor a' kann so gewihlt werden,

dass a > 0. Fiir x € S; gilt dann

min = min E T;a; Z min min a; E T;.
.’L'GS+ $€S+ zeSy 1<5j<d

Nun ist Zle x; auf der kompakten Menge S stetig und positiv, demnach

>0,
zin Z &
und damit auch mingeg, (,a) > 0 (vgl. auch Ungleichung 2). Also gilt

G C {log A1(m) : m zuldssig; migl (x,a) > 0 fiir einen rechten Eigenvektor a zu A\;(m)},
TE

und bereits die von G erzeugte Gruppe liegt nach Voraussetzung dicht in R.

Sei x € S4, m > 0 eine beliebige nichtnegative Matrix. Dann gilt

(zm)q; ZO 1

Ugl.5 .
lem| > d_%inmi > ~2 min lemU 2 d™% min xr||m||.
pat 1<i<d 1<i<d

Im Fall x > 0 folgt daraus bereits

P, (3C > 0 mit ||zIL,| > C - |IL|| ¥n > 0) = 1,
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es kann C' = d~2 min x; gewahlt werden.
Gilt nur z > 0, so beachte, dass zm > 0 fiir jede Matrix m > 0. Auf der Menge
{Ts < oo} ist also zIlz, > 0, und fiir alle n > T’ gilt somit nach obiger Abschitzung

| 0, || > |[(xMy -+ My )My 41 - M|

_1 .
>d 2 lrgllgd (xHT>>)l HMT>>+1 o M|

1 . -1
> d™3 min (oL, ) (|17, )7L

In der letzten Zeile wurde die Submultiplikativitdt der Matrizennorm genutzt; es folgt

P, (3C > 0 mit |[2IL,| > C - ||[IL,]| ¥n > Ts.) = 1.

Beachte, dass die Konstante C hier vom jeweiligen Pfad abhéngig ist. Schlieflich folgt

aus (3.5.1), dass P, (zIl, =0) = 0 fiir alle n > 1, also gilt unter Beachtung von

P, (Ts < o0) =1, dass

P, (3C > 0 mit ||zIL,|| > C - ||II,]| Vn < T ) = P, ( miTn |2TL, || - ||, ||t > O> =1.
n<ds

Somit sind die Voraussetzungen von Satz 3.17 erfiillt, dieser liefert gerade die Behaup-

tungen. O
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4. Produkte positiver Zufallsmatrizen -

positiver Ljapunov-Exponent

4.1. Der Satz von Furstenberg-Kesten fiir Produkte von

positiven Zufallsmatrizen

Bevor wir nun zur Anwendung des Markov-Erneuerungstheorems schreiten, kénnen wir
die bereits in der Einleitung angekiindigte Erweiterung des Satzes von Furstenberg-
Kesten fiir positive Matrizen beweisen.

In diesem Kapitel sei dabei stets ein Modell 9 zu Grunde gelegt, mit S =S4, r =1

und » = 0, d.h. insbesondere ist fiir jedes z € S

Pgw’ﬂ)n21 _ P(Mn)n21.
4.1 Satz
Es sei (My)n>1 eine Folge von unter P unabhingig identisch verteilten Zufallsmatrizen.

Es gelte

P(M >0)=1 (4.1.1)
P (M, hat eine Nullzeile) = 0 (4.1.2)
E [log™ || Mi]]] < oo, (4.1.3)

und die von
G:={logAi(m) : m>0,m=mq---m, firein k>1und m; € supp(PMl)}
erzeugte Gruppe sei dicht in R. Dann existiert ein o < 00, so dass fiir alle x € S
.1 .1
lim —log||My---My,|| = lim —log|lxM;---M,||=a P-fs.
n—oo N n—oo N

Beweis. Wir wollen Lemma 3.18 anwenden. Wie eingangs erwdhnt, ist »» =0 und r = 1.
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Die Voraussetzungen des Lemmas sind also erfiillt, sofern wir zeigen konnen, dass T
IP,-f.s. endlich ist fiir alle z € S.
Da G nichtleer ist, gibt es ein kK > 1 und mq,...,my € supp(PMl), so dass

m=mq---my > 0.

Aufgrund der Stetigkeit der Matrizenmultiplikation konnen wieder Umgebungen der
m; gewihlt werden, die positive Wahrscheinlichkeit unter PM! tragen, und wir erhal-
ten P, (IIx > 0) > 0. Mit dem Borel-Cantelli-Lemma folgt (da (M,,),>1 iid), dass
P, (IT,, > 0 u.0.) = 1, und damit die P,-f.s. Endlichkeit von 7.

Somit sind die Voraussetzungen von Satz 3.17 erfiillt, und wir erhalten fiir ein geeig-

netes o € [—00,00)

V; 1
lim — = lim —log||zMj---M,||=a P,-fs.

n—oo N n—oo n

fiir alle x € S. Beachte nun, dass ]PiM”)"Zl = P(Mn)nz1 fijr alle 2 € Sy ; und (3.1.4) sich
zu

E, [f(Xn, Va)n>0)] = E[f(x,0, (xM;)~,log ||z M|, ...)] (4.1.4)

vereinfacht. Also liefert uns die Konvergenz insbesondere

1
P(lim —log ||z M7 - - - M,|| :a> =1
n

n—oo

fiir alle z € S;, und es bleibt nur noch lim,, %10g My - -+ My,|| = a P-f.s. zu zeigen.
Klar ist, dass

1 1
liminf —log || My --- M,|| > lim —log ||zM;--- M| = a P-fs.
n n—oo N

n—oo
fiir alle z € Sy. Andererseits gilt fiir alle x € S9! (e; = i-ter Einheitsvektor)
|zMy - Myl < [|z1es My - My || + -+ + |[zgeaMy - - M|
< d - max HelMl o 'MnH7
1<I<d

also nach Supremumsbildung

log d

1 1
Zlog||My---M,|| < =1 M- M.
- og || M nll < - oglrglagi\lez 1 Wl +
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fiir alle n > 1. Damit gilt P-f.s.

logd

1 1
limsup — log || M7 - - - My, || < liminf — log max |le;Mj - - M, || + «
n n—oo n - 1<I<d

n—o0

(betrachte das Maximum pfadweise). Zusammen folgt mit dem Schachtelungssatz

1
lim —log|| My M,|| =« P-fs. O
n

n—oo

4.2 Bemerkung

Um die vollstédndige Aussage des Satzes von Furstenberg-Kesten zu erhalten, miisste noch
die gleichgradige Integrierbarkeit der Folge %logHMy--MnH bzgl. P gezeigt werden
(so dies moglich ist), oder auf anderem Wege die Konvergenz des Erwartungswertes
und Gleichheit gezeigt werden. Letztere Vorgehensweise wird im Beweis des Satzes von

Furstenberg-Kesten angewendet (siehe [9]).

4.2. Erneuerungstheorie fiir Produkte positiver
Zufallsmatrizen

Wir haben soeben gezeigt, dass der Ljapunov-Exponent der Folge (M,,),>0 in unserem

Modell gleich der Drift a des Markov-Random-Walks (X, V,,)n>0 ist, was die gleiche

Benennung rechtfertigt. Zugleich haben wir (mittels Lemma 3.18) die Voraussetzungen

des Markov-Erneuerungstheorems nachgepriift; dieses ist also im Falle eines positiven

Ljapunov-Exponenten « > 0 anwendbar. Wir erhalten nun das erste der angekiindigten

Resultate, eine Art Blackwellsches Erneuerungstheorem fiir Produkte positiver Zufalls-

matrizen. Dabei bedienen wir uns folgender

Notation

Fiir eine Folge (M,,),>0 von Zufallsmatrizen definiere fiir z € S?~1 die Stoppzeit
7o(t) :=inf{n >0 : log||aM; --- M,| >t} =inf{n >0 : ||xM;--- M,| > €'},
sowie auf dem Ereignis {7,(¢) < oo} die Zufallsvariablen

Zy(t) =(xMy - My )~
R, (t) :=log||xM; - -- MTz(t) | — t.

4.3 Satz
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Es seien die Voraussetzungen von Satz 4.1 erfillt; und es gelte o > 0. Dann existiert fir

jede stetige Funktion g : S+ X (0,00) — R und jedes x € Sy der Grenzwert

lim E [g(Z:(t), Re (1)1 7, (t)<oc}] ;

t—o00

und sein Wert ist unabhingig von z. Der Grenzwert ist auflerdem strikt positiv, falls g
strikt positiv ist.

Weiterhin existiert ein W-Mafi m auf Sy, so dass fir jede stetige Funktion g : S xR — R,
die -

> sup{lg(y,t)| : y €Sy te(l,l+1]} (4.2.1)

l=—00

erfillt, und fir jedes x € Sy gilt:

lim E

n—oo

—a [ [ty o)aids)n(ay).

Sy R

o0
> g((@Th), ¢ log|jaTL )
n=0

Insbesondere gilt fir jedes x € Sy, h > 1, dass
1tlim E[#{n>0:t<|aM;---M,| <th}] =a 'logh.
— 00

Beweis. Wir haben bereits im Beweis von Satz 4.1 gesehen, dass im Falle a > 0 das
Markov-Erneuerungstheorem auf den zugehorigen MRW (X,,, V;,),>0 anwendbar ist. Er-
innern wir uns an die Eigenschaften von P, und P (siehe (4.1.4)), so liefert der zweite

Teil des Markov-Erneuerungstheorems die Existenz von

tliglo E, [g(Z(t), R(t)) ’ IL{'r(t)<oo}] = tliglo E [g(Z:Jc(t)7 R, (t)) : ]l{rm(t)<oo}] ;

und an der konkreten Gestalt

i B [g(Z(0), RO e =a™ [ [ [ ov,0) Mdw) P> (g, dvxdz) (dy
S Sx(0,00) [0,2)

sehen wir, dass dieser unabhingig von x ist, sowie strikt positiv, falls g strikt positiv ist.

Um den ersten Teil des Markov-Erneuerungstheorems anwenden zu kdnnen, miissen

wir nachweisen, dass (4.2.1) bereits die direkte Riemann-Integrierbarkeit von g impliziert.
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Wegen
1
P < lim —log||zIL, || = a) =1
n—oo n

fiir ein a > 0 und alle x € S gibt es ein ky > 1, so dass (e; =i-ter Einheitsvektor)

1
P <log |leilln| > mko_l + ilogd Vm > kound 1 <7< d> >

N | =

Nun gilt fiir Vektoren x € S, und Matrizen m > 0, dass

d d
= > || Y a1 min (e
fowal =13 ()] > 1Y o i o)

> max x; min

1
. > d—— . ] .
T~ 1<i<d 1§z‘§dH(elm)” =@ 1%1£d|’(62m)\|

Nach Logarithmieren folgt
. 1
P (log |21, || > mky" Vm > ko) > X
dann ist aber Cj, = S fiir alle £ > ko. Die Summe iiber & in (1.2.2) ist somit endlich, und
es gilt

(k+ 1)sup{|g(z,t)| : =€ Cxs1\Ck, | <t <1+1}

NE
IM8

k=0 l=—o00
ko [e'e)

< Z(k—i—l)supﬂg(x,t)] rx eSS I<t<Il+1} <
k=0 l=—o0

nach (4.2.1). Da mit g insbesondere g(z,-) stetig ist fiir alle z € S, folgt die gew6hn-
liche Riemann-Integrierbarkeit auf kompakten Intervallen direkt aus dem Hauptsatz der

Integralrechnung. Wir konnen nun 1.13 anwenden, und erhalten fiir alle x € S

[e.9]

Jim B |37 g((al1,) ™, — log 211,
n=0
o0
=l |3 00Xt =) | = fi g Ul
n=

o / / 9(y, $)A(ds)m(dy):
Sy R

wobei 7 die stationdre Verteilung fiir (X,,),>0 ist, die wir wéhlen mussten, um das
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Markov-FErneuerungstheorem anwenden zu konnen.
Fiir Funktionen g : Sy x R — R mit g(y, s) := g(s), wobei g : R — R eine stetige
Funktion mit kompaktem Tréger ist, ist (4.2.1) stets erfiillt, und obige Konvergenzaussage

liefert uns

lim E
t—o00

S g(log [l2TL, | —t)] - / G(—s)A(ds) = / 3(5)A(ds),

n=0 R R

also die vage Konvergenz von

U(t+):=> Ploglall,)]|ct+)=E

n=0

> iy (log [|2T1, )
n=0

gegen o~ 'A. Insbesondere gilt dann nach dem Portmanteautheorem fiir die vage Kon-

vergenz ([4], 43.6) fiir jedes beschrinkte Intervall I, dass

lim E =a IA().

t—o00

S 1e4r(10g aTL, )

n=0

Fiir A > 1 folgt nun

lim E[#{n>0 : t <|zM;---M,| <th}]
t—00

= tlingo E z_;) ]lt+[0,log h] (log ||xHHH)
=a'\([0,log h]) = ot log h. O
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5. Produkte positiver Zufallsmatrizen -

negativer Ljapunov-Exponent

In diesem Kapitel beschiftigen wir uns mit Folgen von positiven Zufallsmatrizen, fiir

deren Ljapunovexponenten
1
lim — ||M;--- M| =<0 P-fs.
n—oo n

gilt. Im letzten Kapitel haben wir bereits gezeigt, dass das Markov-Erneuerungstheorem
auf Folgen von positiven Matrizen anwendbar ist. Allerdings galt dort 5 > 0, wir konnten
r =1 und s = 0 wihlen und das Markov-Erneuerungstheorem direkt anwenden.

Dies ist hier offensichtlich nicht mehr mdéglich; jedoch kénnen wir nun die Freiheiten
in der Wahl von r und » nutzen, um Verteilungen (P,),ecs, zu erhalten, unter denen
das Markov-Erneuerungstheorem anwendbar ist, insbesondere also lim,,—, % >0P-fs.

gilt. Durch Vergleich mit der Verteilung P werden wir daraus Konvergenzraten fiir

lim P <sup |z My - - - My|| > t) =0
t—o00 n>1
herleiten kénnen. Zur Unterscheidung bezeichnen wir im Folgenden den P-f.s.-Limes von
L |11, || mit B, und den P-f.s.-Limes mit a.

Die Hauptarbeit besteht darin, ein 3¢ so zu bestimmen, dass eine stetige Funktion

r:S. — (0,00) mit der geforderten Eigenschaft
r(z) = E[[Mi[["r((zM1)7)]

fir alle x € Sy existiert. Anschliefend muss noch gezeigt werden, dass mit den transfor-
mierten Mafen o > 0 gilt, und dass das Markov-Erneuerungstheorem anwendbar ist. Die
Herleitung der Konvergenzrate geschieht dann wie im Uberblick bereits kurz vorgestellt.

Die Bedingung an r ldsst sich auch so lesen, dass r eine positive Eigenfunktion zur
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Abbildung T, : Cy(S) — Cp(95),
T f(z) = Elz M| f (2 M1)™)]

sein muss. Wir werden zunichst zeigen, dass es eine Funktion g,, : [0, 2] — (0, 00), und

fiir jedes sz € [0, 2] eine stetige positive Funktion r,, : S+ — (0, 00) gibt mit
Torse = 05V s

Anschliefend zeigen wir, dass p,, = 1 fiir ein eindeutig bestimmtes »; € [0, 3).

5.1. Existenz von Eigenfunktionen r,,

Wir werden folgenden Satz beweisen:

5.1 Satz
Es gelte:

1. P(M; >0) =1 und P (M hat Nullzeile) = 0.
2. Die von
G :={logA\i(m) : m=my---my fiir ein k> 1 und m; € supp(PM1): m > 0}

erzeugte Gruppe sei dicht in R.
Es existiere ein 39 > 0, so dass gelte
3. E[||M]*log™ | Mi]]] < oo,
/. E[(minlgigdzgzl Ml(z',j))"o} > 3.

Dann gibt es fiir jedes s € [0, s1] ein 0, > 0 und eine stetige Funktion r,, : Sy — (0,00),
so dass fiir jedes » und jedes x € Sy gilt

E [z My |[*r((xM1)7)] = oxr ().
Auferdem folgt:

(a) log 0,. = limy, o0 %logE [T )] -
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(b) Es gibt eine stetige Funktion C : [0, 5] — (0,00) und ein ng € N, so dass
1
0x 2 (C()e,™ - B[] 7]) "

fir alle n > 1.

(¢) 00 =1 und 0, > 1.

Diesen (umfangreichen) Satz werden wir in mehrere Lemmata aufteilen. Grundidee ist

es, einen konstruktiven Beweis zu fithren, und r,, als Hiufungspunkt der Folge

1 <& o
> o T s
n—l—lj :

zu wihlen. Dazu miissen wir den Satz von Arzela-Ascoli anwenden, und also dessen Vor-
aussetzungen, gleichgradige Stetigkeit und Beschranktheit der Folge, nachweisen. Dazu

ist es unabdingdar, dass wir g,, so wihlen, dass fiir jedes n € N und alle x € S
T; 1s(x) = O(e%)

(fiir n — 00). Dass, und wie dies mdglich ist, zeigt folgendes Lemma:

5.2 Lemma
Es seien die Voraussetzungen von Satz 5.1 erfillt. Dann gibt es eine stetige Funktion

C : [0, 29] = (0,00), ein ng > 1 und fir jedes 0 < 3 < 3¢9 eine Zahl o, > 0, so dass
0" CG) T < 0 CGIR(IIL]"] < o < ¢Clo) 'E[IL[17]  (5.1.1)
fir allen > 1,
0" CHE (|21 7] < o < gl*C(0) 7 E |21, "] (5.1.2)
fiir alle n > 1 und alle x € S, sowie

00 =1 und g,,, > 1.

Bewezs.

1.SCHRITT : DEFINITION VON p,,
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Der oben eingefiihrte Operator

T, : Cb(S) — Cb(S)
T f () := B[z My]|”f (2 M1)™)]

ist wohldefiniert, da f beschrénkt ist, und
E[[[M[|] < (¢ + E[[|M:]"log® [ Mi]]]) < (e + E [||M:]* log™ || M][]) < oo

Die Stetigkeit von T'f folgt direkt aus dem Satz von der majorisierten Konvergenz (vgl.
Beweis von 3.14). Nach Korollar A.12 ist die adjungierte Abbildung

T, : Myeg(S) = M;ey(S)

gegeben durch

/ () (do)f () = [ vldo)(Taf)(a) = / (dr)B[JeM | f(@M)Y)] (5.13)
fiir alle f € Cy(S). Da
T,f>0fir f>0, T,.f >0 fir f > 0,

ist T}, ein positiver Operator. Weiterhin folgt aus den Voraussetzungen wie im Beweis
von 4.1, dass M, # 0 P-f.s., und damit E [||xM;]*] > 0. Somit ist

T, : 2(S) — W(S)
-1
v (Tl T = ([ ao® lloan 7)1

eine wohldefinierte Abbildung. Dabei bezeichnet 20(S) die Menge der W-Mafe auf S.
T, ist stetig bzgl. der schwachen Konvergenz: Zum einen ist T.. stetig bzgl. der schwa-

chen Konvergenz, denn sei (v,),>1 eine Folge von Mafen mit Grenzwert v, so gilt, da
T.f € Cy(9) fiir alle f € Cy(5),

I/n—>V<:>/den—>/de/ Ve Cy(S)
= /T%fdun — /T%fdz/ Vi e Cy(S)
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@/fd(T;Vn)—)/fd(T;{I/) Ve Cy(S)

& T}’( v, =T, v.

Die Norm ist ebenfalls stetig bzgl. der schwachen Konvergenz auf 20, denn nach dem

Portmanteau-Theorem A.3 gilt
Jim [ = lim v, (S) = w(S) = [|5]]-

Zusammen ergibt dies die Stetigkeit von T},. Nach Korollar A.11 besitzt T, dann einen
Fixpunkt v,, € 3. Das W-Mal v,, ist damit zugleich ein Eigenmafs von T,,. Wir wihlen

nun g,, als den zugehérigen Eigenwert:

05 i= /(TL v,)(dx)lg(x) = /y%(dm)E [lzM7]”]. (5.1.4)

2.SCHRITT : BEZIEHUNG ZWISCHEN o UND T,
Fiir alle f € Cy(S) ist T2 f(z) = E[||«IL,|* f((2IL,)~)], dies sieht man per Induktion:
Der Induktionsanfang ist gerade die Definition von T}, und mit der Behauptung als

Induktionsvoraussetzung folgt

T f(x)
= T, E |20, || f((211,)™)]
=TE[|zMz--- Mp1||*f((xMa - - Mpy1)™)]

— [ W B [y M M (@) Mo+ M) | 2y = o] PP )

= Bty |7 f((21n41)");

dabei wurde in der zweiten Zeile die identische Verteilung der (M,,),>1 genutzt, und in
der vierten Zeile deren Unabhingigkeit und die Plug-in-Rule. Mit der eben bewiesenen

Identitét erhalten wir analog zu oben die Gleichung

it = [(@rv@ni@ = vl 1@ = [l (). 6.05)

Dies erklért, warum wir g,, gerade als Eigenwert von T}, gewihlt haben; denn mit dieser

Identitat ldsst sich nicht nur ||| mit o,, in Bezichung setzen, sondern sogar ||T"| fiir
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alle n > 1, und wir werden sogar wie oben angedeutet, daraus
T 1s(x) = O(e%)

fiir alle € S folgern kénnen.

3.SCHRITT : ES GELTEN DIE ABSCHATZUNGEN (5.1.1) UND (5.1.2)
Wir behandeln jeweils die linke bzw. rechte Seite fiir beide Ungleichungen gemeinsam,
da es offenbar geniigt, die jeweils schirfere Ungleichung zu zeigen.

Nach Voraussetzung gibt es ein ng > 1 und Matrizen my, ..., my, in supp(P*1), so
dass m = my ---my, > 0. Dann lésst sich aufgrund der Stetigkeit der Matrizenmul-
tiplikation und der bekannten Argumentation (mittels Umgebungen der m;) ein ¢ > 0
wéhlen, so dass

p:=P (I, (i,7) > cfiralle 1 <i,j <d)>0.

Auf der Menge {I1,,,(i,j) > ¢ V1 <4i,j < d} gilt fir n > np und alle x € S,

d

Ugl.(5 1 o
|10, || 2 d—> Z 21l (i) (Mpg41 -+ - M) (i, )
7j:
d

.
—_

= d:Y lenno 1,4)) (Mpgs1 - - My) (i, 5)
i,j=1 [=1
L d
> dE( lec Z Mg i1 -+ My) (i, §)
=1 1,j=1
Ugl.(4)

’( ) 1
> d_ic”MnoJrl"'MnH-

Bilden des Erwartungswertes liefert (unter Beachtung, dass (M,,),>1 iid)

Blel] > B [JoTTall” L, 512 vasisea)

_1 <
E [ (a5 Magir - Mall) Ty iyme viciseay | (5.1.6)
= d 3 B[] - p

fir alle x € Sy. Mit (5.1.5) erhalten wir daraus

o > min E[|[21L,]|*] > pd~ % cE [|[Ty_n,|”]
TES L
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fir alle n > ng bzw.
oLt > pd i B ||, | (5.1.7)

fiir alle n > ng. Definieren wir an dieser Stelle bereits die (offensichtlich stetige) Funktion
C' : 10, 29] — (0,00) durch
C(3) == pd = ¢, (5.1.8)

so haben wir die linke Seite
0, C() T2 < 0., C()E(|L,|"] < o}

von (5.1.1) gezeigt. Daraus folgt direkt die linke Seite von (5.1.2).
Die Ungleichung (5.1.6) liest sich dann

CGOE [ o [*] < Eff|#11n]"]
fiir alle n > ngp und alle x € Sy, woraus mit der oben bewiesenen Gleichung fiir o, folgt
=& [ valdo B o1

0 E [”Hn—noH%]
0 C () E [||2TL, || 7]

IN

N

fiir alle x € S;. Dies ist die rechte Seite von (5.1.2); sie impliziert die rechte Seite von
(5.1.1).

4.SCHRITT : WERTE FUR g9 UND g,
Aus der Definition von p,, folgt direkt

min E [||[zM1||”] < 0, < E[||M]]7].
zeSL

Offenbar ist dann gp = 1, wir zeigen nun, dass g,,, > 1:

i (& ? Vgl LA
|lzM| = Z(ZJCZM”) > 42 ZZ%MZ]

7=1 \i=1 7j=114i=1
wmordnen 1 d . d Uglb2 1 d
> d 2 g T; min g M;; > d 2 min E M;;.
. 1<i<d 4 1<i<d 4
=1 7j=1 7j=1
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Aus der Voraussetzung folgt nun

>0

d
. 0 1
00 2 min E[feMi]] 2 E min, Z EER: O

V) \

5.3 Lemma
Seien o, wie in Lemma 5.2 gewdhlt; es gelten also die dort genannten Abschdtzungen.
Dann gilt

Jim % log E[[|II,[|] = log gs..

Definiert man — fir festes s € [0, ] — eine Folge von Funktionen rM s (0, 00)
durch
r(x) = (0" T} 1) () = 0" B [||211,"]

fiir alle n > 0, so ist die Folge gleichgradig stetig, und es gibt Konstanten 0 < K < Ko,
so dass
K <rp(x) < Ky

fir alle x € Sy und alle n > 0.

Beweis.

Die Konvergenzbehauptung folgt direkt aus der Abschétzung (5.1.1):
—n i 2\ = n
{oxCG)} BN < 0 < {30C(x } E [|[IL,]]
fiir alle n > 1, woraus insbesondere
1 »
lim — log E [||IL,||”] = log 0,
n—oo N
folgt (beachte o, > 0).

Fir die gleichgradige Stetigkeit unterscheiden wir die Fille 0 < 2z < 1 und » > 1
(fiir 5 = 0 ist r = 1; dieser Fall ist also nicht von Interesse). Fiir 0 < 3¢ < 1 liefert uns

Ungleichung (6) und die umgekehrte Dreiecksungleichung, dass
i »
£ (oIl [I* = lyILa[|?) <l = [lyIlall] < [l(z =) |” < flz =yl - [T [

fiir alle 2,y € S ! und Matrizen II,. Bilden des Erwartungswertes liefert dann insbe-
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sondere fiir alle n > 0 und z,y € Sy, dass
[E[loT "] - E (T )7]] < llz = ol BT} 7]

Stellen wir die Abschitzung (5.1.1) fiir g,, zu E[||IL,||*] < 02t C(3¢)~! um, so erhalten
wir
[E 010, 7] — B [JyIL]| ]| < 1 — yl“gsC ().

Division durch o7 liefert schlieflich
@) =i )| = | "B leThl?] - & B[y < o —yl*glep~ B,

Der Faktor auf der rechten Seite ist unabhingig von x,y und n; also ist die Folge 77
gleichgradig stetig im Fall 0 < »r < 1.
Nun zum Fall 5 > 1: Hier folgt aus Ungleichung (7)

% % x—1 x—1
£ ([[21L]|” = (lytall*) <{l|2n|| — [[yILal| - 52 - max{||2IL, (|, |y, ||* "}

w—1 B
<z =yl - ]l - 52 - L[| = se [l — gl - [T )™

Bilden wir den Erwartungswert, so erhalten wir fiir alle x,y € S; und alle n > 0

(s-0.)
E (210, = E |yl ]| < sefla =yl B[] < sfla =yl 0 C ()7,
und damit nach Division durch o die gleichgradige Stetigkeit von (r7)n>0.

Durch Umstellen von Abschétzung (5.1.2) erhalten wir schlieflich die Schranken fiir
(r)nz0 = ("B [[|21Ln[|"])n>0:

K= 0,"C(%) < o "E[|2IL|"] < o°C(G)~" = Ky

fiir alle n > 0, x € S. Insbesondere sind beide Schranken positiv. O

5.4 Lemma
(n)

Seien (73 )n>0, 0, wie oben definiert. Dann besitzt die Folge von Funktionen

1 n
(n)
=0

eine in Cy(S) konvergente Teilfolge. Deren Grenzwert r,, ist eine stetige Abbildung von
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S nach (0,00), und es gilt

Torse = 05T

Beweis. Nach Lemma 5.3 ist die Folge (r&"))nzg gleichméfig beschrankt. Dies setzt sich
offensichtlich mit denselben unteren und oberen Schranken Kj bzw. Ks auf die Folge
n%rl Z?:o rf}” fort. Ebenso iibertragt sich die gleichgradige Stetigkeit durch einfaches
Anwenden der Dreiecksungleichung. S, ist kompakt, also ldsst sich der Satz von Arzela-
Ascoli, A.13, auf M = {n%rl > i=0 r > 0} C Cy(S) anwenden.

Somit ist M relativ folgenkompakt, was uns die konvergente Teilfolge liefert. Thr Grenz-
wert r,, ist stetig, und wegen K; > 0 folgt insbesondere, dass r,.(z) > 0 fiir alle z € Sy.

Schlieklich folgt aus der Linearitdt und Stetigkeit von T3, dass

1 y 1 o
T =T, | li ST =lim 7T, | —— ST
PP » liglo n+ 1 ]Z% 0, 4 1Ls liglo % n + 1 jz(:) 0,745 1s
1 ny ny )
i STitiy - U+t
liglonl—l-ljzog% % o 0 l—>oonl—|—1z o ” o
=0 (T;»t - ll_l)Ig) nli-l]ls> =05 -

5.2. Wahl von g

5.5 Lemma

Es seien die folgenden Voraussetzungen erfillt:
1. log 0, = limy 00 L log E [||I1,,]|*] .

2. Es gibt eine stetige Funktion C : [0, 9] — (0,00) und ein ng € N, so dass

3=

0x > (C ()0 - E[[IL, 7))
fiir allen > 1.
3. E[|| M) < 0o und 0., > 1.

4. Fir ein f € (—00,0) gelte

1
lim —log||Mi---M,||=5 P-fs..
n—oo n

Dann gibt es genau ein 31 € (0, 3¢9] mit o, = 1.
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5.6 Bemerkung
Aus der zweiten Bedingung werden wir im Beweis folgern, dass es eine allgemeine Kon-
stante C' > 0 gibt, so dass

02 (C-B|IL[")" (5:2.1)

fiir alle ¢ € [0, 5] und alle n > 1. Dies ist die eigentlich benétigte Voraussetzung, Lemma
5.5 bleibt giiltig — wie wir im Beweis sehen werden —, wenn wir (5.2.1) anstelle der zweiten

Bedingung fordern.

Beweis. Um dies zu beweisen, zeigen wir, dass g, auf (0, 5] eine stetige, strikt konvexe
Funktion von s ist, und dass g5 < 1 fiir ein § € (0, s¢]. Die Behauptung folgt dann aus
dem Zwischenwertsatz.

Dazu zeigen wir zunéchst die Konvexitiat von
1 P
9n(5) = —log B [||IL,[|"]

fiir alle n > 1. Zwar sieht man sofort, dass E[|[II,]|*] = E [e*!°8I=]] als Laplace-
Transformierte von PR8Il fir jedes n > 1 konvex ist, allerdings wird noch der konkave
Logarithmus darauf angewandt. Da die Verkniipfung einer konkaven und einer konvexen
Funktion im Allgemeinen alles sein kann, miissen wir etwas weiter ausholen, um die

Konvexitdt zu zeigen.

1.SCHRITT : g, IST DIFFERENZIERBAR AUF (0, 5) FUR GENUGEND GROSSES n
Um die Ableitung

d (1 L B[]
— [ ZlogE[|IL,|[7] ) = —4&———"2 =
i (s 1) = P
bilden zu kénnen, miissen wir zeigen, dass die Familie (HHnH”log ||Hn||) O gleich-
€ (0,200

gradig integrierbar ist. Dann diirfen wir Differentiation und Integration vertauschen, und

haben

d d
—E[|IL,]|”] = E | —||IL,||” | = E [||11,,]|* log ||11,,||] .
B =B [ 11| = B, g 11, )

Dazu beachte, dass

HHnH%IOg HHnH < log™ HHnH + ”HnH%O 10g+ ”HnH

fiir alle 0 < 3¢ < 3. Die Integrierbarkeit der rechten Seite ist ein hinreichendes Kriterium
fiir die gleichgradige Integrierbarkeit der Familie.
Unter P sind die (M,,)n>0 unabhéngig identisch verteilt. Deshalb kénnen wir den Satz
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von Furstenberg-Kesten anwenden, um die Li-Konvergenz
.1
lim —E [log |[TL,||] = 8
n—oo n

zu erhalten. Aufgrund der Konvergenz gibt es ein N € N, so dass log ||IL, || integrierbar
ist fiir alle n > N, und damit insbesondere auch log™ ||IL,]|.

Zum anderen haben wir fiir alle n > 1
E [||TL, || log™ ||TL, ]
n n
< Y _E 1Ml log™ (M)

j=1 i=1
= n(E[|M )" E [| My]* log™* || My]] < oo.

2.SCHRITT : DIE ERSTE ABLEITUNG g, IST STRENG MONOTON WACHSEND FUR n > N

Es geniigt zu zeigen, dass fiir jedes s € (0, 5q)
lim inf 1 (gn (3¢ + h) — g, (>0)) > 0.
h—0 h " "

Erinnern wir uns an den Beweis der Quotientenregel, so erhalten wir unter Beachtung

der Differenzierbarkeit von E [||IL,, ]

+h
g (B g 1] g, g 1)
liminf — —

h=0 h B (|, |+ E [|[TL, ]
L1 (B[ g L ] - BT log L)
0 B, R

P 2
_(Ewnnu logunnu>

E [T,
S S |1 Y sy A Y S _<En|nn||”lognunnm>2_

E ([T, [7] h0 h E ([T, [

Die Funktion A~ 1(||IL, | log ||IL,,|| — ||TL,||* log ||IL,||) ist nichtnegativ: Betrachte die
Mengen {||IL,]| > 1} und {||IL,|| < 1}, auf der zweiten Menge vertauscht der Logarith-

mus die Vorzeichen. Wir kénnen also das Lemma von Fatou anwenden (auf beliebige
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Nullfolgen (hp)nen), und erhalten

»+h »
[T, " log [T, | — [T, | log || L, |
h

liminf E

P4 2
mis > B [T, log? [T ] -

Die rechte Seite kann unendlich sein, dann sind wir aber fertig. Ansonsten haben wir

gezeigt, dass

«+h
oy (B g Tl g g, og 1)
lim inf — —

h—0 h E [HH”H%M} E [|| T[]

BT[] B [T log? [|TL|] — (B [TT, | *log 1T [])?
B (E |, ]7])? '

Dieser Ausdruck ist nichtnegativ aufgrund der Cauchy-Schwarz-Ungleichung, angewendet
auf die (unter der Annahme E [||II,,||* log? ||I1,,||] < 0o) quadratintegrablen Zufallsgrofen
IM,||2 und ||M,||? log |, . Tatsichlich ist der Ausdruck sogar strikt positiv, da die

beiden Funktionen linear unabhingig sind.

3.SCHRITT : g,, IST STRIKT KONVEX [0, 5¢9] UND STETIG AUF (0, 5¢)
Auf dem offenen Intervall (0, 5¢) ist streng monotones Wachstum der ersten Ableitung
dquivalent zur strikten Konvexitét von gy, (3¢). Weiterhin ist g, nach dem Satz von der
majorisierten Konvergenz auf [0, | insbesondere stetig. Damit ist g, aber schon auf dem
abgeschlossenen Intervall strikt konvex. Dies gilt fiir alle n > N; und da die Konvexitéts-
bedingung vertriglich ist mit dem punktweisen Limes, ist auch log g, = limy, o0 gn ()
strikt konvex auf [0, »¢p]. Verkniipfungen konvexer Funktionen sind konvex, also ist schliefs-
lich o, = €'°8 2= strikt konvex.

Daraus folgt bereits, dass o,, auf (0, 5¢) stetig ist. Erinnern wir uns, dass 0, > 0o = 1

war, so folgt aus der Konvexitéit, dass o,,, > lim,.,,, 0, sein muss.
4 . SCHRITT : 0, IST STETIG IN g

Somit muss das Maximum von g,, bei > vorliegen. Da die Funktion C(3) aus der Vor-

aussetzung auf dem kompakten Intervall [0, 5] stetig ist, gilt folglich fiir

C:=0,."- min C(x),

dass o,, > (C-E [||HnH”])% fiir alle 3 € [0, 5]. Dies ist gerade die in der Bemerkung
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erwahnte Bedingung. Wahle nun N € N so, dass
o1y L
(1 —¢)ox < (E[[Ix[™])¥
(moglich aufgrund der Konvergenz) und

cn > (I—¢).

2|~

Aufgrund der Stetigkeit von (E [||IL,]|*])
alle sc € (30 — 1, 21)

in s gibt es dann aber ein 1 > 0, so dass fiir

=

0. > {C BTy}~ > (1) {C - E[IUx|*]}¥ > (1 - )0

Also muss lim, 1, 0, = 05, gelten.

5.SCHRITT : 95 < 1 FUR EIN 4 € (0, 5].
Hier bendtigen wir schliefslich die Negativitdt des Ljapunov-Exponenten: Nach dem Satz

von Furstenberg-Kesten ist
1
lim —E [log ||IIL,|]] = 8 < 0,
n—oo n
also gibt es ein N € N mit E [log |[TIy||] < 0. Nun ist

E[|IIy]*] -1
L BTy

d
= —E|[|lIy]”
i = BTy

= E [log |[TIx]||] < 0.

2=0

Also gibt es ein § > 0 mit E |:HHNH5] < 1. Daraus folgt schlieklich

.1 5 1 5
log 05 = lim —1 E[H }<71 E[H } 0,
oges = lim - logE | [ILn[") < < logE ||| <

also g5 < 1. Wie eingangs erldutert, liefert uns die Stetigkeit von g,, auf (0, 5] nun die
Existenz eines s € (0, 5] mit p,,, = 1; und die strikte Konvexitét dessen Eindeutigkeit.
O
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5.3. Erneuerungstheorie fiir Produkte positiver

Zufallsmatrizen Il

5.7 Lemma

Es sei (My,)n>0 eine Folge von unabhingig identisch verteilten Zufallsmatrizen mit nega-
tivem Ljapunov-Ezponenten 3, und es sei (r, s1) ein mafdefinierendes Paar mit s > 0.
Es gelte

lim Vo =a P-fs.
n—oo N

Dann gilt o > 0.

Beweis. Wir zeigen, dass fiir ein v > 0 und C > 0 gilt
P, (Vy < ysqtn) < Ce7Catln (5.3.1)

fiir alle € S4. Aus der Konvergenz der geometrischen Reihe erhalten wir dann

Z]Px (Vo <55 'n) = Z Cle 1Dy < oo,
n=0

n=0

und mit dem Lemma von Borel-Cantelli
P, (Vn < V%I_In unendlich oft) =0.
Dies ist aber ((limsup A,)¢ = liminf A%) dquivalent zu
Vi > v ' fiir fast allen € N P,-f.s.

fiir alle z € Sy, woraus insbesondere

lim 22 >yt >0 Pu-fs.

n—oo n,

fiir alle z € Sy folgt, das ist die Behauptung.

NACHWEIS VON (5.3.1): Hier bendtigen wir die Negativitit des Ljapunov-Exponenten:
Wie bereits im Beweis von Lemma 5.5 gezeigt, gibt es ein 6 > 0 mit E [HHNH&} <1 Es

kann dann ein v > 0 so gewéhlt werden, dass

E [HHNH‘S} < VN,

76



Sei n > 0 beliebig, dann gibt es ein s € Nund 0 < ¢ < N mit n = sN + ¢. Beachten
wir, dass (My,)n>0 unter P eine unabhéngig identisch verteilte Folge von Zufallsvariablen

bildet, so erhalten wir

B[] < (B [Insl?]) B [jm,?] < e @0 (1B 1))

N
—e V240 (sN+q) | ,+7(2+0)q (1 +E [HM1H6D < Ke v(2ton

fiir geeignetes K > 0. Mit der Markov-Ungleichung folgt direkt

E ||1L,||°
i N ML .
P (|laTy|| = e77) < P (|1, > e70") < < Kemom

< —
fiir alle x € Sy. Schlieklich (unter Ausnutzung von 3.1.4)
P, (Vn < ')’%l_ln) =P, (evn < 67%;1n>

__lg [nmnnm F(@Th)™) - 1 %}(nwnnn)}

r(x) (0,671
r(z1)
< (Lmag ZE0) (B[t - 1o ony (ot )
Bl 1 o (et )
r(z1) _
< yFLn E o, 1 _ H
< <21g12%>§+ T(@)) <e + [e e—m o7 ln](Hx nH)D
r(21) s _
< yrxin P I > yn
< (g, ) s mp (a2 )
< max ’I“(Zl) (effyxln + e'ynKef%m) <C- ef'y(%ﬁrl)n
21,22€84 1(22)
fiir geeignetes C' > 0 und alle z € S,. O

Nun haben wir alles zusammen, um das Markov-Erneuerungstheorem anwenden zu
kénnen, und unser Hauptresultat zu beweisen. Dabei kommt uns zu Gute, dass wir be-
reits in Kapitel 3 die Anwendbarkeit des Markov-Erneuerungstheorems auf Folgen posit-
ver Zufallsmatrizen auch fiir transformierte Mafke nachgewiesen haben, und wir nur die

Voraussetzungen von Lemma 3.18 {iberpriifen miissen.

5.8 Satz

Es sei (My)n>1 eine Folge von unter P unabhingig identisch verteilten Zufallsmatrizen.
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Es gelte

P(M; >0) =1
P (M, hat eine Nullzeile) = 0

sowie fiir ein 3¢9 > 0
E [[[M]|*° log™ | Mi]]] < oo

d
(s, X007 >

Die von
G:={logAi(m) : m>0,m=my---my firein k>1und m; € supp(PMl)}
erzeugte Gruppe sei dicht in R, und es gebe ein B € (—o00,0) mit
1
lim — [|[My---M,|| =5 P-fs.
n—oo n
Dann besitzt die Gleichung
1
lim —log E[||IL,[*] =0
n—oo n
auf dem Intervall (0, 3] eine eindeutige Losung .
Es existiert eine stetige Funktion r : S; — (0,00), so dass fir jede stetige und be-
schrankte Funktion g : S4 x (0,00) = R und jedes x € S+
lim e E [g(Zo(t), Ralt)) 1z, (00} | = K(9)r(2)

t—o00

fiir eine von x unabhdngige Konstante K (g). Fir positive Funktionen g ist K(g) ebenfalls
strikt positiv.
Insbesondere gibt es ein K > 0, so dass fir alle x € S+

lim 1P (sup |lxMy - M| > t) =K r(x).
t—o0

n>1

Die P-f.s.-Konvergenz von lim,,_, % || My - -+ M,|| ist natiirlich eine Konsequenz des
Satzes von Furstenberg-Kesten, und keine Voraussetzung im obigen Satz. Die eigentliche

Forderung ist, dass der Ljapunov-Exponent negativ ist.
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Beweis. Aus Satz 5.1 zusammen mit Lemma 5.5 folgt die Existenz eines eindeutigen

s € (0, 5] mit g,, = 1. Da dort gezeigt wurde, dass
.1 P
lim —log E [|[TI,[|"] = log ¢,
n—oo N

ist dieses sr; die einzige Losung der obigen Gleichung auf dem Intervall (0, »]. Die
zugehorige Funktion r,,, ist Eigenfunktion von T,, zum Eigenwert 1. Das Paar (r,,, 21)

ist also mafédefinierend. Bezeichne nun r :=r,,.

1.SCHRITT : ANWENDBARKEIT DES MARKOV-ERNEUERUNGSTHEOREMS
Mit Lemma 3.18 erhalten wir die Anwendbarkeit des Markov-Erneuerungstheorems (bis
auf den Nachweis, dass a > 0).

Auf [1,00) ist die Funktionenfolge ¢ — t* monoton wachsend in s, es gilt also fiir alle

» € (0, 2], dass
E [[|M1 [ log™ | M:]]] < E [|[My]|* log™ [|M][] -

Die einzige Voraussetzung von Lemma 3.18, die wir also noch nachpriifen miissen, ist die
P,-f.s.-Endlichkeit der Stoppzeit

Ts =inf{n >1 : II,, > 0}

fiir alle x € S4.

In 4.1 konnten wir dies schnell mit dem Lemma von Borel-Cantelli zeigen, da die
(M,,)n>1 eine unabhingig identisch verteilte Folge bildeten. Im hier vorliegenden Fall
sind die M,, unter P, jedoch nicht mehr unabhéngig identisch verteilt, weshalb wir etwas
weiter ausholen miissen.

Nach der Voraussetzung gibt es wieder ein k € N und my,...my € supp(PM1), so
dass m = mq ---myg > 0. Sei also m = my - - - my, eine zuldssige Matrix mit normiertem
rechtem Eigenvektor b zum Eigenwert \;. Nach Korollar 3.12 gibt es ein N > 1 mit
meNH > cl/\{v fiir alle x € Sy und ein ¢; > 0. Aus der Stetigkeit der Matrizenmul-
tiplikation folgt wieder die Existenz eines n > 0, so dass fiir alle m’ = m/ ---m/y mit
(mh,...,mly) € (By(ma,. ~omp))Y gilt, dass m’ > 0, und

me’H > C}\le
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fiir alle z € S; und geeignetes ¢ > 0. Damit kénnen wir folgern, dass

P, (HNk > 0) > P, (MSkJrZ' S Bn(mz) VO<s< N, 1<i< k)

1 . N
B @E [H(Bn(mlv---mk))N(Ml""MNk)HxHNkH r((21lng) )}

: T(Zl) Ny
2 L min (2) { (By ()™ (M1 Mg) (A7) }
=:0>0

fiir alle z € S
Da (II,),>1 nach Voraussetzung P-f.s. keine Nullzeile besitzt, gilt aukerdem

P, (HnNk‘ >0 ‘ ]:(n—l)Nk) =P, (M(n—l)Nk-l—l - Mung >0 | ]:(n—l)Nk:) P,-f.s.

fiir alle z € S;. Es sei an Bemerkung 3.6 erinnert, dass (X, M,,) unter jedem P, eine
Markov-Kette bildet. Mit der Markov-Eigenschaft folgt dann, dass fiir jedes [ > 1 gilt

P, (Ts > 1) < (1-6);

also ist T, PP,-f.s. endlich fiir alle x € S.
Mit Lemma 5.7 folgt schlieklich, dass lim, e % =« > 0 IP-f.s. Also konnen wir das
Markov-Erneuerungstheorem anwenden, und erhalten die behaupteten Konvergenzaus-

sagen:

2.SCHRITT : KONVERGENZAUSSAGEN
Zu einer stetigen, beschriankten Funktion g : S x (0,00) — R definiere g : Sx (0,00) — R
durch

i = L(3_’{15 s
9(y,s) = ) 9(y, s).

Nach dem 2.Teil des Markov-Erneuerungstheorems (Satz 1.14) gilt dann

hm E, [ (Z(t), R(t ))]1{7( )<00}]

_1/ / / v,w) Mdw) P> (y, dv x dz)n” (dy) = K(g),

S §x%(0,00) [0,2)

wobei K (g) > 0 im Fall g > 0.

Erinnern wir uns daran, dass im vorliegenden Modell mit den transformierten Mafen die
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Beziehung

Efl? [f(X07 %7 X17 V17 sty X7‘L7 Vn)]
1
)" [/ (@,0, (M) Jog |2, .., (TL,)™ og [Ty )19 1Ty (a1, ) )]
r(z
gilt; und an die Definitionen von Z,(t), R, (t), 7,(t) (vor Satz 4.3) bzw. Z(t), R(t), 7(t)

(1.5); so erhalten wir zugleich

Ea [9(Z(t), R (r(1)<o0}]

I
WE

Ey [§(Xn, Voo = )1 {(1)=n}]

_ Z E, [71()1(“67%1Vn+%1tg(‘)(n7 Vi, — t)]l{T(t):n}]

= 1 —11 logllz P ~ ~ %
_ Z E [r((mr}n)w)e 1 log||zITn ||, 1tg<(x1_[n) ,Jog |21, || — t) r((211,)7) ||«IL, || ™ Lz, (H)=n}

= nf:lE [g((xnn)N,logllmHnll —t) ]l{vz(t):n}}

= E [g(Zx(t),Rx(t)> ]I{Tx(t)<°0}] )

Beachte, dass {7;(logt) < oo} = {sup,>y [tMy--- M,|| > t}. Fir g = 1 und mit ¢
ersetzt durch logt erhalten wir damit insbesondere (wie schon im Uberblick gezeigt)
1

t
lim —P (supHxMy--Mn! >t> =K()=K>0. O
n>1

t—o0 7(T)
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6. Grundlagen fiir regulare Matrizen

In diesem und dem folgenden Kapitel wollen wir die Hauptresultate fiir reguldre Ma-
trizen und Vektoren aus ganz S?! beweisen. Dazu nutzen wir die zweite vorgestellte
Variante des Markov-Erneuerungstheorems, welche die Harris-Rekurrenz von (X,,),>0
voraussetzt, und von Alsmeyer [2| bewiesen wurde. Unsere Hauptaufgabe wird es also
sein, die Harris-Rekurrenz der Steuerkette nachzuweisen, wobei wir dies wiederum direkt
fiir transformierte Mafe miterledigen werden. Zuvor defnieren wir jedoch das Modell, in

dem wir von nun an rechnen wollen.

6.1. Modellierung

Ein wesentliches Konzept der bisherigen Beweise war die Existenz von sog. zuldssigen
Matrizen, die einen algebraisch einfachen, betraglich gréfiten positiven FEigenwert A be-
sitzen, und unter P realisiert werden. Mit den Ergebnissen der Perron-Frobenius-Theorie
konnten wir die Existenz eines topologisch rekurrenten Punktes zeigen, dieser war gerade
der linke Figenvektor b zum Eigenwert A. Mochte man diese Beweise nun fiir Vektoren
aus ganz S9! verallgemeinern, so tritt das Problem auf, dass unter einem Startvektor x,
abhingig von dessen Komponente in Richtung des transponierten rechten Eigenvektors
a, entweder Umgebungen von b oder Umgebungen von —b unendlich oft erreicht werden.
Weder b noch —b ist also (fiir alle Startvektoren) topologisch rekurrent.

Da wir aber nur an Aussagen iiber
log [|#11, || = log || —IL, |

interessiert sind, kénnen wir ohne Informationsverlust die Vektoren  und —z miteinander

identifizieren, und erhalten so als neuen Zustandsraum

ST i=8"1 /R, (6.1.1)
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den Quotientenraum der S¢~! unter der Aquivalenzrelation
R={(z,z): xSy U{(x,—z): 2 €S}

6.1.1. Eigenschaften von S%'

Da R kompakt ist, ist Sj;l, versehen mit der Quotiententopologie, ein kompakter Haus-
dorffraum. Dabei heift eine Menge A € Si_il offen in der Quotiententopologie, falls
p~Y(A) offen ist, p : ST — Sj_il die Quotientenabbildung (Projektion). Mit Si be-
zeichnen wir die zugehérige Borelsche o-Algebra.

Bis auf Hom6omorphie ist dies gerade der projektive Raum P(R?~!). Wir werden aber
im Folgenden den Zustandsraum mit Si_il bezeichnen, da insbesondere die Représentan-
ten der Aquivalenzklassen stets aus S%~! gewiihlt werden sollen. Jedes Element 7 € Si;l
besitzt dort genau zwei Reprisentanten, x und —x. Zur besseren Unterscheidung kenn-
zeichnen wir Elemente aus Si;l mit Z, und einen (beliebigen) Reprisentanten mit x
(ebenso Mengen A € S1). Alle nachfolgenden Rechnungen sind von der konkreten Wahl
des Représentanten (z oder —z) unabhéngig.

Fir z,y € Si_il definieren wir ihren Abstand durch

d(z,7) = /1 — (z,y). (6.1.2)

Da sich die beiden Reprisentanten von Z in S?~! nur durch ihr Vorzeichen unterscheiden,
ist diese Definition offensichtlich unabhéngig von der Wahl der Représentanten. Beachtet

man, dass ||z|| = ||y|| = 1, so sieht man leicht, dass
d(T,7) = |sin < (x, y)].

6.1 Lemma
Die Abbildung d : Si_il X Si_il — [0, 00) wie oben definiert, ist eine Metrik auf Si_il.

Beweis. Die positive Definitheit folgt aus der Cauchy-Schwarz-Ungleichung. Die Symme-
trie ist offensichtlich; es bleibt die Dreiecksungleichung zu zeigen. Dazu nutzen wir, dass
d invariant ist unter orthogonalen Transformationen, denn fiir jede orthogonale Matrix
A gilt

d(Az, Ay) = /1 - (A, Ay)? = /1 — (a,y)? = d(z.7).

Darum geniigt es,
4(5.%) < d(5,7) + d(@.2)
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fiir z = e, y = y1e1+y2e2, 2 = 2161+ 2262+ 23€3 mit ||z]| = ||y|| = ||z|| = 1 nachzupriifen:

N[
N[

d@,%) = (22 — 1221)° + (1123)° + (4223)%)* = (122 — y221)* + 23)

1 1
< ((y2+22)*+23)2 < |yo| + (25 + 23)2 < d(7,7) + d(T,2). O

Das folgende Lemma liefert uns, dass die von dieser Metrik induzierte Topologie gleich

der Quotiententopologie auf Si;l ist; aukerdem erlaubt es uns, viele Rechnungen in S%1

statt in Sjll auszufiihren.

6.2 Lemma

Seien T, € S¥ ! und x,y € ST beliebige Reprisentanten. Dann gilt

1
7 |z -yl <d@,7) <z -yl (6.1.3)

Beweis. Fiir die untere Abschitzung betrachte

lz = yll = V{z,2) — 2(z,9) + {y,9) = V2V/1 — {z,y) < V1~ (2,9)? = V2 d(z.7),
und fiir die obere Abschitzung (O.E. T # 73)

le—yl _v2VI-Gy) _ V3/I-@y V2
dzy)  1—(z.9)? i+ @)/1-(y) I+ {wy)

6.1.2. Das neue Standardmodell

Nachdem wir uns mit unserem kiinftigen Zustandsraum vertraut gemacht haben, kénnen
wir nun das Modell definieren, in dem wir rechnen wollen. Wie zuvor bezeichnen wir

dafiir die Verteilung von M; kurzfristig mit p.

6.3 Definition

Ein Paar (r, ), wobei r : Si_il — (0, 00) stetig, heifst von nun an mafdefinierend, falls

(@) = / u(dM) || M | (237

fiir alle T € Si;l gilt.

6.4 Definition und Satz (Modell M.)
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Gegeben sei eine Verteilung p auf M(d x d,R), so dass u(GL(d,R)) = 1, sowie ein

mafdefinierendes Paar (r, ). Definiere

Q=57 x [[M(dx dR),
=1

A:=5:® ®M7

i=1
(XO; (Mn)nZI) ::ide

und fiir jedes T € S, i ein W-Mafl Pz auf Q durch

Pz - X Dy x M(d x d,R)*>®) :=

u(dMy) ... p(dMy) 21T | (2T (6.1.4)

D1 XX Dy

fiir allem >0,A € Sy,D1,...,Dp € M.

Beweis. analog zu 3.2. O
Mit Uy := 0,
Xp:Q— 80! Up: Q=R
- [ XoIL, |
X5 = Xoll,, U, :=1o )

ist (Xy, Viu)n>0 ein Standard-MRW, und
(Qa .A, (Xm Vn)nz()a (IPZ)TESi;g)

ein Standardmodell.

Schliellich definieren wir -
P = (Sa ® ® 1%
i=1

als das Maf, unter dem (M,,),>1 eine Folge von unabhéngig identisch gemaf p verteilten

Zufallsmatrizen ist.
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6.2. Nachweis der Harris-Rekurrenz von (X,,),>o

Von nun an legen wir stets ein Modell M zugrunde. Wir beginnen mit zwei technischen

Lemmata.

6.5 Lemma

Seien x € S¥1, ¢ > 0 beliebig. Dann gibt es ein 6 > 0, so dass fir alle y aus

Is(x)={yeS¥ i |o; —yi| <6 V1<i<d}

= St — il <6
{y e lnglggd\wz yil <0}

eine invertierbare Matriz Fyy € B.(E,) existiert mit y = xFy_l. Dabei bezeichnet Eq die

d-dimensionale Einheitsmatriz.

Beweis. Zur Aussage iiber die Invertierbarkeit von F, beachte, dass fiir ¢ < 1 jedes
F € B.(E;) invertierbar ist:
Fiir jeden Vektor z € R\ {0} gilt ||2F — || = ||zF — 2F4|| < ||z|/, und damit

[ F [} = =[] = [l — 2 F[| > 0.

Also ist kerF' = {0}, und damit F' bereits regulér.
Die Bildung der inversen Matrix ist eine stetige Abbildung (und E;' = Ej), also gibt
es zu dem gegebenen € ein & > 0, so dass

F;' € B.(Eq) = F, € B(Ey).

Also miissen wir ein § > 0 so bestimmen, dass fiir jedes y € I5(x) ein Fy_1 € B./(Ey)

existiert mit y = xFy_l.

Da alle Normen auf dem RY dquivalent sind, geniigt es zu zeigen, dass ein Bs(z)
(beziiglich der euklidischen Norm) mit den gewiinschten Eigenschaften existiert, dann
folgt dasselbe fiir die Maximumsnorm.

Gehen wir jedoch zur Suche nach Bs(x) (beziiglich der Euklidischen Norm) {iber, so
wird unserer Problem invariant unter der Transformation mit einer orthogonalen Ma-
trix A, also einer isometrischen Transformation. Wir kénnen also ohne Einschrénkungen

annehmen, dass
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Wéihle nun

Jedes y € Bs(z) ist von der Form

_ (1 L5 1 s >
Yy \/g 1y \/g d |
wobel 0 < §; < 0 fir alle 1 < i < d. Fiir die Matrix Fy_l, gegeben durch
o :diag(uél\/&,...,u:al\/&),
gilt dann y = xFy_l, sowie

|Fy=1— Edl = max [[2F, " — oEq|| < max [1£8vd-1]
eSi-1 1<i<d

= max &;Vd < dVd<¢€. O

1<i<d

6.6 Lemma
Seien eine Matriz My # 0 und ein ¢ > 0 gegben. Dann kann ein ¢ > 0 so gewdihlt werden,
dass

FBe¢(My) C Be(Mo)

fir alle F € B.(Ey). Dabei bezeichnet
FBe(My) = {FM : M € Be(Mo)}.
Beweis. Sei M € B%(MO), dann gilt

1M — Mol| < [|FM — M| +[|M — Mol|| < |[F' — Eql| |[M[| + [|M — Mo
< |IF = Eqgll ([|Mol] + [[M — Moll) + |M — Mo
< |IF = Eql (1Mo]) + 5) + 5-
Nun ist My, und damit || My|| fest gewéhlt, also gibt es ein ¢ > 0, so dass fiir [|[F' — Ey|| < ¢

der letzte Term kleiner als ¢ wird. O

6.7 Satz
Es gebe einmn > 0, ein c > 0, My € M(dxd,R) und ein v > 0, so dass P quf B.(My)

eine Komponente mit Lebesque-Dichie grofer gleich o besitzt. Es gebe eine zuldssige
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Matriz. Dann besitzt (Xy)n>0 einen topologisch rekurrenten Punkt x*.

Beweis. Nach Voraussetzung gibt es Matrizen my, ..., my € supp(u), so dass die Matrix
m = mj---my einen algebraisch einfachen, betraglich groften Eigenwert A(m) > 0
besitzt (vgl. Definition 3.10). Dazu gibt es einen normierten linken b sowie einen rechten

Eigenvektor a! mit ba’ = 1. Bezeichne
As:={ye St . |{y,a)| > 5}

Fiir beliebiges, aber festes § > 0 und T € As gilt nach Korollar 3.12 (c¢) sowie Lemma
6.2, dass
lim sup d(zm™,b)=0.

n—00 TEA;

Fiir # € As kann nun mittels der Stetigkeit der Matrizenmultiplikation und der starken

Markov-Eigenschaft genau wie im Beweis von 3.11 gezeigt werden, dass fiir alle € > 0
P (X7n € B.(b) unendlich oft ) =1.

Die Hauptarbeit des Beweises besteht also darin, solche z € S%! zu untersuchen, die
keine Komponente in a-Richtung haben. Bei dieser Untersuchung werden wir auch festle-
gen, wie 0 gewdhlt werden muss. Die grundlegende Idee dabei ist, dass wir eine ,,Scheibe
der Dicke § um die Menge a* N S9! finden miissen, so dass die Ubergangswahrschein-
lichkeit nach As in jedem Punkt der Scheibe gréfer als eine positive Konstante ist. Dazu
nutzen wir die Kompaktheit von a’ N S% 1 welche uns gestattet, zunéchst punktweise

solche Umgebungen mit nach unten beschrinkter Ubergangswahrscheinlichkeit zu finden.

Fiir einen festen Vektor x bildet die Menge der Matrizen, die z in die Hyperebene

a’ abbilden, eine Lebesgue-Nullmenge: Erginze a,z zu einer Basis des R” und beachte,

dass die Matrizen E;; eine Basis von M (d x d,R) bilden. Die Matrizen, welche zq in at

abbilden, sind also ein (d?> — 1)-dimensionaler Unterraum. Dieser muss unter \ Masse

Null tragen. Es gilt also

x]\/f)w_f .

lim 14, =1 Al .
m—ro0 m

Nach dem Satz von der monotonen Konvergenz folgt dann

lim / A(dM)1 4

m—o0
Bg (Mo)

((zM)™) = N(Be (Mp)) > 0. (6.2.1)

<
2

3=
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Dies lédsst bereits erahnen, wie wir die Existenz einer X-stetigen Komponente auf
B.(My) ins Spiel bringen. Sei also x ein beliebiger Vektor aus a N S9!, Nach Lem-

ma 6.6 gibt es ein ¢ > 0, so dass
FB% (M()) C BC(M0>

fir alle F' € Bo(Eq).
Weiterhin gibt es nach Lemma 6.5 ein 6 = 6(z) > 0, so dass fiir alle y € I5(z) eine
invertierbare Matrix Fy, € B (Eq) existiert mit y = xF, '. Mit (6.2.1) kénnen wir nach

eventueller Verkleinerung von ¢ auferdem sichergehen, dass

/ AdM) Ly, (M) > 0.

B¢ (M)

<
2

Zusammen haben wir also fiir alle y € Is(x) U I5(—x)

Py (Xn € A5)
= @/PH”WM)\yMII”T(W)nAé(W)
Za,zgleigi—; :EZ; o / A(@M)|lyM[|*1 4, ((yM)™)

FyBg(Mo)

= min, D [ @ er ML ()

mmesty! r(22)

FyBg (Mo)
A IV / ANE (M) ||w ML, (2M)™)
e )

B¢ (Mo)

> min det(m)| min " 00 min M| / A(dM) T, ((zM)™)
FeB(Eq) 71,7289 7(%2) MeBg (Mo) o)
0

Be
2

=:n(x) > 0.

Dabei haben wir in der zweiten Zeile die Existenz einer A-stetigen Komponente, sowie
Lemma 6.6 genutzt, und Lemma 6.5 in der dritten Zeile. Beachte, dass die auftretenden
Minima von stetigen positiven Funktionen auf kompakten Mengen genommen werden,
also auch strikt positiv sind. Auferdem ist y € A5 < (—y) € As, wir konnen also

unbesorgt in der zweiten Zeile zu den Reprasentanten iibergehen.
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Wir kénnen nun die kompakte Menge a- N S%! mit 6-Quadern I5 um jeden Punkt
x iiberdecken, und erhalten so aufgrund der Kompaktheit ein minimales ¢ und ein 7, so
dass

Py (X, € 45) 2 n >0

fiir alle y € Zg . Fiir die Stoppzeit
T :=inf{X,, € As}
gilt also aufgrund der Markoveigenschaft, dass fiir alle [ > 1 und alle j € As
Py (T >1) < (1—n).

Somit ist T Pg-f.s. endlich fiir alle ¥ € As, und mit der starken Markov-Eigenschaft folgt
schlieklich fir alle € > 0, dass

Py (X, € B.(b) unendlich oft) = 1. O

6.8 Satz

Unter den Voraussetzungen von Satz 6.7 ist (Yn)nzo positiv Harris-rekurrent.

6.9 Bemerkung
Eine allgemeine Theorie iiber die Minorisierungsbedingung fiir quasi-W-stetige Uber-
gangskerne findet sich in [17], insbesondere Abschnitt 4; allerdings nur fiir Markov-

Erneuerungsprozesse (d.h. U, nichtnegativ).

Beweis.

1.SCHRITT : HARRIS-REKURRENZ

Nach Satz 6.7 besitzt (X,,)n>0 einen topologisch rekurrenten Punkt z*. Jede offene Um-
gebung von T* ist also eine Rekurrenzmenge fiir (X,,),>0-

Zu dem c aus der Voraussetzung gibt es nach Lemma 6.6 ein ¢’ > 0, so dass

FB:(My) C Be(Mo)

c
2

fir alle F € By (FEg). Zu ¢ wihle nach Lemma 6.5 wiederum ein geeignetes 6 > 0, so
dass es zu jedem y € Bs(z*) eine invertierbare Matrix F,, € B (Ey) gibt mit y = acFy_l.
Es gilt dann fiir alle ¥ € Bs(2*) und A € Sy, dass
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p'(n) @, Z)

-5 / P (4 M ||+ (53) L (53)

v

/ (M) [y M |14 (53)

) B
2172265/:& F, B (Mo)
vB

v

ZGB(S MGBc(Mo) F B (M )
ye2s 0

( mln ||zM||y> " / AN(dM) N g(x*F ' M)

in ||zM||”> - / A (M1 (z3T)
ZGB(S MGBC(MQ)

B¢ (Mo)

c
2

> / A(dM) 14 (7531 (log |* M]]).
Bg (Mo)

Mit R := Bs(z*) und

Y(A) = / A(dM)1(z* M) (6.2.2)

fiir alle A € Sy, gilt dann fiir alle 7 € R
PG, ) > ().

Dabei ist

Y2 1= min r(i) min ||z M| min  det(F) | o
mimes?y! 1(%2) ) \:€Bs@), MeB.(Mo) FEB(E)

strikt positiv, da jeweils Minima von stetigen, positiven Funktionen auf kompakten

Mengen genommen werden (beachte, dass die auftauchenden Matrizen regulér sind, da
1M = Eq4| <1).

Da R Rekurrenzmenge fiir (X, )n>0 ist, existiert ein m > 1 mit

73::P¢(X7m€9}t)>0
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denn es gilt ja fiir alle T € Si_il, dass ) o Pz (X7m € 9{) = 00. Nach dem Satz von

Fubini gilt dann ebenfalls

o i/]?x()ﬁneiﬁ)w(dx): S Py (K € 9).
m=0 m=0
Wir setzen nun
¢ =2 Py (T € () =5 [ PR, uldr x R)
dann gilt ¢(R) = 1 sowie
pmm(g,.) = / Pt (z, )P’ (g, dz) > 7 / P, )(dT) > yaysp =t v
fiir alle y € R. Also ist (X,,)n>0 Harris-rekurrent.

2.SCHRITT : POSITIVE HARRIS-REKURRENZ

Satz 3.13 bleibt auch in unserem neuen Modell giiltig, und liefert uns die Existenz einer
stationéren Verteilung 7 fiir (X,,),>0. Nach Satz 1.18 ist diese eindeutig, und (X, )n>0
dann positiv Harris-rekurrent.

O]

Aus der Harris-Rekurrenz folgt nun auch, dass (E),LZO p-irreduzibel ist.

Spiter wird noch die zusétzliche Voraussetzung gefordert werden, dass fiir jedes z € S9!
und jede offene Menge U C S9! ein n > 1 existiere mit P ((zII,)~ € U) > 0.

Es sei darauf hingewiesen, dass aus dieser Voraussetzung allein noch nicht die folgt,
dass (Xy,)n>0 ANga-1-irreduzibel ist: Wenn alle Realisierungen von M; skalare Vielfache
einer einzigen reguldren Matrix sind, so ist der Pfad N von ((zII,)™)n>0 determinis-
tisch. U\N ist dann nicht mehr offen, besitzt aber Lebesgue-Maf grofer Null. Jedoch
ist P ((zI1,)~ € U\N) = 0. Die quasi-A-Stetigkeit von P! ist hier also eine notwendige
Bedingung fiir die Irreduzibilitét von (X,,)n>0-

6.10 Bemerkung
Allgemein folgt fiir einen MRW aus der Harris-Rekurrenz der Steuerkette (X,,)n>0 sofort

die Harris-Rekurrenz von (X, Upt1)n>0 mit Regenerationsmenge R x R: Offenbar ist
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nur die Minorisierungsbedingung zu zeigen, hier folgt aber aus P, (X; € -) > ¢, dass

P,y (X1 € AUy € B) = / P'O(a,dy)P (4,5 x B) > 4 / o(dy)P (5 x B)
A A

fir alle x € R, t € R, A € S und B € B. Eine stationére Verteilung ist durch pyot

gegeben, dies zeigt zugleich auch die positive Rekurrenz.

6.11 Satz
Unter den Voraussetzungen von Satz 6.7 ist (X,,)n>0 positiv Harris-rekurrent (wie wir
bereits gesehen haben), und aus der Existenz der MN-stetigen Komponente folgt, dass

(X7n, Vi )n>0 nichtarithmetisch ist bzgl. der stationdren Verteilung 7 der Steuerkette.

Beweis. Angenommen, (X, V,,) sei nicht nicht-arithmetisch. Dann existiert ein d > 0

und eine messbare Funktion f : Si;l — [0, d) mit

P (Vi€ f(Xo) — F(X0) +dZ | (Xo,X1) =) =1 Pyfs.KoXD),
Dann ist nach der Markov-FEigenschaft und der Stationaritit von 7 auch
P (A (Vi— F(X) + (X)) €Z | (K, X) =) =1 Ppfis.KotX)

fiir alle ¢ > 1. Erinnern wir uns an den Zusammenhang zwischen der Fouriertransfor-
mierten einer Zufallsgrofe und ihrem Gittertyp, so konnen wir durch Anwenden der

Eigenschaft (c) aus 1.2 und einer Teleskopsumme folgern, dass
E, _eQm'dfl(anf(Xo)+f(Xn))}

_E, 'ezmd—l(zg;l(vi—vi_l—f(Xi_1)+f(Xi)))}

n

H 6271'id_1(VifVif1*f(Xi—1)+f(Xi))
=1

=E,; E

gl

n
~E, HE |:62Trid_1(Vi_Vi—l_f(Xi—l)‘i'f(Xi))‘ Xi,Xi—l}]
Li=1

Insbesondere ist also fiir w-fast alle T € Sﬁ;l

1 =Ez 627Tid71(vn_f(X0)+f(Xn))
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_ (1) / Pl (g1 e2mid ™ GogleM ]| -1 @)+ @D |3 01| 1 ().
T \xr

Andererseits besitzt P!'» nach Voraussetzung eine Lebesgue-stetige Komponente, und

mit der Aufteilung P!'» = Q+V in die Lebesgue-stetige Komponente @ und ein Restmaf

V muss dann fiir w-fast alle T € Sﬁ;l gelten, dass

1 1 / 2mid = (log|lzM||— f (T M % (TNT
l=————— [ Q(dM)e*™ oglleM||=f@)+f @M\ o M7 (2 M
— 1 1 / 2mid =1 (log|lz M ||— £ (Z)+ f (zM)) »
= A(dM)e“™ ogll® ) aM\||"r(xM).

B.(Mo)

Da die Funkion f nur von der Richtung M des Vektors xM abhingt, kann
log|lzM|| — f(2) + f(zM) € Z

nur auf einer A-Nullmenge gelten, die e-Funktion ist also A-f.i. ungleich 1. Somit kann
das Integral {iber das W-Mafl mit der A-Dichte

QS r(@) e M1 @)L, (1 (M)

nicht 1 ergeben, Widerspruch. O

Bevor wir nun analoge Resultate zu Satz 4.3 herleiten konnen, miissen wir uns noch
um die Bedingung E¢« [Vi] > 0 des Erneuerungstheorems kiimmern. Dazu zeigen wir eine
Version des Satzes von Furstenberg-Kesten fiir regulére Matrizen, deren Beweis sich nach

unseren Vorarbeiten recht kurz ausnimmt.

6.12 Satz

Zusdtzlich zu den Voraussetzungen von Satz 6.7 gelte
E [log™" || M1]|] < oc.
Dann existiert ein o € [—00,00), so dass gilt

1
lim —log||lzMj--- M,| = o P-fs.

n—oo n
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fiir alle x € S41, sowie
.1
lim —log||[M;---M,| =a P-fs.
n—oo n

Auflerdem ist (Xp)n>0 positiv Harris-rekurrent, und fir die eindeutig bestimmte statio-

ndre Verteilung m gilt
o= /E llog |z My ||| 7(dZ) = Eq [Vi].

Beweis. Wir haben bereits in Bemerkung 6.10 gesehen, dass (X7n, Un+1)n>0 positiv Harris-
rekurrent ist. Nach Satz 1.18 (c) gilt dann das starke Gesetz der grofen Zahlen fiir jede
messbare Funktion g: Si;l x R — R mit E; [|g(Xo,U1)|] < co. Nach Voraussetzung ist

E, [U] <E [log" |M]] < oo,

also lésst sich mittels Stutzen folgern, dass

nh_)n(;lO - nl_}ngo - ZUk = =E; [Vi] = a Pz-fs.
fiir jedes T € S . Mit der selben Argumentation wie im Beweis von Satz 4.1 folgt, dass

1
P ( lim —log||lzM; --- M,| = a) =1
n—oo N
fiir alle z € S9!, und weiter

1
lim —log|| My M,||=a P-fs. O
n—oo n
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7. Erneuerungstheorie fiir Produkte

regularer Zufallsmatrizen

7.1. Positiver Ljapunov-Exponent

Nun kénnen wir das bisher Gezeigte zusammentragen, und erhalten das Analogon zu 4.3

fiir den Fall reguldrer Matrizen. In diesem Abschnitt gilt » = 1 und s = 0, also

]P(an)nzl — P(Mn)n21

fiir alle 7 € Sﬁ;l.

7.1 Satz
Es sei (My)n>1 eine Folge von unabhdangig, identisch verteilten Zufallsmatrizen mit Wer-

ten in M(d x d,R), fir die folgende Voraussetzungen erfillt seien:
1. P(M; ist regulir) = 1 und E [log® || M;]|] < oc.

2. Es gebe einn >0, ein ¢ > 0, eine Matriz My € GL(d,R) und ein vy9 > 0, so dass
P! quf B.(My) eine Komponente mit Lebesque-Dichte grifier gleich o besitzt.

3. Es gebe eine zuldssige Matriz.

Dann gibt es ein a € [—00, 00) mit

1
lim —log||M;---M,| =a P-fs.
n

n—oo

Im Falle o > 0 existiert ein W-Maofi m auf Si;l und eine m-Nullmenge N, so dass fiir
alle v € S mit T ¢ N und alle h > 1 gilt

tlim E[#{n>0 : t<|zM; - M,| <th}] =a 'logh.
—00

Beweis. Wir haben in Satz 6.8 gezeigt, dass unter den gegebenen Voraussetzungen die

Markov-Kette (X, )n>0 positiv Harris-rekurrent ist. Somit besitzt (X, )n>0 eine eindeutige
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stationdre Verteilung 7 auf Si_il. Unter dieser ist der Markov-Random-Walk (X7n, Vo )n>0
nach Satz 6.11 nichtarithmetisch. Schliefslich folgt aus Satz 6.12 die P-fast sichere Kon-
vergenz von i log || M; -+ M,|| gegen «, sowie E [V1] = . Im Falle a > 0 ist also das
Erneuerungstheorem 1.20 anwendbar, und wir erhalten insbesondere fiir alle A > 1 und

m-fast alle T € Si;l

tlim E[#{n>0 : t<|zM;---M,| <th}]
—00

= lim E[#{n>0 : logt<log|xMi---M,| <logt+logh}]

(logt)—o0
= Uy(Sill x (logt) + [0,log h])
=t W(Siil) A([0,log h]) = o~ tlog h. O

7.2. Existenz transformierter Male

Um die Resultate fiir den Fall eines negativen Ljapunov-Exponenten

n—oo

1
lim —log [ M- M| =5 <0 P-fs

herleiten zu kénnen, miissen wir wie in Kapitel 5 die Existenz eines nichttrivialen mafsde-
finierenden Paares zeigen. Wir werden der dortigen Beweisfiihrung weitestgehend folgen,
und einige Resultate auch direkt iibernehmen konnen.

Unser erstes Ziel wird es sein, den folgenden Satz zu beweisen, der die Entsprechung

von Satz 5.1 ist.

7.2 Satz
Es gelte:

1. P(M; ist regular) = 1.

2. Es gebe einn > 0, ein ¢ > 0, eine Matriz My € GL(d,R) und ein vo > 0, so dass
P quf B.(My) eine Komponente mit Lebesque-Dichte grifier gleich o besitzt.

3. Es gebe eine zuldssige Matrix.

4. Fiir jedes © € S und jede offene Menge U C S91 existiere ein n > 1 mit
P (211, € U) > 0.

Es existiere ein 39 > 0, so dass gelte

5. E [HM1||”° log™ HM1||] < 00,
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1

6. E[AN(M1)™] > 1, wobei A\(M1) den kleinsten Eigenwert von (MyM?!)2 bezeichne.

Dann gibt es fiir jedes s € [0, s¢9] eine Zahl o,, > 0 und eine positive stetige Funktion

Ty Si;l — (0,00), so dass fir jedes s und jedes T € Sﬁ;l gilt

E M |*r(@0)] = e.r(@).
Auferdem folgt:
(3) 108 05 = Ty o0 L log B [|TT, [
(b) Es gibt eine Konstante C > 0, so dass
0> (C- B[, |)"
fiir alle n > 1.
(c) 00 =1 und g,, > 1.
Auch diesen Satz teilen wir in mehrere Lemmata auf:

7.3 Lemma
Es seien die Voraussetzungen von Satz 7.2 erfillt. Dann gibt es fiir jedes s € [0, 5] eine
Zahl 0, > 0, die die Eigenschaften (a) - (c¢) aus Satz 7.2 erfillt.

Beweis.
1.SCHRITT : DEFINITION VON p,,
Wir betrachten wieder die Abbildung

T, : Cy(ST) — Cy(54)
T.f(x) .= E [|JaM|” f(@])] ,

deren Eigenfunktionen wir suchen. Die Wohldefinition dieser Abbildung folgt wie in
Lemma 5.2, und ebenso ist wiederum nach Korollar A.12 die adjungierte Abbildung
T, : Myeg(S+) = M,cy(S+) gegeben durch

/ (T, v)(dz) £ (7) = / o(d7) (T f) () = / V(dD)E oMy f @] (72.1)
fiir alle f € C’b(Si;l). Da

f>20 (f>0) = T, f>0 (T.f >0),
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ist T, ein positiver Operator.
Weiterhin ist 2 M; # 0 P-f.s., da P (M ist reguldr ) = 1, und damit E [||z M ||”] > 0 fiir
alle z € S9!, Somit ist

T% : QII(Si) — QII(Si)

-1
vis T = (| TLv|) T = </ v(dz)E [|]a:M1H”]> T v

eine wohldefinierte Abbildung, wobei 20(S+) die Menge der W-Make auf Sy bezeichnet.
Deren Stetigkeit bzgl. der schwachen Konvergenz folgt wie in Lemma 5.2. Nach Korollar
A.11 besitzt T% dann wiederum einen Fixpunkt v, € 2U. Das W-Mal v, ist damit

zugleich ein Eigenmal von T},. Wir wahlen nun g,, als den zugehorigen Eigenwert:

0x = / (T v.) () g (7) = / v, (d7) B [| 2 My]|7] . (7.2.2)

2.SCHRITT : WERTE FUR g9 UND g,
Daraus folgt direkt

min E[||zM]]"] < 0. < E[||M1]"].
[EGSd_l

Offenbar ist dann gp = 1; wir zeigen nun, dass g,,, > 1:

|zM|| =/ (M, xM) = Ve MMtat = \/(xMMt, z) > X(M) ||z|| ,

wobei A(M) den kleinsten Eigenwert von v MM?! bezeichnet. Nach Voraussetzung ist
dann
E[|zM ] = EAM)™ =] = EAMM)™] > 1

fiir alle 2 € S%1; und somit g,, > 1.

3.SCHRITT : g,, = lim,, oo E [HHHH}‘]%
Wie in Lemma 5.2 zeigt eine Induktion, dass T2 f(z) = E [||IL, || f (2II,,)], sowie

&= / (TL)"v,0) (dz)1 (7) = / v (dT) T2 (7) = / v (d)E (21,7, (7.2.3)
Das gibt uns schon die Ungleichung

ol < E|[TL["]. (7.2.4)
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Fiir eine Abschitzung nach unten betrachte die Abbildung

h : 831 (Ed) X [0, %0] — R

(M, 30) > / v, (dT)e 0Bl M |

Der Satz von der majorisierten Konvergenz liefert die Stetigkeit von h; auferdem ist h
strikt positiv:

Denn angenommen, es gibe eine Matrix My € 9By (Fy) mit [ v, (dz)ex1osleMol = ¢,
Dann wiére

lzM||* =0 v,fs. = v, (ker M}) = 1.
Da My nicht die Nullmatrix ist, ist ker M{ ein echter Unterraum. Also ist
A =R ker M}
offen, und nach Voraussetzung gibt es dann zu Ty € supp(v,,) ein n € N mit
P (zoll, € A) >0 = E [||zoll, | 15(zoll,)] > 0.

Da A offen ist, ist dieser Erwartungswert auch in einer Umgebung von zq positiv, und

wir erhalten
0< / Vs (dT)E [[|210, || *14(21L,)] = / (TL)"v..) (d7)14(T) = o / v, (dT)14(T) = 0,

was einen Widerspruch liefert.
Also ist h strikt positiv und stetig auf dem Kompaktum 0B;(Ey) X [0, 5], nimmt also

ein Minimum C > 0 an. Damit haben wir gezeigt, dass

in /V%(da:)Ha:MH% >C>0
(MeM(dxd,R):| M|=1}

fiir alle 5¢ € [0, 5¢0]. Dies kénnen wir nun benutzen, um unter Einsatz des Satzes von Fubini

(alle auftauchenden Funktionen sind nichtnegativ) eine untere Abschiatzung herzuleiten:

o = / Vo (dD)E [[[215,]7] = [[ v.(dz) P (M) oM |

M
= JJ vlam) T L (7.2.5)
> o [ MR @) = ¢ B, (7.2.6)
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Zusammen mit (7.2.4) liefert dies
ey L
0 = lim (E[|[IL[*])~ . ]

7.4 Lemma
Unter den Voraussetzungen von Satz 7.2 und mit den Wahlen (von o,.) wie im Beweis
von Lemma 7.3 existiert fiir jedes s € [0, 5] eine stetige Funktion r,, : Si;l — (0, 00),

so dass fiir jedes T € Si_il gilt

E [||zM||"r(zMy)] = 0.7(T).

Bewets.
1.SCHRITT : EXISTENZ EINES HAUFUNGSPUNKTES

Wie zuvor wollen wir r,, als Hiufungspunkt (bzgl. der gleichméfigen Konvergenz) von

wéhlen, wobei

also
Toen () i= 0" E [[|2TL,[| 7] .

Die Existenz eines Haufungspunktes folgt wie zuvor mit dem Satz von Arzela-Ascoli.
Dank der Dreiecksungleichung geniigt es, die Beschranktheit und gleichgradige Stetigkeit
fiir die Folge (7., )n>0 nachzuweisen.

Per definitionem ist r,.,, > 0, und aus (7.2.5) folgt

E |, [|"] _ 1

Toem < =
»n,mn QZ C

IN

fiir alle n > 0. Die Folge ist somit beschrankt.
Fiir die gleichgradige Stetigkeit untersuche wiederum zwei Fille: Zunédchst sei 0 < 3¢ < 1.

Mittels Ungleichung (6) erhalten wir:

£ [T = lyTa)l™ < [l — ™[

= [E[[2TL]*] = EJyIL)7)| < llz - y|"E[T)*] < V2" d(Z5)”

QL
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S |Blel) B V2T

= |72en(@) = T2 (D) o o = o

Im Fall 5 > 1 folgt mit Ungleichung (7)

£ 2T = [y < s flz =yl [T [

= [B[[oTl, | - E[JyI|7)| < x|z =y BT < »v2d(z5) 2
V2

= ‘rz,n(j> - T%,n(g” < x ? d(fa ?),

c

insgesamt also die gleichméfige Stetigkeit, da die rechte Seite jeweils unabhingig von n

ist. Wir kénnen r,, also als Hiufungspunkt wihlen, und es folgt wie in Lemma 5.4, dass

T%’I”% = 05T -

2.SCHRITT : ;e IST STRIKT POSITIV

In Lemma 5.3 konnten wir eine echt positive untere Schranke fiir die Folge (7..n)n>0
angeben, diese haben wir hier nicht zur Verfiigung, wir wissen nur, dass r,, > 0. Also
miissen wir auf anderem Wege zeigen, dass unser soeben gewihltes r,, strikt positiv ist.

Zunichst einmal folgt aus

[rimran(@) = ot [ vatamE o, ] -

und dem Satz von der majorisierten Konvergenz, dass [ v, (dZ)r,.(Z) = 1. Somit ist 7,
nicht identisch 0. Insbesondere gibt es also, da r,, stetig ist, eine offene Menge U € Si il,
auf der r,, strikt positiv ist.

Annahme: Es gibt ein g € Si_il mit 7(zg) = 0.

Da r,, Eigenfunktion von T}, ist, folgt daraus bereits
0= T2r.(@5) = E [[lzoIln | “rse(z0Iln)] ,

insbesondere also E [r%(xoﬂn)] = 0. Nach Voraussetzung gibt es aber zu xg und dem
oben gewihlten U = p~Y(U) ein n > 0 mit P ((xoIl,)~ € U) > 0. Dann erhalten wir

aber einen Widerspruch durch

E [||zoILn |7 (z0ILn) /HyH ()P (dy) > L
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7.3. Negativer Ljapunov-Exponent

Nun sind wir bereit, den letzten Satz dieser Arbeit zu beweisen, der das Analogon zu
Satz 5.8 fiir den Fall reguldrer Matrizen bildet:

7.5 Satz
Es sei (My)n>1 eine Folge von unter P unabhingig identisch verteilten Zufallsmatrizen.
Es gelte:

1. P(M; ist reguldr) = 1.

2. Es gebe einn > 0, ein ¢ > 0, eine Matrix My € GL(d,R) und ein vo > 0, so dass
P quf B.(My) eine Komponente mit Lebesgue-Dichte gréfier gleich o besitzt.

3. FEs gebe eine zuldssige Matriz.

4. Fir jedes © € S* 1 und jede offene Menge U C S9! existiere ein n > 1 mit
P (I, € U) > 0.

Es existiere ein 9 > 0, so dass gelte
5. E[[[Mi™ log™ [ Mi]]] < o0,
6. E[A(My)*] > 1, wobei A(My) den kleinsten Eigenwert von (Mle)% bezeichne.

Es gebe ein € (—o0,0) mit

1
lim — [|[My---M,|| =5 P-fs.

n—oo N
Dann besitzt die Gleichung
1 ,
lim —log E [|IL,|*] =0
n—oo n

auf dem Intervall (0, 3] eine eindeutige Losung .

Es existiert emei‘etz’ge Funktion r : Si;17—> (0,00) und ein W-Maf © auf Si_il, sowie
eine m-Nullmenge N, so dass fir alle T ¢ N und jede stetige und beschrinkte Funktion
g9: ST % (0,00) = R gilt

lim e E |g(Z5(t), Re()) U<} | = K(9)r ()

t—o00

fir eine von x unabhangige Konstante K(g). Fir positive Funktionen g ist K(g) ebenfalls

strikt positiv.
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Insbesondere gibt es ein K > 0, so dass fiir alle x € S%! mit T ¢ N gilt
lim ' P <sup |zMy -+ My || > t) =K -r(z).
t—o00 n>1

Beweis. Satz 7.2 stellt die Existenz von Eigenfunktionen r,, zum Eigenwert p,, fiir jedes
2 € [0, 5] sicher. Lemma 5.5 zusammen mit der anschlieflenden Bemerkung liefern die
Existenz eines eindeutigen s mit g,, = 1. Dieses ist damit auch die eindeutige Losung
der obigen Gleichung. Also ist (r := r,,, »1) ein maRdefinierendes Paar.

In dem damit definierten Modell M4 sind (Xy,)n>0 und (X, Upy1)n>0 positiv Harris-
rekurrent, wie wir in Satz 6.8 bzw. Bemerkung 6.10 gezeigt haben, es existiert also eine
eindeutige stationére Verteilung 7 fiir (X,,)n>0. Insbesondere gilt (vgl. den Beweis von

Satz 6.12) die Konvergenz

lim Vn =E;[Vi] =t a P-fs.

n—oo m
fiir ein @ € [—00,00). Lemma 5.7, dessen Beweis sich problemlos iibernehmen l&sst, liefert
uns schlieklich, dass unter den gegebenen Voraussetzungen (insbesondere wegen 8 < 0)
gilt, dass a > 0.

Da der MRW nach Lemma 6.11 nichtarithmetisch ist, sind die Voraussetzungen des

Markov-Erneuerungstheorems 1.20 erfiillt, und wir erhalten genau wie im Beweis von 5.8
die behaupteten Aussagen. Die Einschriankung auf n-fast alle T € Si_il ist der entspre-

chenden Einschriankung im Markov-Erneuerungstheorem geschuldet. O
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Ausblick

Die Zukunft ... das unentdeckte Land !

An die Ergebnisse dieser Arbeit schliefen sich viele interessante Fragestellungen an:

e Kesten [11]| nutzte die hier gezeigten Resultate zur Untersuchung von stochastischen

Fixpunktgleichungen der Form
Y ~MY +Q,

wobei M eine zufillige Matrix und Q ein zufilliger Vektor ist, deren Verteilungen

bestimmten Bedingungen geniigen mogen.

Eine Losung dieser Gleichung ist durch
o0
Y =) M Mp_1Qy
k=1

gegeben, wobei (My,)n,>1 und (Qn)n>1 (auch untereinander) unabhéngig identisch

verteilte Kopien von M bzw. @ darstellen, sofern der Ljapunov-Exponent
1
a= lim —log||Mj--- M,
n—oo n
negativ ist. Kesten zeigt, dass sich die Tailwahrscheinlichkeiten von Y,

P(Y >1t),

fiir grofse t verhalten wie

P (sup | My - Myl > t) :
n>1

!Kanzler Gorkon in Star Trek VI.
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Mit den in dieser Arbeit vorgestellten Ergebnissen kann er somit folgern, dass Y

im Anziehungsbereich einer stabilen Verteilung liegt.

Auch im Fall positiver Matrizen kann die Harris-Rekurrenz der Steuerkette gezeigt
werden, sofern wie im reguliren Fall die Existenz einer A-stetigen Komponente
vorausgesetzt wird. Dies ersetzt die umfangreichen, in Kapitel 3 durchgefiihrten
Rechnungen, durch die in Kapitel 6 durchgefiihrten. Allerdings kann, will man
Konvergenzraten beweisen, auf keine der in Satz 4.3 genannten Voraussetzungen
verzichtet werden, da diese allesamt auch fiir die Existenz eines mafsdefinierenden

Paares (7, ) notwendig sind.

Allerdings erhalten wir dann die Aussagen nur noch fiir n-fast alle x € S, statt
fiir alle x € S, da wir die zweite Version des Markov-Erneuerungstheorems nutzen.
Dies wirft die Frage auf, unter welchen zusétzlichen Voraussetzungen dort auf diese

Einschrankung verzichtet werden kann.
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A. Anhang

A.1. Haufig benotigte Ungleichungen
(1) Fiir beliebige Vektoren x,y # 0 gilt ||z — || < H%II |z —yl|:

|m—yn=\

2l Ayl H

el = el

BER

= il =y ol + v iyl — v
ERML
1
s—————omwux—mrwwu-mu—ww)
Tl | |

.. . d
(2) Fiirx € Sy gilt > 7z > ||z -
Da z > 0, ist auch (ZZ L T)? > Zz 1 =7. Wurzelziehen liefert die Behauptung, da
lz|| = \/Z?Zl z? = 1. Insbesondere ist auch Z¢:1 x; > 1.

(3) Fiir bel. Matrizen M gilt | M]| < \/Z” L(M(3,7))2

Sei x € S9! ein beliebiger Vektor. Dann gilt nach der Cauchy-Schwarz-Ungleichung,
dass (3301, @M (i, 5))* = (w, M (-, j))? < |* (2, M(i,j)?) fir alle 1 < j < d.

Daraus folgt sofort

[M][ = sup Z(Zazl )2_

reSd—

(4) Fiir nichtnegative Matrizen folgt mit (2) direkt | M| < Z” L M(3, 7).

(5) Fiir alle z € RY ist ||z > d~2 2%, 2
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Nach der Ungleichung vom arithmetischen und quadratischen Mittel ist

d d
D ie1 953 > D im1 Ti,
d - d ’

multipliziere mit 2.
(6) Fiir 5 € (0,1) und reelle Zahlen «, 8 gilt ‘]a\% - |[3|“} <|a—B|*:

Die Funktion ¢ ~ st*~1 ist monoton fallend auf (0, co), deshalb gilt

|af 18] min{|al,|8[}+|e—8] loe—B]
‘/%t”ldt - /%t”ldt‘ = / st Lt < / st Ldt = |a — B
0 0 min{|al,|8|} 0

(7) Fiir >« > 1 und reelle Zahlen «, 3 gilt ‘|a!”— \/B\”’ < |a—B| s-max{|a|* L, |37 L}

Beachtet man, dass die Funktion ¢ — »¢*~! nun monoton wachsend ist, so erhalten

wir
o] max{|al,|8[}
| / st Lt / ot = / st Vdt < Ja—B|-semax{ a7, |87}

max{|al,| 8]} —[a—p]

A.2. Schwache Konvergenz und die schwache

Feller-Eigenschaft

Fiir einen topologischen Raum S bezeichnet Cy(S) die Menge der stetigen, beschriankten
Funktionen f : X — R.
Im Folgenden sei S stets ein separabler metrischer Raum. Auf metrischen Réumen be-

zeichnen wir die von den offenen Mengen erzeugte o-Algebra als die Borelsche o-Algebra.

A.1 Definition (Schwache Konvergenz auf metrischen Raumen )

Sei S ein metrischer Raum mit Borelscher o-Algebra S; py,, n > 1 und p endliche Mafe
auf S. Dann heiBt (fi,)n>1 schwach konvergent gegen p (kurz p, — p), wenn fiir alle
f € Cp(S) gilt

lim fdun = / fdpu.

n—o0
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A.2 Satz (Eindeutigkeitssatz )
Sind p, v zwei endliche Mafle auf S, so dass

[ tin= [ sav
S S

fir alle f € Cp(S), so gilt p=v.
Beweis. siehe 8], VII1.4.6 . O

A.3 Satz (Portmanteau-Theorem )
Sei S ein metrischer Raum mit Borelscher o-Algbra; p,, n > 1, und p endliche Mafe

auf S. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

(a) pn = b .

(b) Es ist lim, o0 pin(S) = p(S), und fir jede abgeschlossene Menge A C S gilt

lim sup fin (A) < p(A).

n—oo B
(¢) Es ist limy oo pin(S) = u(S), und fir jede offene Menge U C S gilt

liminf p, (U) > p(U).

n—00 -

Beweis. siehe [8], VIIL.4.10 . O

A.4 Definition (Straffheit einer Makfolge)
Sei S ein metrischer Raum mit Borelscher o-Algbra, (pn,)n>1 eine Folge von Mafken auf
S. Die Folge heifst straff, falls fiir alle € > 0 eine kompakte Menge K C S existiert, so
dass fiir alle n >'1

pn(K€) < e.

A.5 Satz (Satz von Prochorov)
Ist S ein metrischer Raum, so ist jede straffe und beschrankte Menge von Maflen auf S

schwach relativ folgenkompakt.
Beweis. siehe [8], VII1.4.22 . O

A.6 Definition (Schwache Feller-Eigenschaft )
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Ein Ubergangskern P : S x S — [0, 1] wirkt auf Cy(S) vermittels

P f(z) = / P (x,dy) /()

S

fir alle z € S. Wir sagen, dass P die schwache Feller-Eigenschaft besitzt, falls
fe Cb(S) =Pfe Cb(S).

A.7 Satz (Existenz einer stationdren Verteilung)

Sei S ein kompakter metrischer Raum mit Borelscher o-Algebra S, P : S x & — [0, 1]
ein Markovkern, der die schwache Feller-Eigenschaft erfillt. Dann ist fiir jedes y € S die
Folge der Okkupationsmapfe

n

i=1
schwach relativ folgenkompakt, und jeder Hdufungspunkt ist ein invariantes W-Maj$ fiir
P.

Bewets. S ist nach Voraussetzung kompakt, also ist jede Folge von Mafen auf S straff
(wahle K = S). Fiir jedes yop € S und n > 1 ist

1 e .
n = — P*(yo, - A21
@ n; (0, ) (A.2.1)

ein W-Mafs, insbesondere ist die Folge (¢,,)n>1 beschrankt. Somit ist sie nach dem Satz

von Prochorov A.5 schwach relativ folgenkompakt.

Sei nun yo € S beliebig und (¢n, )k>1 eine schwach konvergente Teilfolge von (A.2.1)
mit Limes ¢. Dann ist ¢ wieder ein W-Mafs. Um zu zeigen, dass ¢ stationér fiir P ist,

geniigt es nach dem Eindeutigkeitssatz A.2

[ [ 1P @ dyetan) = [ 1wt
S S S

fir alle f € Cp(S) nachzuweisen. Nach Voraussetzung besitzt P die schwache Feller-
Eigenschaft, fiir f € Cy(95) ist dann auch P f € Cp(S) und somit eine Testfunktion fiir
die schwache Konvergenz. Beachtet man noch, dass [¢ f(y)P™(yo,dy) < || fllec < oo fiir
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alle n > 1, so ergibt sich

//f P (x,dy)p(dzr)

1 <&
— i dy) Pi(yo.d
kggo//f (z,dy) kz; (o, dx)

:kh—{go//f (z, dy)— Z/ / (yo,dy1) - .. P (yi—1, dx)

Si—1

:klingo/f y) nkZ/ / (Yo, dy1) - - - P (yi—1,dx) P (z, dy)

= lim [ f(y ZPM Yo, dy)
S
= Jim /( ZP yo,dy> /f(y)P"’““(yo,dy) —;/f(y)P(yo,dy)

S S

= hm /f Py (dy)

z/f(y) o(dy)
S

A.3. Satze aus der Funktionalanalysis

Sei X ein normierter (und also topologischer) Vektorraum. Der Vektorraum der stetigen
Linearformen z’ : X — R heikt der Dualraum von X und wird mit X’ bezeichnet. Mit
der Norm [|z'|| := supj, <1 [2'(2)] ist er stets ein Banachraum (vgl. [18], I1.2).

Auf X’ kann eine weitere Topologie definiert werden: Definiere fiir jedes x € X eine
Halbnorm auf X’ durch

Diese Familie erzeugt eine lokalkonvexe Topologie auf X', die als schwach*-Topologie
bezeichnet wird. X', versehen mit dieser Topologie, ist ein lokalkonvexer (topologischer)
Vektorraum. Eine Folge (@], )n>0 C X' ist konvergent in dieser Topologie (mit dem Grenz-

wert 2'), falls
lim 7], (z) = 2'(z) (A.3.1)

n—oo
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fiir alle x € X gilt. (Die Details finden sich in [18], VIIL.1 & Beispiel (h)).

A.8 Satz (Satz von Alaoglu )

Sei X ein normierter Raum, X' der zugehorige Dualraum. Dann ist
B:={z'eX : ||| <1}
kompakt in der schwach*-Topologie.

Beweis. siehe [18], VIII.3.12. 0

A.9 Satz (Satz von Schauder-Tychonoff )
Sei A eine kompakte konvexe Teilmenge eines lokalkonveren Vektorraums. Dann besitzt

jede (bzgl. der lokalkonvexen Topologie) stetige Abbildung T : A — A einen Fizpunkt.
Beweis. siehe [7], V.10.5. O

Sei T : X — Y eine Abbildung zwischen normierten Ridumen. Die adjungierte Abbil-
dung T' : Y’ — X' ist die durch

(T"y)() := y/(T)

definierte Abbildung. 7" ist wohldefiniert und stetig (vgl. [18], II1.4).

Sei S ein kompakter Hausdorff-Raum mit Borelscher o-Algebra S. Ein Mal v auf S
heiftt reguldr, falls fiir alle A € S und € > 0 ein Kompaktum K und eine offene Menge
U existieren, so dass K € A C U, und v(U\K) < e. D.h. jede mekbare Menge kann
von innen durch kompakte Mengen, und von aufen durch offene Mengen approximiert
werden, und das dufere und das innere Maft konvergieren gegeneinander. Ein signiertes
MagR v heift regulir, falls v, v~ regulér sind. Mit M,.¢4(S) bezeichnen wir die Menge der
signierten reguldren endlichen Mafe v : § — R. Versehen mit der Totalvariationsnorm
V]| :==vT(S) + v (S) ist Myey(S) ein normierter Raum.
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A.10 Satz (Darstellungssatz von Riesz)
Sei S ein kompakter Hausdorffraum. Dann ist
D M,ey(S) = Ci(9),
o)1) = [ fav
S

ein ordnungstreuer isometrischer Isomorphismus.
Beweis. siehe [18], Satz I1.2.5. O

Wir kénnen den Dualraum zu Cj(S) also als M,..,(S) darstellen. Die Dualraumnorm
[v]| := supys<i| [ fdv| ist die Totalvariation (wéhle f = 14 — Tac mit v (A°) =
v~ (A) = 0; dies ist moglich nach dem Hahnschen Zerlegungssatz ([8],VII.1.8)).

Eine Folge von Mafen ist konvergent in der schwach*-Topologie, wenn sie im herkémm-

lichen Sinne schwach konvergent ist, denn (A.3.1) wird zu
lim [ fdv, = /fdl/
n—oo

fir alle f € Cy(S). Der Satz von Alaoglu besagt also, dass

M,(S) = {v : |lv] <1}

reg

kompakt in der schwach*-Topologie ist, und damit insbesondere auch die Menge der
Wahrscheinlichkeitsmafe 20 auf S. Da 20 weiterhin konvex ist, erhalten wir aus dem

Satz von Schauder-Tychonoff nun:

A.11 Korollar

Sei S ein kompakter Hausdorff-Raum mit Borelscher o-Algebra, 20 bezeichne die Menge
der Wahrscheinlichkeitsmafle auf S. Jede bzgl. der schwachen Konvergenz stetige Abbil-
dung T : 00 — J besitzt einen Fizpunkt.

Die adjungierte Abbildung sieht nun wie folgt aus:

A.12 Korollar
Sei S ein kompakter Hausdorffraum, T : Cy(S) — Cy(S) eine stetige lineare Abbildung.
Die adjungierte Abbildung T' : Myeg(S) = M;eq(S) ist dann gegeben durch

/ (T'v)(dz) f(z) = / v(dx)(Tf)(x) Vf € Cy(S).
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A.13 Satz (Satz von Arzela-Ascoli)
Sei (S,d) ein kompakter metrischer Raum, und sei M C Cy(S). Die Teilmenge M sei
beschrinkt und gleichgradig stetig, d.h.

Ve>0VzxeS>0VfeMvVyeS dxy <d=|f(x)— fly)| <4

Dann ist M (folgen-)kompakt.

Beweis. siehe [7], Satz IV.6.7. O

A.4. Satze aus der Wahrscheinlichkeitstheorie

A .14 Definition
Sei (Xp)n>o @ (2,4, P) — (RN, BY) ein stationérer Prozess. Eine Menge A € A heift

invariant, falls ein B € BY existiert, so dass
A={(Xpn, Xnt1,...) € B}

fir alle n > 0.

A.15 Satz (Birkhoff’scher Ergodensatz )
Sei (Xpn)n>o0 ein (unter P ) stationdrer Prozess und E [| X1|] < co. Dann gilt

1 n
~> X > B[X1|J] P-fs und in L (P),
"=

wobet J die o-Algebra der invarianten Mengen bezeichnet.

Beweis. siehe [6], Theorem 6.28. O

A.5. Erganzungen

Beweis von Lemma 1.8

A.16 Lemma
Sei Co =0, und fiir k> 1

Ck—{xES : IPm<‘:;LnZ fﬁrallemZk)Z

N | =
H/_/

1
k
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Es seien x € S, t € R, b € R" und k > 0 beliebig. Dann gilt

Un(Cr X [t 1 +b) = Ex Y 1ix, 0y vaeltest)y < 2(k + 1+ kb).

n=0

Beweis. Definiere die Erst- bzw. Wiedereintrittszeiten

70 = inf{n>0 : X, € C, V,, € [t,t+ 1]},

Tiv1 = inf{m+m : m>k, Xqim € Ck, Vipm € [t,t+0b], Viim —

Ist m > kb, so folgt aus V, 4, € [t,t + b] stets

Vetm — Vi, <b<mk™,

die letzte Bedingung stellt also keine Einschrankung mehr dar.

(A5.1)

Vy, < mk™ 1}

Somit kann (X, V},) € Ci x [t,t + b] fiir hochstens (k + 1 4 kb) Werte von n zwischen 7;

und 741 gelten. Also

oo
Z Lix,eck, vaelt,t+o]}

n=0
Tj41—1
< Z]I{T <oo} Z L x,ecy, vaeltit}
7=0 n=rj
j=0

(A5.2)

Induktiv zeigen wir nun P, (7; < 00) < %Z fiir alle ¢ > 0. Der Induktionsanfang ist trivial;

im Induktionsschritt schitzen wir zunichst die bedingte Wahrscheinlichkeit ab:

P, (Tiy1 < oo | Fr)
= P, (141 < 00,7 <00,...,79 <00 | Fry)
= Pu(7iy1 <00 [ Fr) - Lz coo,...imp<o0}
< P, (Elm >k mit Vi =V, < mk ! | ]—"7.1.) 17, <o0,...,ro<o0)}
< (=P (Vagm = Ve, 2mk™ Ym 2>k | F)) - Lipcoo. oo}
= (1 x,, (Vin =mk™" Vm > k)) 7 <o0,.. mo<00}
< % L7 <oo,.. <0}
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Dabei wurde in der vorletzten Zeile die starke Markov-Eigenschaft von (X,,,V},) benutzt,
und in der letzten Zeile, dass X, € Cy auf {1, < o00,...,79 < 00}.

Mit der Induktionsvoraussetzung

11'
Py(ri <o00,...,790 <0) =P, (1 < 00) < 3
folgt nun
P, (1i41 < 00)
= Er[IP$<Ti+1<OO,TZ‘<OO,...,7'0<OO‘Ffri”
1

< E:c 5 . ]1{Ti<oo,“.,7-o<oo}

= Q‘Px(Ti<OO,'”,TU<OO)
IV 1i+1

< =

- 2

Mit (A.5.2) folgt nun die Behauptung:

I,

> lix,ec, Vne[mb]}] <> Po({rj <oo}) (k+1+kb) <2(k+1+kb). O

n=0 j=0
Beispiel fiir einen schwach nichtarithmetischen, aber 1-arithmetischen MRW

Sei S ={1,2,3}, (Xy)n>0 eine diskrete Markov-Kette auf S mit Ubergangsmatrix

0}
P=]1100
100

und die Verteilung von (V,,),>0 gegeben durch

P(Vie | X1=1,X=2) ~ B(l,%)
P(Vi—e€-| X1 =1X0=3) ~ B(l,%)
PWVie | X1=2Xy=1) ~ B(L%)
P(Vi—ec-|X1=3Xo=1) ~ B(lé)-
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Wihle v(3) = e, v(1) = 7(2) = 0. Dann ist (Xp, Vo)n>o (bzgl. 7 = (3, 1, 1) ) 1-arithmetisch.
Jedoch ist

1
]P1(X3=17V3=1)=]P1(X3=1,V3=0)ZIPl(ngl,sze)ZZ,

und somit (X, Vy,)n>0 schwach nichtarithmetisch.
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