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1 Grofie Abweichungen

Schon in der Wahrscheinlichkeitstheorie I haben wir die Frage nach der Konver-
genzgeschwindigkeit in den Gesetzen der grolen Zahlen gestellt. Diese soll in diesem
Kapitel unter geeigneten Voraussetzungen beantwortet werden. Dies fiihrt zu dem
sogenannten Satz von Cramér, den dieser 1938 bewies. Es ist der erste (mathema-
tische) Fall eines Prinzips der groflen Abweichungen (physikalisch kann man das
Boltzmannsche Gesetz S = klog W als ein Prinzip der grofien Abweichungen anse-
hen).

Wir werden von nun an annehmen, dass die vorgelegten Zufallsvariablen X;, X5, ...
reellwertige, i.i.d. Zufallsvariablen sind mit einer endlichen momenterzeugenden Funk-
tion

o(t) == Ee™ < 00 fir allet € R (1)

(dass diese wichtig ist, wenn man exponentielle Konvergenz im Gesetz der grofien
Zahlen zeigen will, liegt auf der Hand, wenn man sich vor Augen fiihrt, dass fiir
so eine Konvergenzgeschwindigkeit in der Herleitung des Schwachen Gesetzes der
grofien Zahlen am besten die gewohnliche (quadratische) Chebyshev—Ungleichung
durch eine exponentielle ersetzt wird; bei dieser taucht dann automatisch die mo-
menterzeugende Funktion (1) auf). Wir werden uns in diesem Kapitel vor allem
damit beschéftigen, den Zusammenhang zwischen ¢(a) und

1
—1I(a) := lim —logP(S, > na)

n—oo N,

herzustellen. Hierbei schreiben wir — wie immer — S, := >_" | X;. In einem ersten
Schritt werden wir zeigen, dass dieser Limes iiberhaupt existiert. Dazu definieren
wir

T = P(S, > na) (2)
und bemerken, dass
Tman = P(Sm > ma, Spym — Sy > na) = P(S,, > ma)P(Syim — Sm > na) = m,m,

aufgrund der Unabhéngigkeit und identischen Verteilung der X;. Definieren wir wei-
ter

In = log]P(Sn > na)a (3)
so folgt
Lemma 1.1 Es gilt
Ymtn = Ym + Tn (4)
und daraus folgt, dass
Ty sup Tm wenn n — oco. (5)
n m>1 M



Beweis: Offensichtlich gilt lim sup 2* < sup,, 7. Es geniigt also zu zeigen, dass fiir
jedes m gilt

o o
n m

Halten wir also m fest und schreiben n = km + [ mit 0 <[ < m, erhalten wir unter

wiederholter Benutzung der Ungleichung (4),

lim inf

Tn = kYm + -

Tnoo (kMmN am
n — \km+1l/ m n

Schickt man n gegen oo und erinnert sich, dass 0 < [ < m war, erhélt man das
Resultat. O

Division durch n ergibt

Dieses Lemma impliziert schon, dass

lim ! log P(S,, > na) = —1(a)

n—o0 M,

existiert und (natiirlich) nicht—positiv ist. Aus der Formel, die wir fiir den Limes der
In gewonnen haben, folgt

P(S, > na) < e ™M@, (6)
Ubung 1.2 Man zeige, dass die folgenden Aussagen dquivalent sind:

1. I(a) = oo.

~

(X1 >a)=0.

Lo o

. P(S, > na) =0 fir alle n.

Ubung 1.3 Man zeige, dass

I ( ’ b) < 3 (I(a) + 1))

2

gilt, I also konvez ist.

Wir werden nun die oben angekiindigte Abschétzung mit einer exponentiellen Chebyshev—
Ungleichung durchfiithren. In der Tat gilt ja durch Anwendung der exponentiellen
Chebyshev—Ungleichung (d.h. einer Markov—-Ungleichung mit der wachsenden Funk-

tion g(t) = e') fiir jedes t > 0:

P(S, > na) < e "o(t)"
oder mit ¥ (t) := log ¢(t)
P(S, > na) < e "ta=v0),

Die Abschétzung ist natiirlich nur dann gut, wenn die rechte Seite wenigstens kleiner
ist als 1, der Exponent also negativ.



Lemma 1.4 Wenn a > EX; gilt und t klein genug ist, gilt at — () > 0.

Bemerkung 1.5 Die Ezistenz des Erwartungswertes EX, folgt aus der Annahme

(1).

Beweis:(von Lemma 1.4) Bemerke, dass 1(0) = logp(0) = 0. Wenn wir somit
zeigen konnen, dass

P(t) = p=EX; wenn ¢t — 0,
erhalten wir .
at — (t) = / a—/(0)d0 > 0
0
wenn ¢ klein genug ist, wie gewiinscht.

Zunéchst zeigen wir, dass die Ableitungen existieren.Es ist
Ee*t = /em]P’X(d:c).

Da €' fiir alle ¢ als integrierbar vorausgesetzt ist, kénnen wir nach dem Satz iiber
dominierte Konvergenz ¢’ berechnen, indem wir die Ableitung unter das Integral
ziehen:

o'(t) = /xethP’X(dx) fiir t € (0, o).

Nimmt man den Limes t — 0 und wendet fiir die x < 0 den Satz von der monotonen
Konvergenz and fiir die x > 0 den Satz von der dominierten Konvergenz, sieht man,
dass ¢/(t) — p fiir ¢ — 0. Da nun andererseits ¢(t) — 1, wenn ¢t — 0, haben wir
somit gezeigt, dass ¥'(t) — p gilt, wenn ¢ — 0, was nach der Eingangsbemerkung
die Behauptung beweist. O

Nun, da wir eine Schranke fiir P(S, > na) gefunden haben, liegt es nahe, diese
Schranke zu optimieren, also das Minimum von —ta + t(¢) zu finden. Dazu bilden

wir o
d o' (t
—fta— ()] =a—
Gilte vl =020

und somit sollte das Minimum (wenn alles gut geht) bei a = L(tt) angenomimen

werden. Um sicherzustellen, dass wirklich alles gut geht, definieren wir ein Maf§ (),
vermoge der Dichte
dQ), 1 ot

x50
Man beachte, dass @; ein W — Maf ist. Sein Mittelwert berechent sich als

/det(x) _ L /_OO e dPx(z) = cp'(t)'

p(t) S p(t)
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Differenziert man noch einmal, erhédlt man

18- (20 - [ s (f o) o

Diese Ungleichung ist sogar strikt, wenn wir annehmen

X ist nicht die Dirac-Verteilung in pu. (7)

Unter (7) ist % strikt wachsend. Da % = u, zeigt dies, dass fiir @ > p héchstens

ein t, existiert, das die Gleichung a = “;l((fj)) 16st.

Ein solches ¢, ist fiir uns der wesentliche Punkt, um die korrekte Rate fiir v, zu
bestimmen. In der Tat gilt:

Theorem 1.6 Es sei (X;) eine Folge von i.i.d. Zufallsvariablen , die (1) und (7)
erfillt. Sei S, =Y., X;. Dann gilt fir alle a > EX; die folgende Gleichheit:

le %log P(S, > na) = —I(a), (8)
wobet
I(a) := Sup [ta —(t)] (9)
gilt.

Beweis: Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit nehmen wir an, dass ¢ = 0 und
EX; < 0 gilt (substituiert man nédmlich X; — X; + a, so ersetzt man auch ¢(t)
durch e“p(t). Mit I(-) — definiert wie in (9) — verschiebt sich dann auch I(a) zu
1(0)). Wir schreiben in der Folge

g = mfe(l)
und bemerken, dass
I(0) = —logg mit I(0) =00 fallsg=0
gilt.

Nun folgt mithilfe der exponentiellen Chebyschev—Ungleichung fiir alle positiven ¢

P(S, > na) < e "tav®) (10)
und somit ]
lim —logP(S,, > na) < — sup [ta — (1)]. (11)
n—oo M teR+

Um das Supremum iiber die ganze reelle Achse auszudehnen, iiberlegen wir, dass ¢
eine strikt konvexe Funktion ist. Es ist offenbar ¢'(0) = EX; < 0 (nach Annahme).
Wir unterscheiden drei Félle, je nachdem, wo P seine Masse hat.

b}



o P(X, <0) =1
Dann ist ¢'(t) = [ zedP*(x) < 0 fiir alle ¢ € R. Somit ist ¢ strikt fallend.
Es ist somit
g = lim p(t) = P(X, = 0) = 0.

Da auch
P(S, > 0)=0
gilt, haben wir in diesem Fall schon (8).

Wie oben zeigt man, dass ¢ strikt fallend ist und

lim p(t) =g =P(X; =0) > 0.

t—o00

Da in diesem Falle
P(S,>0)=PX;=...=X,=0)=g"
gilt, folgt auch hier (8).

o P(X; < 0)>1und P(X; > 0) > 0.
Dann gilt offenbar lim;_, 1+, ¢(t) = oo und da ¢ wie oben bemerkt strikt konvex
ist, gibt es ein eindeutiges 7, so dass ¢ in 7 minimal wird. Fiir diese 7 gilt
natiirlich ¢'(7) = 0 und 7 > 0, denn die Ableitung von ¢ ist in 0 negativ.
Somit gehort 7 zu den in (10) zulédssigen ¢ und es gilt daher

P(S, > 0) < Ee™" = (p(7))" = ¢",

also .
limsup — log P(S,, > 0) < logg.

n—oo 1
Um zu zeigen, dass log g auch eine untere Schranke ist, verwenden wir eine
Technik, die als Tilten oder exponentielle Mafitransformation bekannt ist. Die
Idee hierbei ist es, die zugrunde liegende Verteilung der X; so zu verschieben,
dass der Erwartungswert 0 (also unser a) ist. Dann wissen wir aus den Gesetzen
der groflen Zahlen, dass sich 5, so wie na verhalten wird. Wir kassieren aber
einen ”Strafterm” dafiir, dass wir die Verteilung geéndert haben.

Genauer fithren wir eine neue Folge (Y;) von i.i.d. Zufallsvariablen ein, die
geméf () verteilt sind, wobei

Qy — Lers
7 —ge

besitzen. () heifit auch die Cramér-Transformierte von PP. Bemerke, dass

g=o- [ T vdpY(y),

Wir benotigen nun die folgenden drei Lemmata.
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Lemma 1.7 Es gilt EY =0 und VY € (0, 00).
Beweis: Wir bezeichnen mit ¢(t) = Ee¥. Dann erhalten wir fiir alle ¢ € R
1 1
o(t) = / e dQY (z) = ~ / e "™ dP* (v) = ~p(t + 7) < 0.
R 9 Jr g

Dies impliziert, dass mit ¢ auch ¢ eine C*°~Funktion ist. Damit ergibt sich

1
EY = ¢'(0) = =¢'(7) = 0 und
g

VY = ¢(0) = éw”(ﬂ € (0, 00).

O

Lemma 1.8 Es sei T,, = ., Y. Dann gilt

]P)(Sn > 0) = gnE(e_TTnl{Tnzo}).
Beweis: Beachtet man, dass

P(S, > 0) = / dPX (zy) ... dP*(z,)
> @i>0
_ / ge ™ dQY (21)] ... [ge QY (x,)],

> ®i>0

so folgt die Behauptung. |

Lemma 1.9 FEs gilt

1
liminf —log E(e™ ™" 1(7,501) > 0.

n—oo 1

Beweis: Aufgrund von Lemma 1.7 kann man den Zentralen Grenzwertsatz
auf T}, anwenden. Wihlen wir nun eine Zahl C' > 0 so, dass

1[92 gr s |
— ez ar > —
V2 /0 4
gilt, erhalten wir die folgende Schranke

T,
E(e_TTnl{TnZO}) > e—TC\/VYM/ﬁ]P) (

N ok 0.0)).

Da die Wahrscheinlichkeit rechts fiir n gegen unendlich gegen eine Zahl > }1
konvergiert, folgt die Behauptung. O

Der Beweis des Theorems ergibt sich nun, da aus Lemma 1.8 zusammen mit
Lemma 1.9 folgt, dass

1 1
liminf —P(S, > 0) = logg + liminf —E(e """ 1;7,50y) > log g.
n n—oo M -

n—oo

Dies ist die Aussage des Theorems.



Bemerkung 1.10 Das obige Theorem nennt man auch Prinzip der groflen Ab-
weichungen. Genauer sagt man, die Folge (S,) geniigt einem Prinzip der grof$en
Abweichungen mit Geschwindigkeit n und Rate (oder Ratenfunktion) I.

Der Satz von Cramér ist somit ein Spezialfall der folgenden Definition.

Definition 1.11 Es sei (X, X) ein metrischer Raum mit seiner Borelschen o-Algebra.
Wir sagen, dass eine Folge von Wahrscheinlichkeitsmafen (P,), auf (X, X) einem
Prinzip der groffen Abweichungen (kurz: LDP) mit Ratenfunktion I : X — [0, 00]
und Geschwindigkeit a,, gentigt, falls

1. Fiir jedes L < oo die Niveaumengen
Np=A{z:1(x) < L}

kompakt sind.

2. Fiir alle offenen Mengen G C X gilt

liminfi logP,(G) > — inf I(x).

n—00 Oy z€G
3. Fir alle abgeschlossenen Mengen A C X gilt

1
limsup — log P, (A) < — inf I(z).

n—oo Qn z€A

Wir sagen, eine Folge (X,), von Zufallsvariablen geniigt einem LDP, falls (PXr)
dies tut.

Beispiel 1.12 Ist X; normalverteilt zu den Parametern p =0 und 0® =1, so ist

1 1

I(a) = sup[ta — t*/2] = a*/2.

2 t2

1
—= €2 ,

also

Ubung 1.13 Berechnen Sie die Ratenfunktion, fir X; die N'(u, o%)-—verteilt sind.

Ubung 1.14 Berechnen Sie die folgenden Ratenfunktionen:
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1. Berechnen Sie die Ratenfunktion fir X;, die Poisson—verteilt sind zum Para-
meter A > 0.

2. Berechnen Sie die Ratenfunktion fir X;, die Bernoulli-verteilt sind zum Pa-
rameter p=P(X; =1)=1—-P(X; =0).

Die Ratenfunktion im satz von Cramér hat die folgenden Eigenschaften:
Lemma 1.15 Unter den Bedingungen von Theorem 1.6 gilt

1. I st von unten—halbstetig und konvex auf R.
2. I hat fir alle L > 0 kompakte Niveaumengen Np :={z € R: I(z) < L}.
3. I is stetig und strikt konvex auf dem Inneren von Dy :={z € R: I(z) < oo}

4. I(z) > 0 mit I(z) =0 genau dann, wenn z = EX;.
Beweis:

1. Die Konvexitat von [ folgt aus der Definition: Fiir alle 0 <t <1 und =z, y gilt
tl(z)+ (1 —1t)I(y)
= sup{thz — (0} + sup{(1 = )y — (1= (V)
> sup{ (£ + (1= )y~ w(N)}
=I(tz + (1 —1t)y).

Da

¥(0) =log E(1) = 0,
folgt

I(x) > 0z —¢(0) =0

fiir alle x. Zur Halbstetigkeit bemerken wir, dass fiir x € R und z,, — = und
jedes A € R gilt:

liminf I(x,) > liminf[ Az, — ¥(A)] = Az — ¥(N).

Tp—T Tp—x

Daraus ergibt sich

liminf I(z,) > sgp[)\x —p(N)] = I(x).

Tn—T

2. Die Behauptung ergibt sich aus der Stetigkeit in 3.

3. Die Stetigkeit folgt wiederum aus der Konvexitét in 1, die strikte Konvexitét
der Rate ist eine Folge der strikten Konvexitidt von ¢.
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4. Die Nicht-Negativitdt haben wir schon unter 1. gezeigt. Fiir die fehlende Aus-
sage beachte, dass aus der Jensenschen Ungleichung

Y(A) > E(loge™) = AEX,

folgt, also
I(EX;) < AEX; — AEX; = 0.

Bemerkung 1.16 Die untere Halbstetigkeit von I ist dquivalent dazu, dass die Ni-
veaumengen abgeschlossen sind.

Die Konvexitdit von I impliziert, dass Dy ein Intervall ist.

Bemerkung 1.17 Die Aussagen von Theorem 1.6 bleibt natirlich wahr, wenn wir
die Wahrscheinlichkeiten P(S,, < an) fir a <EX; abschitzen. Dies sieht man leicht
durch Ubergang von X, zu —X;. Eine iibung ist es, dies formal zu machen.

Bemerkung 1.18 Tatsdchlich ist mit dieser Bemerkung der Satz von Cramér ein
Prinzip der groffen Abweichungen im Sinne der obigen Definition. Da nun wie oben
gesehen I(x) =0 < x = EXy, und auflerdem I strikt konvez ist auf

Dy :={x:I(z) # oo},

folgt
lim % log P(S,, < na) = — xe(iflcfo,a] I(x)
fiir alle a < EX; und
lim % log P(S,, > na) = — xei[zlio) I(z).
Dies impliziert aber auch
limllogIP)(i € (a,b)) = — inf I(x).
n n z€(a,b)

Z. B. diberlegt man fiir EX; < a <b < o0

n

1 1
lim — log P (& € (a, b)) = lim — log (P(S,, > na, —P(S,, > nb))
n n
1
< lim —log P(S,, > na) = —I(a) = inf I(x)
n z€(a,b)

und

lim llogIP’ (& € (a,b)) > lim llogIP)(Sn >na)(l—e)=—1I(a) Ye>0.
n

n—oo N n—oo 1,

Schliefilich erhdlt man hieraus das LDP fiir i—" mit Geschwindigkeit n und Rate I,
indem man beliebige Mengen durch Intervalle approximaiert.
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Als Néchstes bemerken wir, dass ein Prinzip der grofien Abweichungen natiirlich
wieder das Gesetz der groflen Zahlen zur Folge hat:

Korollar 1.19 Unter den Bedingungen aus Theorem 1.6 gilt das Starke Gesetz der
groflen Zahlen fir die Folge der (S,)

Beweis: Ohne Einschrinkung kénnen wir annehmen, dass EX; = 0 ist. Man be-
merke, dass fiir jedes > 0
P(|S,| = ) =P(S, > 6) + P(S, < =)

gilt und dass aus Theorem 1.6 und der obigen Bemerkung iiber die Wahrscheinlich-
keit einer unteren Abweichung folgt, dass fiir gentigend grofie n

P(S, > ) < e 2™

und

gilt. Somit ist

und daher
D UP(IS.] > 0) <2) e 0 < oo
n=1 n=1

endlich. Aus dem Borel-Cantelli Lemma folgt daher, dass |S,| fiir jedes 6 > 0 mit
Wahrscheinlichkeit eins nur fiir endlich viele n gréfer ist als §. Dies aber heifit, dass
S, fast sicher gegen 0 — also seinen Erwartungswert — konvergiert. O

Wir wollen nun noch einige allgemeine Eigenschaften fiir Prinzipien der grofien Ab-
weichungen sammeln.

Es werden sich einige Eigenschaften herauskristallisieren, die ganz allgemein gelten.
Desweiteren werden wir gewisse Ubertragungsmechanismen aufzeigen, die uns er-
lauben, wieder neue Prinzipien der groflen Abweichungen zu erhalten. Wir beginnen
damit, die exponentielle Konvergenz im allgemeinen Rahmen zu studieren. Hier gibt
es keinen Grund, dass eine Ratenfunktion genau eine Nullstelle besitzen sollte (dies
ist im Allgemeinen auch falsch, wie wir spater sehen werden). Dennoch bekommen
wir eine exponentielle Konzentration auf , kleine“Mengen:

Satz 1.20 Sei (P,),, eine Folge von MafSen, die einem LDP mit Geschwindigkeit n
und Ratenfunktion I genitigt. Dann gibt es fir jedes ¢ < oo eine kompakte Menge
D¢, so dass

P, (DY) >1—e™ Vn.
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Beweis: Nach Annahme sind die Niveaumengen
Ap=A{x:I(x) <l+2}

kompakt, sie konnen also fiir jedes k durch eine endliche Menge offener Kugeln vom
Radius % iiberdeckt werden. Thre Vereinigung sei Uy. Es ist

I(x) > (+2

auf der abgeschlossenen Menge Uy. Daher folgt aus der oberen Abschétzung des
LDP

m% log B, (US) < —(¢ +2)
und somit fiir n hinreichend grof§ (n > nyg)
P, (Uf) < e ™D,
O.B.d.A. ist ng = ng(k) > k und daher fiir n > ny
P, (Uf) < e Fe ™.

Fiir die ersten Indizes j = 1,...,n9(k) konnen wir ohnehin kompakte Mengen
By, ..., By, finden, so dass

P,(By,) < e e V)

gilt, denn einzelne Mafle sind natiirlich straff. Wir setzen
E = (U U (B
k J

E ist total beschréinkt (Ubung) und daher prikompakt, da polnische Riume vollsténdig
sind. Weiter gilt
Pn(EC) < [Z e—k]e—nf < e—né

k>1

wir kénnen also fiir unser DY den Abschluss von E wéhlen. O

Wir wenden uns nun Situationen zu, bei denen sich ein LDP von einer Situation auf
eine verwandte Situation iibertragen lésst.

Satz 1.21 Seien (P,), und (Q,), zwei Folgen von Maflen, die einem LDP mit
Geschwindigkeit a,, und Rate I(-) bzw. J(-) geniigen. Dann geniigt auch die Folge
der Produktmafle R, = P, ® Q,, auf X xY einem LDP mit Geschwindigkeit a,. Die
Rate ist gegeben durch

K(z,y) = 1(z) + J(y).
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Da der Beweis typisch fiir einige Techniken in den groflen Abweichungen ist, geben
wir ihn schrittweise.

Beweis: 1. Schritt: Sei
(r,y)=2€ Z=XxY.

Sei ¢ > 0. Wir wollen zeigen, dass es eine offene Umgebung N = NN, . von z gibt, so
dass
mai log R, (N) < —K(2) +¢ (12)
gilt. Da I von unten halbstetig ist, gibt es eine offene Menge U; C X, so dass
I(2") > I(x) — § fiir alle 2" € U, gilt. Wir wéhlen (da U, offen ist) eine offene Menge
z €Uy, CU, CU.

Wegen des LDP fiir (P,,) gilt

1 1 _
m— log P, () < Tim— log P, (T5) < — inf I(2) < —I(z) + <.

an, (07% z’'eUsz 2

Analog findet man offene Mengen Vi, Vo C Y mit y € Vo C V5 C V5 und

— 1 — 1 —

Ay, Ap, y'eVa

DO ™

Wenn wir N = U, x V3 als offene Umgebung von z wéhlen, sind wir fertig mit (12).

2. Schritt: Sei D C Z kompakt und € > 0. Wir wollen nun zeigen, dass fiir eine
e-Umgebung D. O D von D gilt

—1

lim—logR,(D,) < — inf K . 1

im-—log (D.) < inf (2) +¢ (13)
Aus Schritt 1 wissen wir, dass fiir alle z € D eine Umgebung N, existiert, so dass

—1
lim—logR,(N,) < —K(2) +e¢ < — inlf;K(z) +e€
n z€

gilt. Aufgrund der Kompaktheit von D enthélt die offene Uberdeckung { N, }.cp von
D eine endliche Teilitberdeckung {N; : 1 < j < k}. Fiir D, = U?:1 N; erhalten wird

R, (De) < k- sup R,(N;)
J=1,k
und daher )
lim— log R, (D.) < — inf K(z) +¢.

n zeD

Da ¢ beliebig war, folgt (13). Insbesondere folgt auch

Tm— log R,(D) < — inf K(2). (14)

n zeD

3. Schritt: Aus der superexponentiellen Straftheit (Satz 1.20) wissen wir, dass es
fiir jedes ¢ kompakte Teilmengen A, und By von X bzw. Y gibt, P, (AS) < e=%¢ und
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Qn(BS) < et Setzen wir Cy = Ay X By, so ist C; nach dem Satz von Tychonov
kompakt und es gilt
R, (Cf) < 2e7*.

Nun schreiben wir eine beliebige abgeschlossene Menge C' C Z als
C=(CNC)U(CNC.
Damit bekommen wird

mi log R, (C) < mi log 2 - max(R,,(C'NCy), R, (C'NCY))

n a’TL

— 1
= lim— log max(R,(C' N Cy), e~ ™)
a

n

< max(— zeicrtfmc K(z),—10)

< —j _
< max( ;ggK(z), 0).

Schickt man ¢ — oo, erhélt man die obere Schranke.

4. Schritt: Die untere Schranke benutzt ein lokales Argument (das ist typisch) und
ist viel einfacher (das ist weniger typisch). Wir miissen zeigen, dass fiir jedes z € Z
und eine Umgebung N von Z gilt:

lim— log R,(N) > —K(2). (15)

Ist N nun eine Umgebung von z. Dann enthélt N eine Menge U x V', wobei U und
V' Umgebungen von x bzw. y sind. Da P, und Q, ein LDP und somit die untere
Schranke fiir U bzw. V erfiillt, folgt (15). O

In der Folge wollen wir uns mit Moglichkeiten befassen, ein LDP zu zeigen. Wir
beginnen mit einer Technik, die allein auf topologischen Eigenschaften beruht.

Satz 1.22 Fualls (P,) einem LDP mit Geschwindigkeit (a,,) und Rate I auf einem
polnischen Raum X gentigt underline

F:X=Y

stetig ist (dabei ist Y ein weiterer polnischer Raum), so geniigt auch die Folge Q =
P, F~t =PL einem LDP mit Geschwindigkeit (a,) und Rate

J(y)= inf I(z).

z:F(x)=y

Beweis: Znéchst sei bemerkt, dass J klarerweise nicht-negativ ist. Ferner nimmt die
unterhalb-stetige Funktion I auf jeder ihrer kompakten Niveaumengen ihr Minimum
an, das Infimum in der Definition von J ist also ein Minimum. Somit gilt fiir die
Niveaumengen von J:

{y:Jy) <L} ={y: x:Figg:yI(x) <Ly ={F(z): I(z) < L} = F(Ny),
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wobei Ny, die Niveaumenge zum Niveau L der Ratenfunktion [ ist. Da N kompakt
ist, ist {y : J(y) < L} dies auch.

Sei X C Y abgeschlossen. Dann ist auch F~![C] C X abgeschlossen und es gilt

T log Qu(C) = Tm— log P, (F;;'[C)
a

< — inf I(x)
z€F~1[C]

=—inf inf I(x)
yeC z:F(z)=y

= — inf )
inf J(y)

Analog ist fiir G C Y offen auch F7![G] C X offen und es gilt

lim— log Qu(G) > — inf I(z) = — inf J(y).

(7% zeF~1[G] yeG

Bemerkung 1.23 Obwohl das obige Prinzip sehr einfach ist, ist es dennoch sehr
niitzlich. Die Hauptschwierigkeit besteht darin, dass die Ratenfunktion oft durch die
Form in Satz 1.22 sehr implizit gegeben ist.

Der folgende Satz bildete eine der Hauptmotivation fiir das Studium der groflen
Abweichungen durch Varadhain in den 1960er und 1970er Jahren.

Satz 1.24 (Varadhan): Es sei (X,,), eine Folge von Zufallsvariablen in R?, die
einem LDP mit Geschwindigkeit n und Rate I geniigt und

f:R* - R
sei stetig und beschrinkt. Dann gilt

1
lim — log Ee™ ") = sup[f(x) — I(z)]
n T

(wobei die Ezistenz des Limes gleich mitbehauptet wird).

Der Beweis dieses Satzes ist recht instruktiv:

Beweis: Da f stetig und beschrénkt ist, lisst sich eine Uberdeckung des R? durch
endlich viele abgeschlossene Mengen Ay, ..., Ay finden, so dass f auf jede dieser
Mengen hochstens um ein vorgegebenes 6 > 0 variiert, also

sup f(z) — inf f(z) <6 Vi=1,..., M.

CEGAi mEAi
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Dann folgt

M
/ e fCgp < 5 / o (X0) gp
R¢ j=1 74
M
Z / ensupyeA]- f(y)d]pxn (y)
74
Z / nGnfyea; SO0 gp ()
7=1
M

= ) e WX e 4;).

IN

IN

7j=1
Also
1
limsup — log Be™ ™) < sup [inf f(y)+6 — inf I(y)]
n—oo T 1<j<M YEA; YEA;
< sup [sup(f(y) —I(y)) +d]
1<j<M yeA,
= sup(f(y) —1(y)) + 4.
yeR4

Lésst man 6 gegen 0 gehen, ergibt sich die obere Schranke. Fiir die untere Schranke
argumentiert man, wie oft in der Theorie der groflen Abweichungen, lokal. Da f
stetig ist, gibt es zu jedem yo € R? und ¢ > 0 eine offene Umgebung U, (yy), so dass
fiir alle y € U.(yo) gilt

f(y) = f(yo) —
Somit folgt

Ee/(Xn) > / e (Xn)gp > en(f(yO)_a)P(Xn € U:(y0))-
Us(yo)

Mit Hilfe des LDP ergibt sich

1
lim inf ~logEe™/ ) > f(yo) —e = inf I(y) > f(yo) = I(y0) =

n—00 yGUe(yo)

Da dies fiir alle yo stimmt, folgt

lim 1nf —log Ee™Xn) > sup[f(y) — I(y)].

n—oo M y

Ganz analog zu Varadhans Lemma ldsst sich der folgende Satz iiber grofie Abwei-
chungen beweisen:
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Satz 1.25 Die Folge von Zufallsvariablen (X,,) im R? gendige einem LDP mit Ge-
schwindigkeit n und Ratenfunktion I. Fir eine stetige beschrdankte Funktion I :
R? — R setze

Jn(S) = /SenF(”)dIF’Xn (z), S CR? Borelsch.

Definiere weiter
Jn(5)
PE(S) = 2ty S e B
n ( ) J, (Rd) )
die PL'" sind Wahrscheinlichkeitsmafle. Dann geniigt die Folge der (PL),, einem LDP
mit Geschwindigkeit n und Ratenfunktion

I"(2) = —[F(x) = I(2)] + sup [F(y) — I(y)].

y€ER4

Beweis: Es ist
_ 1. , 1 , 1 .
limsup — log P, (S) = lim sup — log J,,(S) — limsup — log J,,(R?)
n n n
und Analoges fiir liminf. Nun wissen wir aus dem vorhergehenden Satz schon, dass

1m#%MWb%WW%HM

gilt. Somit bleibt zu zeigen, dass fiir alle offenen Mengen GG und alle abgeschlossenen
Mengen A gilt

lim inf % log J,,(G) > — inf [F(x) — I(x)]

el
und ]
li —1 A) < —inf[F(z) — I(x)].
i sup = log J,(A) < — inf [F(x) — 1(2)]
Dies aber geht genau wie im Beweis des Varadhanschen Lemmas. O

Eine Anwendung des Satzes von Varadhan befasst sich mit einem Modell fiir Fer-
romagnetismus aus der statistischen Mechanik. Naiv lisst sich eine magnetische
Substanz so modellieren, dass sie aus vielen Atomen aufgebaut ist, die alle einen
magnetischen Dipol besitzen, der entweder nach oben zeigt (+1) oder nach unten
(—1). Wenn alle Atome rein zuféllig ihren Dipol wahlen und nicht interagieren, so
wird die durchschnittliche Magnetisierung

Zij\il Oi
N

nach dem Gesetz der groflen Zahlen nahezu 0 sein, wir sehen kein magnetisches
Verhalten. Hierbei bezeichne o; den ”Spin” des i-ten Atoms. Die Interaktion, die
fiir das magnetische Verhalten notwendig ist, kodiert man in einer Energie- oder
Hamiltonfunktion Hy (o) und wihlt die Spinkonfiguraten o = (0;)Y; gemifl dem
sogenannten Gibbs-Maf} aus:

pn(0) = exp(=BHN(0))/ZN-

mN(O') =

17



Dabei ist § > 0 ein zusétzlicher Parameter, die inverse Temperatur § = =, Zy die

Zustandssume, macht uy zu einem Wahrscheinlichkeitsmafl
N = Ze_ﬁHN("l).

Das Minuszeichen entspricht der physikalischen Konvention, dass Systeme versu-
chen, ihre Energie zu minimieren. Eine Mo6glichkeit, die zu einer méglichst gleichen
Ausrichtung von Spins sorgt, ist es, interagierende Spins o; und o; miteinander zu
multiplizieren. Im einfachsten Fall, dem so genannten Curie-Weiss-Modell, intera-
gieren einfach alle Spins miteinander mit gleicher Stérke.

1
T

Dies fiihrt zu der Energie- bzw. Hamiltonfunktion

N
Hy(o) = —% Z 0i0j — hZai.
i=1

Hierbei modelliert h > 0 ein externes Magnetfeld, dem die Spins ausgesetzt sind. Der
grofle Vorteil des Curie-Weiss-Modells ist, dass die Energiefunktion eine Funktion
des Ordnungsparameters my ist
N 2
Hy(o) = —E[mN(U)] — hNmpy(o).

Diese Hamiltonfunktion hangt also von der mittleren Magnetisierung ab, man spricht
auch von einem meanfield-Modell, einem Mittelwertmodell. Das zugehorige GIBBS-
MaAss ist von der Form

G%m?\,(a)ﬁ—Nﬁth(a)

pngn(0) =
g ZNB.h
mit

Ingn=Y ¢ %2 miy (@) +NBhmy (o)

(o

Um dies zu behandeln, erinnern wir an das LDP fiir i.i.d. Zufallsvariablen (X;), die
Ber(p)-verteilt sind auf {0,1}. Dann geniigt %» einem LDP mit Geschwindigkeit n
und Rate 1

—x

1—p

H(z|p) = xlogE + (1 —x)log
p

Betrachtet man anstelle der (X;) eine Folge (Y;) mit

1
PY;=1) =P =-1) =,
so entspricht dies einer Transformation
Y, =2X;, — 1.
Somit erhalten wir
P(==——=y)=P2——-1=y)=P(— = *—).
(= y) =P y) =B 5



Wir sehen also, dass mit i—“ auch Z":le einem LDP geniigt und zwar mit Rate

y+11 y+1 y+1 1—y 1—y
I(y) = H(Z——=|=) = 1 1 log 2
(y) = H(=—5) = —5—log =5~ + —5~ log —— +log
1+ 1+ 1—
_ 2y)log( 2y)Jr( 2y)log(l_y)_

Nun kénnen wir Satz 1.24 und Satz 1.25 anwenden, um das Curie-Weiss-Modell zu
studieren.

Satz 1.26 Fiir jede inverse Temperatur > 0 und jedes magnetische Feld h gilt

1 m? 1
= lim ———log Z = inf [—— —hm——=(log2 —1T
Jon =l —glogZysn = inf | === —hm = 5(log2 = I(m))
m?2 1
= — sup [— +hm+ —(log2—1(m))].
me[-1,41] 2 5
Hierbei ist L+ .
I(m) = 2mlog(1+m)+ " 1og(1 — m).
Beweis: Es ist
>N, =N o 1 =N, o N0
ZN,,B,h _ Z eﬁTN(il)%i-Nﬂh(Tl) _ 2N2_N Z eﬁTN( =1 )2+Nﬁh(T1).
o e{£1} o e{+1}
Vi=1,..,N Vi=1,...,N

(Dies ist der Grund fiir das Auftreten des log 2-Terms im Ausdruck fiir fz;). Nun
N
haben wir schon in einem Beispiel geklart, dass E:TIU unter dem Produktmaf einem
LDP mit Geschwindigkeit N und Ratenfunktion /(-) gentigt. Nun ist
2
F(z) = 579” + Bha

N
natiirlich im allgemeinen zwar stetig, aber nicht beschrankt. Nun lebt # aber auf

[—1,+1]. Dort ist F(-) sehr wohl beschrénkt. Eine Anwendung des Varadhanschen
Lemmas ergibt somit

. 1 _N BmQ
lim —log(2™" Zngn) = sup [—— + Bhm — I(m)].
N me[—1,+1]
Dies ist dquivalent zu unserer Behauptung. a

Ebenso ldsst sich zeigen, dass die Magnetisierung
N

my ‘= N z; g;
1=

unter dem Gibbs-Maf3
BN ga(0) = Inon
einem LDP geniigt.
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Satz 1.27 my(-) geniigt unter dem Gibbs-Mafl unpp einem LDP mit Geschwin-
digkeit N und Ratenfunktion

2 2
J@) =27 gha 1)+ sup (2L 4 Bhy — 1))
2 yel-1,1] 2
wober wieder L+ .
I(z) = —Zlog(1 + z) + —— log(1 — )

15t.

Beweis: Dies folgt direkt aus den Sétzen iiber grofle Abweichungen, die wir zuvor
bewiesen haben, da py s genau die dortige exponentielle Struktur besitzt. ]

Das Schone an Prinzipien der groflen Abweichungen ist, dass sie auch Gesetze der
groflen Zahlen implizieren. Dieses Faktum haben wir schon in Wahrscheinlichkeits-
theorie IT kennengelernt. Es soll hier kurz wiederholt werden.

Satz 1.28 Eine Folge von Zufallsvariablen (X,), in RY geniige einem LDP mit
Rate 1(-) und Geschwindigkeit n. Dann gilt fir die Menge der Nullstellen

N={zecR?: I(z) =0}
der Ratenfunktion und jedes € > 0

D P(X, € M) < +o0.

n=1

Hierbesi ist

N, ={z: ||z — N < e}

Ist insbesondere N einelementig, so folgt fiir v € N

P(X, - v)=1.

Beweis: Da N abgeschlossen ist, I von unten halbstetig und N die Menge der
globalen Minima von [ ist, folgt

a:= inf I(z) > 0.
zeENE

Aus der oberen Abschéitzung der groflen Abweichungen folgt, dass fiir hinreichend

grofle n
]P(Xn c J\[Ec) S e—na/2

gilt. Somit ist
Y P(X, € M) < +o0.
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Die fast sichere Konvergenz ist eine unmittelbare Konsequenz dieser Summierbar-

keit und des Borel-Cantelli-Lemmas.

Wir miissen uns somit, um die Minima von

2 2
J(a:):—ﬁi—ﬁhz+l(:v)+ sup [ﬁi%—ﬁhy—[(y)]
2 ye[—1,+1] 2
it 1+ 1
I(z) = —Zlog(1 + z) + —— log(1 — )
kiitmmern. Diese Minima erfiillen also
1 1+z
/ = — =
I(x) = Jlog 1 = B(a+ )

also
2Barhy _ 1T
11—z

Durch langes Hinschauen erkennt man, dass dies dquivalent ist zu

e2B(z+h) _ 1

T B 4

= tanh(B(x + h)).

Man unterscheidet nun verschiedene Falle:

O

Ist h # 0 und $ klein (5 < 1), so hat die Gleichung nur eine Losung, diese ist
ein Minimum von J

Ist h > 0 und S grof (8 > 1), so hat die Gleichung drei Losungen, von denen
die kleinste positive ein Minimum von J ergibt.

Ist h < 0 und S grofl (8 > 1), so hat die Gleichung drei Losungen, von denen
die kleinste negative ein Minimum von J ergibt.

Fiir h = 0 ist die Situation symmetrisch zum Ursprung. Fiir § < 1 ist z = 0
die einzige Losung dieser Gleichung und liefert somit ein Minimum von J(-).
Fiir § > 1 hat die Gleichung allerdings drei Losungen, von denen die Losung
r = 0 diesmal ein Maximum von J(-) liefert, die Losungen, die verschieden
sind von 0 aber Minima.

Zusammen erhalt man:

Satz 1.29 Im Curie- Weiss-Modell gelten fiir die Magnetisierung my die folgenden

Grenzwertsdtze unter [ing -

1. Ist h > 0, so konvergiert my exponentiell schnell gegen die kleinste positive

Lésung von
x = tanh(B(z + h)).
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2. Ist h < 0, so konvergiert my exponentiell schnell gegen die grifite negative
Lésung von
x = tanh(B(z + h)).

3. Ist h =0 und g < 1, so konvergiert my exponentiell schnell gegen 0.

4. Ist h =0 und 8 > 1, so konvergiert my exponentiell schnell gegen die beiden
von Null verschiedenen Ldsungen von

x = tanh(fz).

5. Insbesondere erhdlt man

lim lim omy = O,
h10 N—o0 KN.B,h N m*(8)»

wobei m* () die grifste Losung von
x = tanh(fx)

1st.

5. ist in der physikalischen Literatur auch als “spontane Magnetisierung” bekannt:
Ein Material, das in ein Magnetfeld gehalten wird, merkt sich dies bei geniigend
tiefen Temperaturen und wird selbst magnetisch. Bei hohen Temperaturen bleibt
dieses Phénomen aus.

Bevor wir das Kapitel {iber grole Abweichungen wieder verlassen, wollen wir noch
eine interessante Folgerung aus dem Prinzip der groflen Abweichungen fiir den
Miinzwurf betrachten, das sogenannte Das Erdds-Renyi-Gesetz.

In seinen Vorlesungen soll der ungarische Mathematiker A. Renyi das folgende Ex-
periment durchgefithrt haben: Er teilte seine Studenten in zwei Gruppen, von denen
in der einen jeder 200 Mal eine faire Miinze warf und das Ergebnis notierte, wédhrend
in der anderen jeder einen 200-fachen Miinzwurf “im Kopt” simulierte und notierte.
Er zog dann aus den eingesammelten Zetteln einen willkiirlich heraus und konnte
mit groffer Wahrscheinlichkeit sagen, ob die notierte Folge von einem echten oder
einem vorgestellten Miinzwurf stammte. Was steckt dahinter?

Sei R, der lingste 1-Run in einer Folge von Oen und len der Lénge m, also

Ry =max{l—k+1:0<k<l<mund S;:]szl:},

wobei S; = 22:1 X; ist und X; die Ausgénge des Miinzwurfs beschreiben. Um die
erwartete Gréfle von R, zu berechnen setzen wir voraus, dass der ldngste 1-Run
eindeutig ist. In diesem Falle gidbe es genau einen 1-Run der Lénge R,,. Da es
insgesamt (ungefiahr) m Positionen gibt, wo dieser starten kann, eine Folge von R,
einsen aber Wahrscheinlichkeit pf hat, wiire dann

l=m-p
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und somit
logm

“log1/p’
1

Fiir p = 5 ergibt dies fiir m = 200, R, ~ 7,64. In der Praxis traut sich selten je-
mand in seinen “Simulationen” einen 1-Run der Lange sechs oder grofler auftauchen
zu lassen. Dies gibt ein handliches Kriterium zur Unterscheidung von echten und
“gefakten” Miinzwurfreihen. Dahinter steht der folgende Sachverhalt:

m

Satz 1.30 Sei (X;) eine Folge von i.i.d. Bernoulli-Zufallsvariablen mit

Dann gilt
R, 1
logm  log1/p

P(lim )= 1.

Zum Beweis benétigen wir die folgende Version des LDP fiir Bernoulli-Folgen:

Korollar 1.31 In der obigen Situation gilt

1 D¢
limﬁlogP(z;’le € (a,b)) = — inf H(z[p).

z€(a,b)

Hierbei ist
l1—2z

I—p

H(z|p) = yclogE + (1 —x)log
p

und insbesondere H(1|p) = log 117'

Beweis des Satzes: Wir fithren als Hilfsgrofle die Wartezeit bis zum Auftreten des
ersten Runs der Lénge mindestens r ein:

S;— Sk

T, :=inf{l :
inf{ -

=1 firein 0<k<Il-—r+1}.

Offenbar gilt
{T, <m}={R,, >r}.

Sei fiir [,k e N, [ >k

o S; — Sk B
C’k,l.—{ - =1}
Dann ist
m—-r m m—1 oo
{T, <m} C U U Cry C U U Chi-
k=0 I=k+r k=0 l=k+r
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Wegen P(Cy,) = P(2=2¢ = 1) folgt
P(T, <m) < (m-—1) iﬂj’(& =1)
a B n=r n

< (m o 1) Ze—nlogl/p
= ¢(m—1)e"lsl/p

fiir eine Konstante ¢ > 0.

Ist nun m = |18 1/P=4) | fiir ein £ > 0, so folgt

Z]P)(Tr < m) < CZLer(logl/p—a)Je—rlogl/p < Cze—ra < +00.
r=1 r=1 r=1

Also ist nach Borel-Cantelli
P(limsup T, < e"oe1/P=¢)) —
also lim inf % log T, > logjlJ P-f.s. und wegen {R,, > r} = {T,, < m} bedeutet dies

R, 1
<

fiir fast all P-fs.
logm = log1/p ir fast alle m P-f.s

Fiir die andere Richtung sei

Die (B) sind unabhéngig mit P(B;) = P(2= = 1). Weiter gilt

Bl
Bl g {TT S m}
=1

Also

m/r)
P(T,>m) < 1-P(|J B)
=1
/7]

~ I

(1 B(By))!m/"
exp(-B( = 1))

IN
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Ist nun m = |18 1/P+e) | fiir ein € > 0, so ergibt sich

ZP(TT > er(logl/pﬁ))

r=1
e r(log 1/p+e)
e
< S enp( L s
r=1
oo

_ cor
e T < 4o00.

r=1

IN

Also ist
T, < e"(logl/p+e)  fiir fast alle r P-f.s.,

und somit auch

R, - 1
logm ~ log1/p

fiir fast alle m P-f.s.

Wir kehren zum Satz von Cramér zuriick. Dieser galt fiir Folgen von iid Zufallsvaria-
blen. Wir kénnen versuchen, exponentialle Abschédtzungen auch unter schwécheren
Voraussetzungen zu erhalten und entweder auf die identische Verteilung oder die
Unabhéngigkeit zu verzichten. Wir bekommen allerdings zusétzliche Bedingungen.
Wie iiblich ist eine Kontrolle iiber die momenten-erzeugende Funktion wichtig:

Lemma 1.32 (Hoeffding) Sei X eine Zufallsvariable im Intervall [a,b]. Dann gilt
fiir allet > 0
EetX < tEX ot?(b—a)?/8 (16)

Beweis: Zunichst konnen wir EX = 0 voraussetzen, sonst ersetzen wir X durch
X —EX. Nun ist
X = e®

fiir alle ¢ > 0 konvex. Also gilt

fir alle « € [a, b] Daher:

b—a b—a
_ b a
b—a b—ae

_ (_ a )eta <_§ +etbta)
b—a a

- <_ a ) ela <_m i et(ba))
b—a a

— <_ a ) eta <_b —a 14+ et(b—a))
b—a a

— (1 — 54+ Set(b—a))e—ts(b—a)
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mit s = —3%- >0, daa <0.
Mit u :=t(b—a) sei ¢ : R — R definiert durch
o(u) = —su + log(1l — s + se*)
(das ist wohldefiniert, Ubung). Somit
EetX < e

Wir Taylor-entwickeln ¢:

o) = 9(0) + ug(0) + L (v)

2
fiir ein 0 < v < w. Nun ist p(0) =0,
se
! O = — —|u=0 = — e 0
#(0) S+1—s+se“‘_0 sTe=0
und . ; ]
" se se
= 1— =0(1-6)< -
#'() 1—5—1—36”( 1—s+se”) ( )_4
fiir @ = % Daher folgt
u2
plu) < & = P a)?
Daher ist
EetX < e%tQ(bfa)Q
wie behauptet. O

Dies hat eine obere Schranke fiir die Wahrscheinlichkeiten nicht notwendig identisch
verteilter, unabhéngiger Zufalslvariablen zur Folge:

Satz 1.33 (Chernov, Hoeffding) Seien X1,..., X, unabhingige Zufallsvariablen,
so dass | X;| € [a;, b;] fiir alle i. und sei S, = | X;. Dann gill

P(|S, — ES,| > A\o) < 2¢~2

mit o? =1 (b — a;)*. Mit anderen Worten: Fir alle positiven \ gilt:

A2

P(|S, — ES,| > \) < 2¢ Siatiei?

Beweis: Aus Symmetriegriinden geniigt es zu zeigen, dass fiir alle positiven A
P(S, — ES, > Ao) < eV
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bzw.
)\2

P(S, —ES, > \) < e Satie?,
gilt.
Mit der Markovschen Ungleichung erhalten wir fiir alle positiven ¢ > 0:

P(Sn - ESn Z )‘) S e_tA]E eXp(t(Sn - ]ESn))

n
— e—t>\ HEetXl—EXZ
=1

Die Erwartungswerte in dem Produkt auf der rechten Seite verarzten wir mit dem
Hoeffding-Lemma Lemma 1.32. Aus diesem folgt:

) ) 2 (b;—ay)?
EetXi—EXi < o5

fiir alle i. Also
n a2
P(S, —ES, >\) < ™ H o i
=1

_a:)2
eit)\+t2 Z?:l (b; 8‘11) .

Waéhlt man nun ¢ = i—;\, so ergibt sich die Behauptung.

Wir versuchen als néchstes, die Unabhéngigkeit abzuschwéchen. Eine offensichtliche
Art dies zu tun ist anzunehmen, dass 5, keine Summe von iid Zufallsvariablen, aber
von Martingaldifferenzen ist.

Satz 1.34 (Azuma) Seien X, ..., X, Zufallsvariablen mit | X;| < 1 fir allei. Wir
nehmen an, dass diese die Martingaldifferenz-Figenschaft haben:

E[X,L’Xh oo ,Xifl] = O
Dann gilt fir alle A >0 und S, = >_ X;
P(|S,] > Av/n) < Ce™

fiir positive Konstanten ¢, C' > 0.

Beweis: Aufgrund von Symmetrie geniigt es,
P(S, > Av/n) < Ce™N

zu zeigen. Nun ist offenbar |S,| < v/n, sodass die Einschrankung A < y/n angenom-

men werden kann. Wieder betrachten wir die moment-erzeugende Funktion Ee'S»
fiir t > 0. Dann

]Eetsn — ]Eetsn_letXn

)
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was aufgrund fehlender Unabhéngigkeit nicht faktorisiert. Aber es gilt
Ee't = EE[e"n 1| X1, ..., X, 1] = B 1K™ X, ..., X, 4]

Nun iiberlegt man sich (zum Beispiel, indem man es als Ubungsaufgabe 16st), dass
Hoeffdings Abschétzung aus Lemma 1.32 auch fiir bedingte Erwartungen gilt. Somit

E[e™ Xy, ..., Xpy] < 57
fiir eine Konstante K > 0. Somit

EetSn — FEetSn—1Kt

tSp—

Fiihrt man das nun n-mal durch, um von Ee'*" iiber Ee!»—1 bis zu Ee'*' zu kommen,

erhalten wir
E etSn < eKntQ

Somit folgt wieder mit der Markov-Ungleichung:

P(S, > \n) < e AWVt < omtAVRgknt?

Optimieren in ¢ gibt das Gewiinschte. O

Die folgenden beiden Sétze zeigen, dass man noch wesentlich weitr gehen kann: Man
kann iid Zufallsvariablen auf eine “Lipschitz”-Weise miteinander kombinieren.

Satz 1.35 Es seien Xq,..., X, unabhdingige Zufallsvariablen so dass das Bild von
X; R; ist. Set
F:Rix..xR,—R

mit der Eigenschaft, dass Anderungen nur im i-ten Eintrag den Funktionswert um
hochstens ¢; dndern, also

|F(x17"'7xi—1axi7‘ri+1a"'7$n) _F<x1a'"7xi—17x;7xi+17"'axn)| S Ci
fir allex; € Rj, j=1,...,n, x; € R;. Dann gilt fir alle X\ > 0:
P(|F(X) — E[F(2)]| > Ao) < 2¢ 2

- 2 n 2
mit o2 = Y7, &

Beweis: Wieder geniigt es aus Symmetriegriinden, die einseitige Abschéitzung zu
betrachten und zu zeigen

P(F(X) —EF(X) > \o) < e 2/

bzw.
P(F(X) —EF(X) > \) < e 2/
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Definiere
Z; = B[F(X)|(X,.... X))

Dann ist Zy = EF(X) und Z,, = F(X). Beachte, dass
E[(Z;i — Zi)|( Xy, ..., X;21)] = 0.
Ferner variiert F' bei festgehaltenem X, ..., X; ; und ausintegrierten X;,q,..., X,

nur um ¢;. Aus Hoeffdings Lemma haben wir daher
E[e" = #-0)(Xy, ..., Xio1)] < €45,
Also:

P[F(X) —EF(X) > \) < e PEe!(F—E
— e—t)\EetZ:?zl Zi—Z;i 1

G_tAEE[etZ?::l ZimZi1 |X1, - 7Xn—1]
_ e—tAEl: tz;l:_ll Zi_Zi—lE[ t(Zi—anl) |X17 o ,Xn_l]
< e et BR et I ZimZinr
Setzt man das fort, ergibt sich
t2 o
PIF(X)—EF(X)>\) < e Pes,

Wiéhle t = (A;—’Q\, so ergibt sich das Ergebnis. |

Das folgende Resultat ist die derzeit vermutilch allgemeinste Konzentrationsunglei-
chung.

Satz 1.36 (Talagrand) Seien Xi,...,X,, unabhingige Zufallsvariablen in [—1,1].
Sei F' : R™ — R eine 1-Lipschitz-Funktion. Dann gilt fir den Median IMF und den
Erwartungswert EF (X)

P(|F(X)— IMF(X)| > \) < Ce~N
und

P(|F(X) —EF(X)| > \) < Ce™".

Beweis: Wir geben nur einen Beweis der zweiten Ungleichung und hier nur die
Abschétzung der oberen Abweichung. Dieser Beweis hat aber den Vorteil, strukturell
versténdlicher zu sein als das Ursprungswerk von Talagrand. Wir beginnen mit einer
so genannten Log-Sobolev-Ungleichung.

Lemma 1.37 (Log-Sobolev-Ungleichung) Sei F(R™ — R eine glatte, konveze
Funktion. Dann gilt

EF(X)ef®) < (B (log Ee" ™) + CE[F X | VF(X)?

fiir eine Konstante C' > 0, die nicht von n abhdngt.
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Beweis: Wir beginnen eindimensional: Sei Y eine unabhéngige Kopie von X. Dann
ist

E[F(X)e" )] = SEI(F(X) — F(Y))(e" ™ — F0)] 4 (BF(X))(Ee").
Da F konvex ist folgt mit Jensen:
EF(X) < logRef®),

also geniigt es zu zeigen, dass gilt:

E[(F(X) — F(Y))(e"™ — ")) < 2CE[" M|V F(X)[].
Nun ist F' konvex und X und Y sind beschrankt, also ist

F(X)—-F(Y)<C|VF(X)|.
Mit F ist auch ef” konvex und daher ist
') — F V) < Oy | VF(X) [,
Ist F(X) > F(Y) ergibt das
(F(X) = F(Y))(e"X) = eF0)) < CeP OV F(X)[2.
Ist F(Y) > F(X) vertauschen wir die Rolle von X und Y.
Der allgemeine Fall folgt per Induktion. Dafiir sei
X' =(Xy,...,X1) und X = (X' X,).

Aus der Induktionsvoraussetzung wissen wir, dass

E[F(X)e"|X,] < (X,)e/ O + CE[e" OV F(X)P|X, ],

wobei V/ den (n — 1)-dim Gradienten darstellt und f(X,) = logE[e"X)|X,] ist.
Durch Erwartungswert-Bildung folgt:

EF(X)e"™ < Ef(X,)[%) + CE[FO|V'F(X)[. (17)
Da F konvex ist, kann man mit der Holderschen Ungleichung zeigen, dass auch f

konvex ist und das gilt
Eef(Xn) — meF(X).

Aus dem eindimensionalen Fall erhalten wir:
E[f(X,)e/ )] < [BeF)log Ee" )] + C - E[e/W(f(X,,)?).
Nach Kettenregel ergibt sich

e X)) (X)) |2 = e /X B X py (X)) 2,
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wobei Fly, die Ableitung von F'in x,-Richtung ist. Aus der Cauchy-Schwarz-Ungleichung
erhalten wir somit
/| (X)) P < Be" | Ey, (X))

Dabher:
E[f(X,)e/ )] < (BeF ) (log EeF ™)) 4+ CRe X F,, (X)|2

Setzt man das in (?7) ein, folgt die Behauptung. O

Jetzt kénnen wir uns an den Beweis von Satz 1.36 begeben (bzw. das, was wir davon
zeigen wollen):

Beweis von Satz 1.36:
Sei F' und 1-Lipschitz-stetig. Damit ist es auch differenzierbar. Wir wenden das obive
Lemma auf die Funktion ¢F an:

E[etF(X)etF(X)] < (EetF(X))(log EetF(X)) + CPEF X,
Mit
H(t) := Retf'X)

bedeutet dies:
tH'(t) < H(t)log H(t) + Ct°H(t)

oder 41
— | =loge H < C.
it (et <c
Nun ist
H(t) = BT = E[1 — tF(X) + 0(¢?)],
sodass

1
glogH(t) —EF(X) fir t—0

gilt. Daher gilt
1
n log H(t) = EF(X) + Ct

fiir alle ¢ > 0. Mit anderen Worten:
Eetf') < exp(tEF(X) + Ct?).
Wenden wir wieder die exponentielle Markov-Ungleichung an, so ergibt sich

P(F(X)—EF(X) > \) =P(F(X) > A+ EF(X))
< ¢ tOFEFQO))RtF(X)

2
S €—t>\+Ct .

Wihlt man ¢ in der Ordnung von A, also t = 2%, so folgt die Behauptung. O
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2 Markoff-Ketten

Bisher haben wir uns hauptséchlich mit unabhéngigen Ereignissen und unabhéngi-
gen ZufallsgroBien beschiftigt. Andrej Andrejewitsch Markoff (1856-1922) hat erst-
malig in einer Arbeit 1906 Zufallsexperimente analysiert, bei denen die einfachste
Verallgemeinerung der unabhéngigen Versuchsfolge betrachtet wurde. Man spricht
bei diesen Versuchsfolgen heute von Markoff-Ketten. Wir werden sehen, dass sehr
viele Modelle Markoff-Ketten sind. Man kann sie anschaulich wie folgt beschreiben:
Ein Teilchen bewegt sich in diskreter Zeit auf einer héchstens abzéhlbaren Menge 1.
Befindet es sich auf einem Platz ¢ € I, so wechselt es mit gewissen Wahrscheinlich-
keiten (die von ¢ abhédngen) zu einem anderen Platz j € I. Diese Ubergangswahi-
scheinlichkeiten hangen aber nicht weiter von der ,,Vorgeschichte* ab, das heifit von
dem Weg, auf dem das Teilchen zum Platz i gekommen ist.

Definition 2.1 FEs sei I eine nichtleere, hochstens abzihlbare Menge. Eine Matriz
IP = (pij)ijer heifst stochastische Matrix (stochastic matrix), wenn p;; € [0, 1] fir al-
lei,5 €I und Zje[ pi; = 1 fiir allei € I gelten. Die Komponenten p;; heifsen Uber-

gangswahrscheinlichkeiten (transition probabilities). Eine stochastische Matriz wird
im Zusammenhang mit Markoff-Ketten auch Ubergangsmatrix (transition matrix)
genannt. Fine auf einem Grundraum (2, F, P) definierte Zufallsgrifie X : Q — I
nennt man [-wertige ZufallsgréBe.

Definition 2.2 FEine endlich oder unendlich lange Folge Xy, X1, Xo, ... [-wertiger
Zufallsgrofien heif§t (zeitlich homogene, time homogeneous) Markoff-Kette (Markov
chain) mit stochastischer Matriz IP, wenn fir allen > 0 und alle ig, i1, . .., 0, ins1 €
I mit P(Xo =ig,...,Xp =1,) >0

P(Xn—i-l = ’in+1 | X(] = io, X1 = 1'1,..., Xn = Zn) :pinin+1
qgilt.

Die Startverteilung (initial distribution) v einer Markoff-Kette ist definiert durch
v(i) = P(Xo = i) fir alle i € I. Oft schreibt man P,, um die Startverteilung zu
betonen. Ist die Startverteilung auf einen Punkt konzentriert, d. h. gilt v(i) = 1 fir
emn 1 € I, so schreiben wir meist P; anstelle von P, .

Satz 2.3 Sei { X, }nen, eine Markoff-Kette mit Startverteilung v.
a) Fir alle n € Ny und ig, i1, ...,5, € I gilt

P(Xo =g, X1 =i1,..., Xy = in) = V(i0)Pigiy Piri - - - Dip_yin-

P((Xo,X1,..., X, 1) € A, X, =1,) > 0 ist, so gilt

P(Xps1,-- s Xm) €B| (Xo, ..., Xu1) € A, X = i)
= P((Xpp1,.. X)) €EB| Xy =i ).
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Beweis. (a) folgt durch Induktion nach n: Definitionsgeméaf gilt die Behauptung
fiir n = 0. Gelte die Behauptung fiir ein n € INy und seien ig,é1,...,0,41 € I. Ist
P(Xy =ig,..., X, =1,) =0, so gilt die behauptete Formel ebenfalls fiir n + 1: Ist
P(Xo =1ig,..., X, =1,) >0, so folgt aus Definition 2.2

P(Xo=1d0,..., X =tn, Xpny1 =1Int1) = P(Xpt1 =tnu1 | Xo=1t0,...,Xpn =1n)
XP(XOZio,...,Xn:in)

= I/(Zo)pioil co o Pip1inPininis

(b) Sei P((Xo, X1,...,X,-1) € A, X,, = i,) > 0. Mit der Definition der bedingten
Wabhrscheinlichkeit und Teil (a) folgt

P((Xn+1,...,Xm> €B|(X0,...7Xn_1) EA, Xn:Zn)
P((Xn-i-l?"-aXm)er Xn:Zm (X07---aXn—l)€A)
P((Xo,...,Xn_l)GA, Xn:Zn)

.....

-----

= § Pinint1Pingringe -+ - Pim—1im -

Dieser Ausdruck héngt nicht von A ab, insbesondere fiihrt also die obige Rechnung
fiir A = {051} zum gleichen Resultat. Aber fiir A = [{01-n=1} oilt die in (b)
behauptete Formel. O

Bemerkung 2.4 Die Aussage von (b) heit Markoff-Eigenschaft (Markov proper-

ty). Sie spiegelt genau die eingangs erwihnte Eigenschaft wieder, dafl in einer Markoff-
Kette die Wahrscheinlichkeit, zur Zeit n+1 in einen beliebigen Zustand zu gelangen,

nur vom Zustand zur Zeit n abhéngt, aber nicht davon, in welchem Zustand die Ket-

te frither war. Nicht jede Folge von [-wertigen Zufallsgrofien mit dieser Eigenschaft

ist eine homogene Markoff-Kette in unserem Sinn: Die Ubergangswahrscheinlichkei-

ten kénnen nédmlich noch von der Zeit abhéngen. Genauer: Sei Xy, Xi, ... eine Folge

I-wertiger ZufallsgroBen, die die Eigenschaft aus Satz 2.3 b) hat. Dann existiert eine

Folge {IP, }nen, von stochastischen Matrizen IP,, = (p, (%, j))i jer mit

P(XO = io, e ,Xn = ’Ln) = V(io)po(io, Z1> - .pnfl(infl,l}ﬂ

fiir alle n € INg und 4g,...,4, € I. Der Beweis sei dem Leser iiberlassen. Man
spricht dann von einer (zeitlich) inhomogenen Markoff-Kette. Wir werden jedoch nur
(zeitlich) homogene Ketten betrachten, ohne dies jedesmal besonders zu betonen.

Satz 2.5 Es seien IP = (p;j)ijer eine stochastische Matriz, v eine Verteilung auf
I und N € INy. Dann gibt es eine abzdihlbare Menge 2, eine Wahrscheinlichkeits-
verteilung p auf Q und Abbildungen X; : Q — I fir allei € {0,1,..., N}, so dass
Xo, ..., Xn eine homogene Markoff-Kette mit Startverteilung v und Ubergangsma-
triz IP ust.
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Beweis. Es sei Q := I1%NYund p(ig, . .., in) = v(i0)Digi, - - - Pin_yin S0Wie X, (i0, ..., in)

in fiir alle n € {0,1,..., N} und (ip,...,ixy) € Q. Da die Summe der Komponen-
ten der stochastischen Matrix IP in jeder Zeile gleich eins ist, gilt fiir alle n €
{0,1,..., N} und (ig, . .., i,) € [10-n

P(Xo=1p,...,. X, =1in) = E P(Xo=1ig,..., XN =in)
(inJrl 77777 iN)EI{”+1 ..... N}
- Z V(io>pi0i1 < Din_qin
(int1,min ) ETMFT N

= V(io)pioil e Dip 1 -

Dieses Produkt ist grofler als Null genau dann, wenn jeder Faktor gréfler als Null
ist. Ist dies der Fall, so ist offenbar

P(Xn+1 :in+1 ‘ XOZZ.(),...,XHZZ.”) :pinin-H'

Bemerkung. Nachfolgend soll stets von einer unendlich langen Markoff-Kette aus-
gegangen werden, dies jedoch nur wegen einer bequemeren Notation. Alle nachfol-
genden Uberlegungen bendtigen die Konstruktion einer unendlichen Markoff-Kette
nicht, sondern kommen damit aus, dass fiir jedes N eine Kette geméafl Satz 2.5 kon-
struiert werden kann.

Beispiel 2.6  a) Sei p;; = g; fiir alle i,j € I, wobei } . _; ¢; = 1 ist. Dann gilt
P(Xo=1dg, Xy =11,...,Xpn =) = v(10)q; - - - Gi,-
Man sieht leicht, dass ¢; = P(X,, = j) fiir m > 1 ist. Somit gilt
P(Xo=ig,..., X, =1,) = P(Xo=10)P(X1 =11) ... P(X,, = in),

d.h., die Xy, X1, ..., X, sind unabhéngig. Satz 2.5 liefert also als Spezialfall
die Konstruktion von unabhéngigen, I-wertigen Zufallsgrofen.

b) Irrfahrt auf Z: Es sei Y, Y, ... eine Folge unabhéngiger, {1, —1}-wertiger Zu-
fallsgroBen mit P(Y; = 1) = p und P(Y; = —1) = 1 — p, wobei p € [0, 1] ist.
Sei Xp:=0und X,, := Z?Zl Y, fiir n > 1. Dann ist X, X, ... eine Markoff-
Kette auf Z. Die Ubergangsmatrix IP = (pij)ijez ist durch p;;11 = p und
pii—1 = 1 —p eindeutig festgelegt, und die Startverteilung ist in 0 konzentriert.

falls i), = jj, fiir alle bis auf genau ein k € {1,2,...,d}, fiir das |Zk—jk| =1 ist.
Alle anderen Ubergangswahrscheinlichkeiten miissen dann gleich Null sein.
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d)

Ehrenfests Modell der Warmebewegung: Es seien n Kugeln auf zwei Schach-
teln verteilt. Zu einem bestimmten Zeitpunkt seien r Kugeln in der rechten
Schachtel und [ := n — r in der linken. Mit Wahrscheinlichkeit 1/2 tun wir
nun iiberhaupt nichts (dass diese auf den ersten Blick unsinnige Annahme be-
griindet ist, werden wir zu einem spéteren erkennen). Im anderen Fall wird
mit Wahrscheinlichkeit 1/2 eine der n Kugeln nun zufillig ausgewéhlt, wobei
jede dieselbe Chance hat, und in die andere Schachtel gelegt. Wir kénnen fiir
I die Anzahl der Kugeln in der rechten Schachtel nehmen, also I = {0,...,n}.
Die Ubergangswahrscheinlichkeiten sind gegeben durch

Prro1=71/2n, 1€ {1,2,...,n},
DProy1 =1/2—71/2n, re{0,1,...,n—1}.

Polyas Urnenschema: In einer Urne liegen rote und schwarze Kugeln. Eine wird
zufillig gezogen und zusammen mit einer neuen gleicher Farbe zuriickgelegt.
Hier ist 1 = { (r,s) | r,s € IN} sowie pgg) (r41,6) = 7/(r +5) und ps) r,s+1) =
s/(r + s) fur alle r;s € IN.

Galton-Watson-Prozess: Sei (¢;)jen, die Verteilung der Anzahl der Nachkom-
men eines Individuums. [ ist gleich INy, und fiir jedes ¢ € IN ist der i-te
Zeilenvektor (p;;);en, der stochastischen Matrix IP gerade die i-fache Faltung
der Verteilung (g;)jen,. Fir ¢ = 0 gilt po; = 1, falls j = 0 ist, und py; = 0,
falls j > 1 ist.

Irrfahrt auf I = {0,...,n} mit Absorption ( random walk with absorbing
barriers): 0 und n seien absorbierend, also pgg = 1 und p,, = 1. Fir i €
{1,2,...,n — 1} geschehe ein Schritt nach rechts mit Wahrscheinlichkeit p €
(0,1) und ein Schritt nach links mit Wahrscheinlichkeit ¢ := 1 —p, also p; ;41 =
p und p;;—1 = ¢. Die stochastische Matrix hat somit die Form

1 0 0

q O

P = : RS
g 0 p
0 0 1

Irrfahrt mit Reflexion (reflecting barriers): Das gleiche Modell wie in Beispiel
(e) mit der Anderung, dass pp1 = ppn—1 = 1 sein soll.

Wettervorhersage: Wenn wir annehmen, dass die Wahrscheinlichkeit fiir Regen
am folgenden Tag nur von Bedingungen von heute abhédngt und unbeeinflusst
ist vom Wetter der vergangenen Tage, so liefert dies eine ganz einfache Markoff-
Kette. Ist o die Wahrscheinlichkeit, dass es morgen regnet, wenn es heute
geregnet hat, und [ die Wahrscheinlichkeit, dass es morgen regnet, wenn es
heute nicht geregnet hat, so hat die stochastische Matrix die Form

a 1—«a
]P:(ﬁl_6>.
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Auf Grund der Vielzahl von Beispielen fiir Markoff-Ketten kénnte man vermuten,
dass Markoff selbst aus angewandten Fragestellungen heraus die Ketten analysiert
hat. Markoff hatte jedoch bei seinen Untersuchungen primér im Sinn, Gesetze der
groffen Zahlen und zentrale Grenzwertséitze fiir die Ketten zu studieren. Er hatte
nur ein Beispiel vor Augen: er analysierte die moglichen Zustédnde ,,Konsonant“ und
,,Vokal“ bei der Buchstabenfolge des Romans ,,Eugen Onegin“ von Puschkin. Die
ZufallsgroBe X, soll hier den n-ten Buchstaben des Textes angeben.

Eine stochastische Matrix IP = (p;;); jer kann man stets ohne Probleme potenzieren:
Fiir n € INg definiert man die n-te Potenz IP" = (p(m

und ’
P =3 " py,
kel
fiir alle 7,5 € I, das heifit, IP" ist das n-fache Matrixprodukt von IP mit sich selbst.
Aus der rekursiven Definition folgt, dass IP" selbst eine stochastische Matrix ist. Es
gelten die aus der linearen Algebra bekannten Rechenregeln fiir Matrizen, insbeson-
dere gilt P™IP" = IP™"™, das heif}t

S e =i, g el
kel

)ijer rekursiv durch pg-]) = 0;j

Diese Gleichungen nennt man auch Chapman-Kolmogoroft-Gleichungen.

Definition 2.7 Die Komponenten pgl) der Ubergangsmatriz P" = (pz(-?))me[ heifien

n-stufige Ubergangswahrscheinlichkeiten (n th order transition probabilities).

Bemerkung 2.8 Sei Xy, X1, Xo,... eine Markoff-Kette mit stochastischer Matriz
IP = (pij)ijer- Sind m,n € Ny und i,j € I mit P(X,, =1i) >0, so gilt

P(Xm—i-n =) | Xm = 2) = p(n)-

]

Beweis. Es gilt
P(Xern:j | Xm:i)
= Z P(X’m—‘rl:im-i-lu"'?

im+17~-~aim+n7161

Xm+n—1 = Z-m—i-n—la Xm—i—n :.] ‘ Xm = Z)

und mit der Definition 2.2 folgt

P( Xm+1 - im-l—la s 7Xm+n—1 - im—f—n—ly Xm+n :] | Xm - Z)

= P( Xm+n :j | Xm - iy Xm+1 = im+17 cee >Xm+n—1 = im—i—n—l)

n—1

X H P(Xerk = im+k ‘ Xm = i, Xm+1 = im+17 s 7Xm+k71 = im+k71)
k=1
Piipys1Pims1ima2 -+ - Pimgn_13-
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Somit gilt

P(Xm+n:j|Xm:Z): Z piim+1“‘pim+n—1j:p§?)'

7;m+17---7im+n71 el

O
Lemma 2.9 Fiir alle m,n € Ny und 1, j,k € I gilt pE;nJr") > pgzl)plg?).
Beweis. Dies ergibt sich sofort aus den Chapman-Kolmogoroff-Gleichungen. O

Lemma 2.10 Es sei Xo, X1, Xo,... eine Markoff-Kette mit Startverteilung v und
Ubergangsmatriz IP. Dann qult

P(Xa =)= > v(i)pl)’
el
fiir alle n € Ny und j € I. Ist die Startverteilung v auf i € I konzentriert, so gilt
Pi(Xo = 4) = pi.

Beweis. Aus Satz 2.3 a) folgt
P(Xp=j) = Y P(Xo=io...,Xpo1=in1, Xo=J)

105+ esin—1€1

= Z I/(i(J)pioil o Pinaj = Z V<Z)p£?)

30,eein_1€1 i€l

Definition 2.11 Es sei IP = (p;j)i jer eine stochastische Matriz. Man sagt, j € I
sei von i € I aus erreichbar (can be reached from), wenn ein n € Ny existiert mit

pz(?) > 0. Notation: i ~ j.

Die in Definition 2.11 definierte Relation auf I ist reflexiv und transitiv. Wegen
pgg) =1>0gilt i ~ g fiir alle s € I. Falls ¢ ~» 7 und j ~~ k gelten, so gibt es

(m) > 0 und p%) > 0, und dann ist p§?+n) > p(m)pg.z) > 0 nach

m,n € INg mit p;; i

Lemma 2.9.

Die durch i ~ j < (i ~» j und j ~ i) fiir alle ¢, j € I definierte Relation ist offenbar
eine Aquivalenzrelation auf I. Wir werden i ~ j fiir den Rest dieses Kapitels stets
in diesem Sinne verwenden.

Sind A, B C I zwei Aquivalenzklassen der obigen Aquivalenzrelation, so sagen wir,
B ist von A aus erreichbar und schreiben A ~ B, wenn ¢ € A und j € B existieren

mit i ~» j. Offensichtlich héngt dies nicht von den gewéhlten Repréisentanten in A
und B ab.
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Definition 2.12 FEs sei IP eine stochastische Matriz.

a) Eine Teilmenge I' von I heifit abgeschlossen (closed), wenn keine i € I' und
Jj €I\ I existieren mit i ~ j.

b) Die Matriz P und auch eine Markoff-Kette mit Ubergangsmatriz TP heifien
irreduzibel (irreducible), wenn je zwei Elemente aus I dquivalent sind.

Bemerkung 2.13 Es sei IP = (p;;); jer eine stochastische Matrix.

a) Ist I’ C I abgeschlossen, so ist die zu I’ gehorige Untermatrix IP" := (p;;)ijer
eine stochastische Matrix fiir I’.

b) Ist IP irreduzibel, so existieren keine abgeschlossenen echten Teilmengen von
I.

Beispiel 2.14  a) Die symmetrische Irrfahrt auf Z¢ ist irreduzibel.

b) Polyas Urnenschema: Keine zwei Elemente von I = {(r,s) | r,s € IN} sind
dquivalent. Es gibt aber sehr viele abgeschlossene Teilmengen von 7, zum Bei-
spiel ist fiir jede Wahl von 79,59 € IN die Menge { (r,s) | 7 > 19, s > 50}
abgeschlossen.

c¢) Bei der Irrfahrt auf {0, ..., n} mit absorbierenden Rindern gibt es drei Aquiva-
lenzklassen, ndmlich {0}, {1,...,n—1} und {n}. Die Mengen {0} und {n} sind
abgeschlossen, und es gelten {1,...,n — 1} ~» {n} und {1,...,n — 1} ~ {0}.

d) Eine symmetrische Irrfahrt auf einem Graphen G ist offenbar genau dann ir-
reduzibel, wenn der Graph zusammenhéngend ist. (Ein Graph heifit zusam-
menhéngend, wenn je zwei Knoten iiber einen endlichen Zug verbunden werden
kénnen.)

e) Essei I = {0, 1,2} und die stochastische Matrix gegeben durch

1/2 1/2 0
P=|1/2 1/4 1/4
0 1/3 2/3

Dann ist die Markoff-Kette irreduzibel.
f) Es sei I ={0,1,2,3} und die stochastische Matrix gegeben durch

1/2 1/2 0 0
1/2 1/2 0 0
1/4 1/4 1/4 1/4
0o 0 0 1

P =

Dann gibt es drei Aquivalenzklassen: {0, 1}, {2} und {3}. Der Wert 0 ist von
2 aus erreichbar, aber nicht umgekehrt. Der Wert 3 hat absorbierendes Ver-
halten; kein anderer Wert ist von 3 aus erreichbar.
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Es sei Xo, X1, Xo,... eine Markoff-Kette mit Ubergangsmatrix IP = (pij)ijer und
Startverteilung v. Die wichtigste Frage, die uns fiir einen Grofiteils des Kapitels
beschéftigen wird, ist die Diskussion der Verteilung von X, fiir grofle n, also

P(X,=j)=>_ v, jel

el

Zu diesem Zwecke werden wir annehmen, dass der Zustandsraum I endlich ist. Aus
obigen Uberlegungen erhilt man dann, dass die Frage der asymptotischen Vertei-
lung von X,, dquivalent ist zur Frage, wie sich grofle Potenzen von stochastischen
Matrizen verhalten. Im dem Falle, in dem I nur aus zwei Elementen besteht, kann
man sich das noch recht leicht {iberlegen.

Beispiel 2.15 Sei |I| =2 und

l—a «
P = .
( B 1-5 )
Dann ist fir « = f = 0 IP" = Id fiir jedes n (wobei Id bei uns immer die Identitét

bezeichnet, egal auf welchem Raum sie lebt). Im Falle von o = 5 = 1 ist offenbar
IP" = TP fiir jedes ungerade n und IP" = Id fiir alle geraden n.

Im Falle von 0 < ao+ 8 < 2 (dem interessanten Fall) diagonalisieren wir IP, um seine
Potenzen zu berechnen. Es ist
IP = RDR™,

wobei
und

ist. Daher ist

Nun konvergiert aber

Dn:((lj (1—a0—6)”>73°(é 8)

Eingesetzt ergibt das

lim P" =R Lo Ri=(T ™ ;
n—o0 0 0 T T2

mit
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Im allgemeinen, d.h. fir || > 2 sind wir leider ziemlich schnell am Ende unserer
Weisheit, wenn es um die Berechnung der Eigenwerte von IP und damit um das
Diagonalisieren von IP geht. Die obige Methode taugt also nicht, um allgemein Er-
kenntnisse {iber das Langzeitverhalten von Markoff-Ketten zu gewinnen. Der Effekt,
den wir aber im Beispiel 2.15 gesehen haben, dass ndmlich die Limesmatrix aus
lauter identischen Zeilen besteht — und das bedeutet, dass die Markoff-Kette asym-
ptotisch ihren Startort “vergifit” — werden wir in dem allgemeinen Limesresultat
wiederfinden. Um dieses zu beweisen, miissen wir zunéchst den Begriff der Entropie,
den wir schon in Kapitel 4 und 6 fiir zweielementige Grundriume kennengelernt
haben, auf groflere Radume iibertragen.

Definition 2.16 FEs sei I eine endliche, mindestens zweielementige Menge und v, o
seinen Wahrscheinlichkeiten auf I mit o(i) > 0 fir alle1 € I. Dann heifit

H(v|o) =) v(i)log (%)

i€l

die relative Entropie (relative entropy) von v beziiglich o. Hierbei setzen wir 0log0 =
0.

Wir sammeln ein paar Eigenschaften der Entropiefunktion

Proposition 2.17 In der Situation von Definition 2.15 ist H(-|p) positiv und strikt
konvex und es ist H(v|p) =0 < v = p.

Beweis. Sei die nicht—negative, strikt—konvexe Funktion v (¢) gegeben durch ¥ (t) =
tlogt —t+ 1 (und wieder ist ¥(f) = 0 < ¢t = 1). Dann ist

Hg) = X o) (S5 e(55) - 45 +1)
(

)

= > oliy
woraus die Behauptungen folgen. O

A%

el

Wir kommen nun zu einem Satz, der das aymptotische Verhalten einer grolen Grup-
pe von Markoff-Ketten klirt. Dieser Satz ist gewissermassen ein Gesetz der grofien
Zahlen fiir Markoff-Ketten; er wird in der Literatur hiufig auch als Ergodensatz fiir
Markoff-Ketten bezeichnet.
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Satz 2.18 Ergodensatz (ergodic theorem) Sei IP eine stochastische Matrix iiber ei-
nem endlichen Zustandsraum I und v irgendeine Anfangsverteilung. Weiter existiere
ein N, so dass IPY nur strikt positive Eintrige hat. Dann konvergiert

V]Pn _>n—>oo Qa
wobei o eine Wahrscheinlichkeit auf I ist, die der Gleichung
olP = o

gentgt.

Bemerkung 2.19 Die Bedingung “es existiere ein N, so dass PV nur strikt po-
sitive Eintrdge hat” impliziert natiirlich, dass IP irreduzibel ist (man kann nach
spétestens N Schritten jeden Punkt von jedem anderen aus erreichen). Umgekehrt
ist die Bedingung aber nicht dquivalent zur Irreduzibilitdat von IP. Beispielsweise ist

die Matrix
01
P=(V5)

irreduzibel, aber natiirlich ist keine ihrer Potenzen strikt positiv. Man kann sich
iiberlegen, dass obige Bedingung dquivalent ist zur Irreduzibilitdt von IP plus ei-
ner weiteren Bedingung, die Aperiodizitat von IP heisst. Unter letzterem wollen wir
verstehen, dass der ggT iiber samtliche Zeiten, zu denen man mit positiver Wahr-
scheinlichkeit in den Punkt ¢ zuriickkehren kann, wenn man in ¢ gestartet ist, und
iiber samtliche Startpunkte i eins ist. Wir werden diese Aquivalenz hier nicht bewei-
sen und nur bemerken, dass irreduzible und aperiodische Markoff-Ketten manchmal
auch ergodisch (ergodic) heiien.

Satz 2.18 enthélt offenbar unter anderem eine unbewiesene Existenzaussage. Diese
werden wir getrennt beweisen. Wir zeigen also zunéchst, dass es eine Wahrschein-
lichkeit ¢ mit

olP = o

gibt. Die Existenz eines beliebigen o, das obiger Gleichung geniigt, ist ziemlich offen-
sichtlich, denn offenbar ist 1 Eigenwert jeder stochastischen Matrix (die konstanten
Funktionen sind rechte Eigenvektoren) — also muss es auch linke Eigenvektoren zum
Eigenwert 1 geben; ein solcher ist p. Auch ist es nicht schwierig, ein solches p so zu
normieren, dass die Summe seiner Eintrége 1 ist. Was aber a priori iiberhaupt nicht
klar ist, ist, warum ein solches g eigentlich nicht-negativ sein sollte. Wer in der li-
nearen Algebra ein wenig Perron-Froebenius Theorie betrieben hat, wird dies schon
wissen. Wir werden es hier mit Hilfe eines anderen, mehr stochastischen Arguments
herleiten.

Satz 2.20 Se: () eine stochastische r X r Matriz. Dann existiert
1t
lim — = H
fim 529
]:
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und es qult
HQ=QH=H H? =H.

Beweis. Zunichst bemerken wir, dass mit () auch Q" stochastisch ist (es ist z.B.

Qe /) =YD Qe Q. f) = 1;
f=1

f=1 d=1

fiir beliebiges n geht das analog.) Damit ist dann auch

k
1 .
Pk = E ]El QJ

stochastisch. Dariiber sind die P, € IR” und als solche beschrinkt. Nach dem Satz
von Bolzano—Weierstraf3 besitzt somit die Folge der P, einen Haufungspunkt H. Wir
wollen im folgenden sehen, dass es genau einen Haufungspunkt dieser Folge gibt.
Dazu betrachten wir eine Teilfolge (H,;) der Folge (Py), die gegen H konvergiert.
Damit erhalten wir

!
1 )
— _ +1
QH = HiQ =73 &
J=1
1 1
= H — 7Q 4 7Q1+1.
Da die letzten beiden Terme fiir | — oo verschwinden, ergibt sich

QH=HQ=H. (18)

Ist nun H’ ein weiterer Haufungspunkt und (H,,) eine Folge die gegen H' konvergiert,
dann erhalten wir aus (44) einerseits

H'H=HH' = H.
Andererseits folgert man analog zu oben
HP,=P.H = H

fiir alle k£ und somit
HH=HH =H'.

Daher ist H' = H und H? = H. O

Was haben wir nun damit gewonnen? Nun, die Gleichung HQ) = H impliziert doch,
dass fiir jede Zeile ¢ von H gilt, dass

0@ = o,
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jede Zeile (und jede konvexe Kombination von Zeilen) von H ist also ein linker
Eigenvektor von H zum Eigenwert eins. Dariiber hinaus ist die Menge der stochas-
tischen Matrizen abgeschlossen in R”. Das sieht man, indem man einerseits die
Abgeschlossenheit aller nicht-negativen Matrizen erkennt (das ist nicht schwer) und
andererseits sieht, dass die Menge aller Matrizen mit Zeilensumme eins fiir alle Zeilen
abgeschlossen ist (die Menge der stochastischen Matrizen ist dann der Durchschnitt
dieser beiden abgeschlossenen Mengen). Letzteres ist wahr, denn die Funktionen f;,
die die i'te Zeilensumme bilden sind stetig, und die Menge der Matrizen mit Zei-
lensumme 1 ist dann das Urbild der (abgeschlossenen) Menge (1,...,1) unter der
stetigen Abbildung f = (f1,..., fr)-

Somit ist H als Limes stochastischer Matrizen wieder stochastisch, seine Zeilen
sind also Wahrscheinlichkeiten auf dem Grundraum. Dies beweist die Existenz einer
Wahrscheinlichkeit o mit

0Q = o.

Solche Wahrscheinlichkeiten heiflen auch stationér (stationary) bzgl. ). Nun sind
wir in der Lage Satz 2.17 zu beweisen.

Beweis von Satz 2.17 Wie wir eben gesehen haben, existiert eine stationére Vertei-
lung ¢ bzgl. IP, ndmlich beispielsweise eine Zeile des entsprechend Satz 2.19 gebil-
deten Cesaro-Limes der Potenzen von IP. Ein solches g besitzt nur strikt positive
Eintrige. Wire z.B. p(i) = 0, so ergédbe das

0=o(i) = Z 0(7)IPN (5, 1)

im Widerspruch dazu, dass PV strikt positiv ist und 3~ o(j) = 1 ist.

Dariiber hinaus gibt es nur eine Verteilung o, die stationér zu IP ist (insbesondere
besteht H aus lauter identischen Zeilen). Gébe es ndmlich p, ¢/, die beide stationér
bzgl. IP wéren, so gilte fiir jedes a € IR und n € IN

o—ag = (0—ag)P".

Wir wahlen
a = min Q(Z.) = Q(Z,O) .
iel o'(i)  ¢'(io)

Damit ist

0= (0—ad)(io) =Y _(e—ad) (/)P (4, o).

jel

Aus der strikten Positivitit von IPY folgt somit, dass o(j) = ag(j) fiir alle j € I
gelten muss. Da ¢ und ¢ Wahrscheinlichkeiten sind, impliziert das, dass a = 1 ist
und folglich o = ¢'. Die im Satz behauptete Konvergenz ist also die Konvergenz
gegen einen Punkt im klassichen Sinne.
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Um diese Konvergenz schliellich zu zeigen, verwenden wir die Entropiefunktion aus
Definition 2.15 in der Schreibweise

H(v|o) =) oli) < z)

el

wobei ¢ wieder die strikt konvexe Funktion
W(t) =tlogt —t + 1

ist. Daher ist

IA
\d
g
E
\%_/.
hac]
<
=
‘S\
==
S~——

el jel Q']
_ Ao (V)
N ; (W(@(j))
= H(v|o),

wobei das “<”-Zeichen aus der Tatsache, dass W%
v(4)

bination der =% ist, folgt, zusammen mit der Konvexitéit von ¢ und das vorletzte
Glelchheltszem&len eine Konsequenz der Stochastizitat von IP ist. Somit ist

eine konvexe Kom-

H(vIP|o) < H(v|p)

mit Gleichheit genau dann, wenn vIP = v, also v = g ist. Anwenden von IP verklei-
nert also die Entropie und damit eine Art Distanz zum invarianten Maf.

Somit ist insbesondere die Folge (H (vIP"| g))n monoton fallend und zwar strikt,
solange vIP™ # p ist.

Wir wollen abschliefend sehen, dass dies schon impliziert, dass die Folge g,, := vIP"
gegen p konvergiert. Da g,, beschrinkt ist, besitzt die Folge zumindest im R/ | einen
Héufungspunkt ¢’ und es existiert eine Teilfolge (g,,);, die gegen ¢’ konvergiert.
Wir zeigen, dass ¢’ = p ist (und sind dann fertig, da die Argumentation fiir jeden
Héaufungspunkt gilt und die Folge p,, damit gegen o konvergiert).

Nun ist einerseits
H(¢'|o) > H(J'TP|p).
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Andererseits haben wir

Pl = S o (S20)
e e()

= QU%ﬁ( o(j)

l—o0 4
jel

= gg§:dﬁ¢<ggﬁiﬂﬂ>.

= 0(j)

Nun ist (n;); eine Teilfolge und daher n, + 1 < n;q. Dies ergibt mit der vorher
gezeigten Monotonie

lim > " o(j)¢ (M)

l—o0 o o(j)
> ggEZMﬁ¢<Q£§%iﬁ>=fﬂmm-

Insgesamt ist also

und daher

Beispiel 2.21 1. Irrfahrt auf dem Kreis

Fir n € IN sei C,, der n-Kreis, d.h. der Graph, der entsteht, wenn man n
Punkte durchnummeriert und den Punkt k mit den Punkten k — 1 und k +
1 wverbindet (Punkt 1 wird mit 2 und n verbunden). Auf C, definiert man
eine Markoff-Kette vermége der Ubergangsvorschrift p; = 1/2 und Diit1 =
pii1 = 1/4 (dabei ist die Addition modulo n zu verstehen). Offenbar ist fir
die zugehdorige stochastische Matriz IP und jedes r > n/2+1, IP" strikt positiv.
Also sind die Voraussetzungen des Ergodensatzes erfillt und fiir jede beliebige
Startverteilung v konvergiert vIP" gegen das invariante Maf der Kette, was
offensichtlich die Gleichverteilung auf allen Zustinden ist.

2. Ehrenfests Urnenmodell

In der Situation von Beispiel 2.6 d) rechnet man wieder nach, dass die Bedin-
gungen des Ergodensatzes erfiillt sind. Die Kette konvergiert daher gegen ihre
Gleichgewichtsverteilung, d.h. die Binomialverteilung.
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Wir werden uns im folgenden auf eine besondere Markoff-Kette konzentrieren. Dazu
bemerken wir zunéchst, dass — hat man eine Folge (X;) von unabhéngigen, identisch
verteilten Zufallsvariablen mit endlich vielen Werten gegeben (dass es so eine Folge
gibt, kénnen wir allerdings hier nicht zeigen) — man daraus eine Markoffkette S,

bilden kann, indem man
i=1

und Sy = 0 setzt. In der Tat rechnet man schnell nach, dass fiir jedes Ereignis
{Sn—l = Qp—1,- - .,Sl = (11,5() = ao} mit P({Sn—l = Qp—1,- - .,Sl = (11,50 = ao}) >
0 gilt

P(Sn = an’Sn—l = Qp—-1, -, Sl = (1,1,50 = aO) = P(Xn =ap — an—l)a

also die Markoff-Eigenschaft erfiillt ist. Wir werden im folgenden genau eine solche
Markoff-Kette betrachten, wobei die X; unabhéngige Zufallsvariablen mit Werten in
{—=1,1} und P(X; =1) = P(X; = —1) = 1/2 sind. Anschaulich entpricht das einer
Art Pfad, der in der 0 startet und in jedem Punkt n € IN entscheidet, ob er einen
Schritt nach oben oder einen Schritt nach unten geht. Die Menge aller solcher Pfade
der Lange n sei €2,. Aus naheliegenden Griinden bezeichnet man die Folge Sy =
0,51,...,S5, auch als Irrfahrt (random walk) auf Z. Den Index dieser Zufallsgroien
bezeichnet man meist als die ,,Zeit“. Wir sagen also etwa ,,die Wahrscheinlichkeit,
dass zum Zeitpunkt 100 die Irrfahrt erstmals in 20 ist, ist...“ und meinen damit die
Wahrscheinlichkeit des Ereignisses

A= {8 #20,8, #20,..., S # 20, S100 = 20}.

Nachfolgend sind zwei Simulationen einer derartigen Irrfahrt mit n = 1000 abge-
bildet. Aus dem Gesetz der groflen Zahlen folgt, dass zum Beispiel Siggo/1000 mit
groffer Wahrscheinlichkeit nahe bei 0 liegt. Um etwas zu ,,sehen® miissen wir die
y-Achse gegeniiber der x-Achse strecken. Eine genauere theoretische Diskussion des
richtigen Streckungsmafistabs kann hier nicht gegeben werden, dies geschieht in Ka-
pitel 7.

Hier sollen zunéchst ”Pfadeigenschaften” der S, studiert werden. Hierzu wollen wir
(Sn)n nicht nur in einer Dimension betrachten, sondern in d Dimensionen. Es sei
also (Sy), die d-dimensionale Irrfahrt ohne Drift, die wir schon in den Beispielen
kennengelernt haben, also

i=1

und X; nehmen iid. und gleichverteilt die Werte +e;, i = 1,...,d mit Wahrschein-
lichkeit o5 an, wobei die e; die Einheitsvektoren in Z? sind.

Wir fragen uns zunéchst, ob eine Irrfahrt (.S,,), die definitionsgeméf im Urpsrung 0
beginnt, wieder nach 0 zuriickkehrt. Dazu sei T" der Zeitpunkt der ersten Riickkehr
(T ist die Zufallsvariable). Der folgende Satz geht auf Georg Polya zuriick. Er zeigt
einen ”"Phaseniibergang” des Verhaltens in der Dimension.
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Satz 2.22 Es gilt

a) P(T < o0) =1, falls d < 2,
b) P(T < o0) < 1, falls d > 3.

Bemerkung 2.23 a) nennt man Rekurrenz, b) heifit Transienz der Irrfahrt.

Beweis: Sei N := > l¢g,—0y = Y, Its,,—0p die Anzahl der Besuche der Irrfahrt
im Ursprung und
L :=sup{2n: Sy, =0}

der letzte Besuch dort (wobei moglicherweise L = o) ist. Es ist

EN = ip(sgn =0).

n=0
Die Translationsinvarianz unter Zeitshifts ergibt:
P(Son = 0) - B(Sy; £0 V)
P(Sy, =0) - P(T = 00).

Summation iiber n ergibt
P(L < 00) =P(N < o0) = E[N]-P(T = o).

Ist EN = oo, folgt P(N < o0) = 0 und somit P(T" = co) = 0. Die Irrfahrt ist also
rekurrent. Ist 0 < EN < 00, so ist P(IV < 00) = 1, also

1

also ist die Irrfahrt transient. Man rechnet dann

1 EN —1
IP’(T<oo)—1—IP’(T—oo)—1—EN— EN
2 ne1 P(S2n = 0)

T P(S20 = 0)

Konvergiert also 3 % | P(Sy, = 0), so ist die Irrfahrt transient; definiert man “:2%- =

17, so ergibt die Formel auch fiir divergente Reihen > P(Ss, = 0) Sinn, dann ist die
Irrfahrt ndmlich rekurrent.

Ist nun d =1, so ist

P(S, = 0) = <2n) 972

n

3l
3

nach der Stirlingschen Formel. Da
SE
n=1 \/ﬁ
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folgt die Behauptung fiir d = 1.

Fiir d = 2 muss die Irrfahrt zur Zeit 2n je k Schritte nach oben und unten gegangen
sein und jeweils n — k Schritte nach links und rechts, um zur 0 zuriickzukehren. Also

o= % () () O

Da auch die harmonische Reihe divergiert, folgt die Behauptung fiir d = 2.

Fiir d > 3 impliziert Sy, = 0, dass man in den ersten 2n Schritten jeweils k; Schritte
in Richtung von +e; gemacht haben muss. Sei

d
C’n:{OSkiSn:Zki:n}.

=1

Also gilt

1 /2n n! 2
= — din—
22”<n) Z |: k‘llkd':|

keC,
1 (2n n! n!
< L — L
—22n<n>?é%f{ kl!...kd!}xkezc kil k!

Die letzte Summe ist als Summe iiber die Wahrscheinlichkeiten einer Multinomial-
verteilung 1. Das Maximum wird bei |k; — 4| < 1 angenommen. Die Stirlingformel
liefert daher

1 ()27
P(Sa, = 0) < i — .
VTN (%)n/2d ( /271'%)

a/2.

= Const. n~

Dies ist fiir d > 3 summierbar. O

Wir werden uns nun mit dem Verhalten von S, in d = 1 befassen.

Zunichst betrachten wir fiir & < n das Ereignis A, = {Sy = 0}. Ay, ist das unmdogli-
che Ereignis, falls £ ungerade ist. Wir betrachten also As, 2k < n. Offensichtlich
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gilt
2k

P(Ay) = ( )

Wir kiirzen diese Grofie auch mit ug, ab (up = 1). Wir bemerken zunéchst, dass
P(Ay) nicht von n, der Gesamtlidnge des Experiments, abhéngt, sofern nur n > 2k
gilt. Dies ist nicht weiter erstaunlich, denn die X; sind ja unabhéngig.

>2—2’“ = b(k; 2k, 1/2).

Wir werden diesem Phénomen noch mehrmals begegnen und wollen es deshalb genau
ausformulieren: Sei k& < n und A ein Ereignis in ;. Wir kénnen ihm das Ereignis

A={w="(50,...,5,) € :(50,...,8,) EA}

in €2, zuordnen. Dann gilt

PY(4) = POI(A),

wobei P die durch die Gleichverteilung auf den Teilmengen von €, definierte
Wahrscheinlichkeit ist. Der Leser moge dies selbst verifizieren. Fiir ein derartiges
Ereignis ist es deshalb gleichgiiltig, in welchem Pfadraum €2,, die Wahrscheinlich-
keit berechnet wird, sofern nur n > k ist. Wir werden im weiteren stillschweigend
auch endlich viele Ereignisse miteinander kombinieren (z.BDurchschnitte bilden),
die zunéchst fiir Pfade unterschiedlicher Lénge definiert sind. Dies bedeutet einfach,
dass diese Ereignisse im obigen Sinne als Ereignisse in einem gemeinsamen Raum
Q),, interpretiert werden, wobei nur n geniigend grof3 gewéhlt werden muss.

Um die Groflenordnung von ug, = P(Ag) fiir groBe k zu bestimmen, erinnern wir
uns an den lokalen Grenzwertsatz. Dieser liefert sofort:

Satz 2.24

1
Ul ~ —F—

vk’
lim uopVrk = 1.

k—o00

d.h.

Interessanterweise lassen sich die Wahrscheinlichkeiten einer Reihe anderer Ereignis-
se in Beziehung zu uoy setzen. Es sei zunéchst fiir £ € IN fy;, die Wahrscheinlichkeit,
dass die erste Nullstelle der Irrfahrt nach dem Zeitpunkt 0 die Zeitkoordinate 2k
hat, das heif3t

for = P(S1#0, Sa #0,...,S% 1 #0, So, = 0).

Dann gilt

Satz 2.25 1. fgk = iUQk_Q = P(Sl >0, Sy > 0,... ,Sgk;_g >0, Sgk;_l < O)
= Ugk—2 — U2k-
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2. ng:P(Sl#O, 52750,,5%7&0):]3(5120, SQZO,,SQkZO)

k
8. ug = D5 fojuan—sg;.

Zum Beweis dieses Satzes miissen wir ein wenig ausholen. Insbesondere stellen wir
einen eleganten Trick vor, mit dem sich die Méchtigkeit gewisser Pfadmengen be-
stimmen lédsst. Dieser beruht auf einer teilweisen Spiegelung der Pfade an der x-
Achse.

Wir sagen, dass ein Pfad (s;, si41,...,s;) die x-Achse beriihrt, falls ein k mit i <
k < j existiert, fiir das s = 0 ist.

Lemma 2.26 (Reflektionsprinzip, reflection principle) Es seien a,b € IN und i,j €
Z miti < j. Die Anzahl der Pfade von (i,a) nach (j,b), welche die x-Achse beriihren,
ist gleich der Anzahl der Pfade von (i,—a) nach (j,b).

Beweis. Wir geben eine bijektive Abbildung an, die die Menge der Pfade von (i, —a)
nach (7, b) auf die Menge der Pfade von (i, a) nach (j, b), welche die z-Achse beriihren,
abbildet. Sei

(Si = —Qa,Si+1, - - .,Sj_l, Sj = b)

ein Pfad von (i, —a) nach (j,b). Dieser Pfad muss notwendigerweise die z-Achse
beriihren. Sei 7 die kleinste Zahl > i, fiir welche s, = 0 gilt. Offensichtlich ist dann

(_3i7 TSitly ey =811, S = O; Srly-- 585 = b)

ein Pfad von (i,a) nach (j,b), der die x-Achse beriihrt, und die Zuordnung ist bi-
jektiv. O

Das Spiegelungsprinzip werden wir nun verwenden, um die Menge der Pfade, die
nach 2k Schritten zum ersten Mal wieder die z-Achse beriihren abzuzéhlen.

Satz 2.27 1. Es gibt i(if__f) Pfade von (0,0) nach (2p,0) mit
S1 >0, So > 0,...782p_1 > 0.

2. Es gibt #(?) Pfade von (0,0) nach (2p,0) mit
S1 207 S2 Zoa"’782p—1 ZO

Beweis. (1) Es ist notwendigerweise s; = 1 und so,—; = 1. Wir suchen somit nach
der Anzahl der Pfade von (1,1) nach (2p —1,1) mit s; > 0, s5 > 0,..., 59,1 = 1.
Diese ist gleich der Anzahl aller Pfade von (1, 1) nach (2p — 1,1) minus der Anzahl
der Pfade, die die xz-Achse beriihren. Dies ist nach dem Spiegelungsprinzip gleich
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der Anzahl aller Pfade von (1,1) nach (2p — 1,1) minus der Anzahl der Pfade von
(—=1,1) nach (2p — 1,1). Nach ein bisschen elementarer Kombinatorik erhdlt man

daher
(2p—2) <2p—2) 1 (2p—1) B 1(2p—2)
p—1 P 2p—1\ p p\p—1

als die gesuchte Anzahl der Pfade.

(2) Wir verldngern jeden Pfad, der die Bedingung erfiillt, indem wir noch die beiden
Punkte (=1, —1) und (2p + 1, —1) anfiigen und mit (0,0) bzw. (2p,0) verbinden.

Auf diese Weise wird eine bijektive Abbildung von der gesuchten Menge von Pfa-
den auf die Menge der Pfade von (—1,—1) nach (2p 4+ 1, —1), welche die Bedin-
gung sop > —1, sy > —1,..., 89, > —1 erfiillen, hergestellt. Die Anzahl der Pfade
in dieser Menge ist gleich der Anzahl der Pfade von (0,0) nach (2p + 2,0) mit
s1>0, 89 >0,...,89,41 > 0 (Verschiebung des Ursprungs). (2) folgt dann aus (1).
O

Nun sind wir in der Lage Satz 2.25 zu beweisen:

Beweis von Satz 2.25. (1) Nach Satz 9.23 (1) gibt es %(2::12) Pfade von (0, 0) nach

(2k,0) mit s; > 0,..., So,—1 > 0 und natiirlich genauso viele mit s < 0,...,s95_1 <

0. Es folgt
2 (2% — 2 1 (2 —2 1
_Z o2k _ o=2(k=1) _ = .
fai k(k—l) 2k(k:—1) ok 122

Wir beweisen die nédchste Gleichung: Falls so1_9 > 0 und s9r_1 < 0 sind, so gelten
Sop—2 = 0 und s9,_1 = —1. Die Anzahl der Pfade von (0,0) nach (2k — 1,—1) mit
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s1 > 0,...,89%-3 > 0, Sop_o = 0 ist gleich der Anzahl der Pfade von (0,0) nach
(2k —2,0) mit allen y-Koordinaten > 0. Die zweite Gleichung in (1) folgt dann mit
Hilfe von Satz 2.27 (2). Die dritte ergibt sich aus

U\, 2k(2k—1) (2k—2\ 1 __ 1
— 22k:— __.22k+2: 1— — s
2k (k) k- k (k:—l) 4 ( 2k>”2k2

(2) Cy; sei das Ereignis {S1 # 0, So #0,...,521 # 0, S2; = 0}. Diese Ereignisse
schliefen sich gegenseitig aus und haben Wahrscheinlichkeiten fo; = ugj_o — ug;.
Somit ist mit ug = 1

k k
P(Sl#O, 52%0,752147&0>:1—P(U023) :1—Z(u2j_2—u2j):u2k.

Die zweite Gleichung folgt analog aus der dritten Identitét in (1).

(3) Fir 1 S] S k sei Bj = {Sl 7& O, SQ 7é 0,...,32]‘_1 7é 0, ng = O, S2k = O}
Diese Ereignisse sind paarweise disjunkt, und ihre Vereinigung ist {Ss, = 0}. |B)]
ist offenbar gleich der Anzahl der Pfade von (0,0) nach (27,0), die die z-Achse
dazwischen nicht beriihren, multipliziert mit der Anzahl aller Pfade von (27, 0) nach
(2/{5, 0), das heifit |BJ| = 22jf2j22k_2jUQk_2j. Somit gllt P(BJ) = fQjUQk_Qj, das heif3t

k k
Ugk = Z P(Bj) = Z f2ju2k—2j-
j=1 j=1

Eine interessante Folgerung ergibt sich aus der ersten Gleichung in (2). Da limy_, .t =
0 gilt, folgt, dass die Wahrscheinlichkeit fiir keine Riickkehr der Irrfahrt bis zum
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Zeitpunkt 2k mit k — oo gegen 0 konvergiert. Man kann das folgendermafien aus-
driicken: ,,Mit Wahrscheinlichkeit 1 findet irgendwann eine Riickkehr statt.” Man
sagt auch, die Irrfahrt sei rekurrent. Wir wollen das noch etwas genauer anschauen
und bezeichnen mit 7" den Zeitpunkt der ersten Nullstelle nach dem Zeitpunkt 0. T°
muss gerade sein, und es gilt P(T = 2k) = for. Aus (1) und ug, — 0 folgt

00 N
E for = lim E for
N—oo
k=1 k=1
N

= lim Z(U2k—2 - U2k;)

N—oo
k=1

= Nh_rgo(uo —ugy) = 1.

Wir sehen also, dass (for)rew eine Wahrscheinlichkeitsverteilung auf den geraden
natiirlichen Zahlen definiert, die Verteilung von 7. Daraus lasst sich der Erwar-
tungswert von 7' berechnen:

ET =Y 2kfu =Y un s,
k=1 k=1

wobei wir die Gleichung wieder Satz 2.25 (1) anwenden. Diese Reihe divergiert
jedoch! Man kann auch sagen, dass ET' gleich oo ist. Mit Wahrscheinlichkeit 1 findet
also ein Ausgleich statt; man muss jedoch im Schnitt unendlich lange darauf warten.

Obgleich P(S; # 0,...,80 # 0) = P(S; > 0,...,S% > 0) ~ 1/v7k gegen 0
konvergiert, ist diese Wahrscheinlichkeit erstaunlich groff. Wieso erstaunlich? Wir
betrachten das Ereignis Fj(k), dass die Irrfahrt wiahrend genau 2j Zeiteinheiten bis
2k positiv ist. Aus formalen Griinden prézisieren wir ,,positiv sein“ wie folgt: Die
Irrfahrt ist positiv im Zeitintervall von [ bis [ 4 1, falls S; oder S;.1 > 0 ist. Es
kann also auch S; = 0, S;31 > 0 oder S; > 0, S;y; = 0 sein. Man iiberzeugt sich
leicht davon, dass die Anzahl der Intervalle, wo dieses der Fall ist, gerade ist. F, k(k)
ist natiirlich gerade das Ereignis {S; > 0, So > 0,..., Sy, > 0}. Aus Griinden der

Symmetrie ist P(Fo(k)) = P(F,ik)), was nach Satz 2.25 (2) gleich ug, ~ 1/v/7k ist.

Die Fj(k) sind fiir 0 < j < k paarweise disjunkt, und es gilt

Mithin kénnen nicht allzuviele der P(Fj(k)) von derselben GroBenordnung wie P(F, ,ik))
sein, denn sonst miisste die obige Summe > 1 werden. Anderseits ist wenig plausi-
bel, dass unter diesen Wahrscheinlichkeiten gerade P(F, k(k)) und P(Fék)) besonders
grofl sind. Genau dies ist jedoch der Fall, wie aus dem folgenden bemerkenswerten
Resultat hervorgehen wird.
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Satz 2.28 Fir (0 <j <k gilt

P(Fj(k)) = UQJ'UQ]C,QJ'.

Beweis. Wir fithren einen Induktionsschluss nach k. Fiir £ = 1 gilt

1
PRy = P(FY) = 5 = ta-
Wir nehmen nun an, die Aussage des Satzes sei bewiesen fiir alle £ < n — 1, und
beweisen sie fiir k = n.

Wir haben schon gesehen, dass P(FO(")) = P(Fﬁ”)) = Uy, ist (up ist = 1). Wir
brauchen deshalb nur noch 1 < j < n —1 zu betrachten. Zunéchst fithren wir einige
spezielle Mengen von Pfaden ein.

Fir1 <1 <n, 0<m<n-—1sei Glfm die Menge der Pfade der Linge 2n mit:
So=10,8 >0,8 >0,...,59_1 >0, soy = 0 und 2m Strecken des Pfades zwischen
den z-Koordinaten 2/ und 2n sind positiv.

Analog bezeichne Gz_,m fir 1 <1< n,0<m<n-—1I, die Menge der Pfade mit:
S0 =0,8 <0,8 <0,...,89_.1 <0, s9y =0 und 2m Strecken des Pfades zwischen
den x-Koordinaten 2/ und 2n sind positiv.

Die G G, sind offensichtlich alle paarweise disjunkt. Ferner gilt

l,m>

G, CF. G, C FW.

Man beachte, dass fiir 1 < 5 < n —1 jeder Pfad aus Fj(") zu genau einer der Mengen
G;“m, G, gehort. Dies folgt daraus, dass ein solcher Pfad mindestens einmal das
Vorzeichen wechseln, also auch die 0 passieren muss. Ist 2/ die x-Koordinate der
kleinsten Nullstelle > 0, so gehort der Pfad zu Glfj_l, falls der Pfad vor 2l positiv,

und zu Gy, falls er vor 21 negativ ist. Demzufolge ist

D) =S PG + S PG

=1

Es bleibt noch die Aufgabe, die Summanden auf der rechten Seite dieser Gleichung
zu berechnen.

Offensichtlich enthalten GJr und G, gleich viele Pfade. |GJr | ist gleich der Anzahl
der Pfade von (0,0) nach (2l 0) mlt s1>0,8 >0,...,89_1 > 0 multipliziert mit
der Anzahl der Pfade der Lange 2n—2[ mit Start in (2[ , 0) und 2m positiven Strecken,
das heifit
1
‘Gl—&:m — |Gl_m’ — _f2l22lP(F(nfl))22n72l’
P(G},) = P(G;,,)= —fglP( )
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Nach der weiter oben stehenden Gleichung ist also

. (py , L = _
F") Z JuP(E0) + 5 ; faP(F}

Nach Induktionsvoraussetzung ist das

J n—j
1 1
= 5 E Jar Ugj—2] U2p—25 T 5 E Jar Uon—2j—21 W25 = U2j U2p—25-
=1 =1

Um das Verhalten von P(Fj(k)) fiir festes £ als Funktion von j zu untersuchen,
betrachten wir fiir 1 < j < k — 1 die Quotienten

P(EM) )G @)k = 2D + DY((k = j — 1))’
PEPY — EEEE) TGNk — )2 +2)!(2k — 2 - 2)!

(2k — 27— 1)(j + 1)
(25 +1)(k - j)

Dieser Quotient ist > 1, = 1 oder < 1, je nachdem, ob j < %,j = % oder j > %
ist.

Als Funktion von j fallt also P(F ) fiir j < 51 und steigt an fiir j > 51

P(Fg(k)) = P(F ,ik)) ist also der grofite vorkommende Wert und P(F st W) der kleins-

te. Es ist bedeutend wahrscheinlicher, dass die Irrfahrt iiber das ganze betrachtete
Zeitintervall positiv ist, als dass sich positive und negative Zahlen ausgleichen. Dies
scheint im Widerspruch zum Gesetz der grolen Zahlen zu stehen. Ohne dies genau-
er diskutieren zu konnen, sei aber daran erinnert, dass die Riickkehrzeit 7" nach 0
keinen endlichen Erwartungswert hat, wie wir oben gezeigt haben.

Mit Hilfe des Vorangegangenen lésst sich nun eine einfach Approximation fiir P (F](k))
fiir grofle j und k£ — j gewinnen:

Satz 2.29 Fir j — oo, k— 7 — oo gilt P(Fj(k)) ~ % (k , das heifst
j (k=)
: . . (k) 1
m (k=) P(F) = —.
k—j—o00

Betrachten wir speziell z € (0,1) so gilt fiir j,k — oo mit j/k ~ x

1 1
P(F) ~ —
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Diese Wahrscheinlichkeiten sind also von der GroBenordnung 1/k, das heifit asym-

ptotisch viel kleiner als

1
P(FM) = P(EM) ~ T

Die Funktion (z(1—z))~%/?2 hat fiir z = 0 und 1 Pole. Das steht in Ubereinstimmung
damit, dass fiir j/k ~ 0 und j/k ~ 1 die Wahrscheinlichkeiten P(Fj(k)) von einer
anderen Groflenordnung als 1/k sind.

Eine Aussage wie Satz 2.29 ist gewissermaflen auch ein lokaler Grenzwertsatz, da wir
damit Informationen iiber die Wahrscheinlichkeit, dass der Zeitraum der Fiihrung
exakt = 2j ist, erhalten. Da diese Wahrscheinlichkeiten jedoch alle fiir grofie £ klein
werden, interessiert man sich eher zum Beispiel fiir die Wahrscheinlichkeit, dass der
relative Anteil der Zeit, wo die Irrfahrt positiv ist, > « ist.

Es seien 0 < a < f < 1. (o, 5) sei die Wahrscheinlichkeit, dass dieser relative
Anteil der Zeit zwischen o und f liegt. Genauer: T}, sei (die auf Qq definierte)
Zufallsgrole, die die Dauer der Fiihrung zahlt:

2%
Ty = Z Lis; 1>0,5;>0}-

j=1
Dann ist

(o, B) == P(a < = < 5) Z P(F

ja<J<B

Wir wollen nun aus Satz 2.29 fiir £ — oo folgern:
19
LY 19
J a<i<p E k)
Die rechte Seite ist nichts anderes als die Riemann-Approximation fiir

51 1

\/17 %(arcsin VB — arcsin V).
— )

Es folgt damit:

Satz 2.30 (Arcus-Sinus-Gesetz)

2
klim Ye(a, B) = = (arcsin v/ — arcsin /).
—00 m

Beweis. Wir schreiben die Stirling-Approximation als n! = v/ 27m(%)nF (n) mit
lim,, . F'(n) = 1. Es folgt

oy (W (H-2Y1 11 1 FE)FEKE-)
P(F‘)_(J'x’f—j)?”“ T U '




Wir wéhlen nun ein 6 > 0 mit 0 < 6 < 1/2 und betrachten fiir jedes k£ nur die Werte
j fiir die gilt

.

womit ké < j und ké < k — j folgt. Fiir & — oo konvergiert nun jedes F'(j), F'(k —
J), F(2j) gleichméafig fiir alle obigen Werte von j. Somit existiert fiir 6 < a < <
1 — 6 ein Gy (k) fiir jedes k = 1,2, ..., so dass fiir jedes obige § > 0 gilt:

lim Gog(k) =1 gleichméfig fir d<a<f<1-6§

und
PF®)Y 1 1 1 )Ga k).

Nun folgt die Behauptung gleichmafig fir 0 < a < < 1 — 9, wie auch immer
0 < § < 1/2 gewéhlt war. Damit folgt die Behauptung,. O

Bemerkung 2.31 Die Aussage von Satz 2.30 ist auch richtig fiir o« = 0 oder § = 1.
Das heifit etwa, dass v,(0, 8) — die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass der relative An-
teil der Zeit, in der Ky fihrt, < [ ist — gegen %arcsin VB konvergiert.

Beweis Offensichtlich gilt limy,_,o 7(0,3) = 1/2. Ist 8 € (0,1/2), so folgt

lim 74(0,8) = Jim (34(0,1/2) — 3(8,1/2)) = = axesin /5,

k—oo

fir g > 1/2

lim 74(0,8) = Jim (3(0,1/2) +7(1/2, 8)) = ~ arcsin /5.

k—o0

Fiir ¢ (a, 1) fithrt dasselbe Argument zum Ziel. O

Der Beweis des Arcus-Sinus-Gesetzes wurde in einer allgemeineren Form zuerst von
Paul Pierre Lévy (1886-1971) im Jahre 1939 gegeben.

Die Funktion X \/ﬁ hat das folgende Aussehen:
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m/x(1—x)

0.2

0.4
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3 Ergodensitze

Schon im Kapitel iiber die Gesetze der grofien Zahlen hatten wir uns mit dem Grenz-
verhalten des Mittelwertes %Z?:l X; einer Folge X, Xs,... von Zufallsvariablen
befasst. Diese waren dort unabhéngig und identisch verteilt. Wir wollen die Fra-
ge nun fiir eine Folge, die allgemeineren Bedingungen geniigt (die insbesondere die
Abhéngigkeit der Zufallsvariablen zulassen), wieder aufnehmen. Natiirlich kann die
Verteilung der X, X, ... nicht vollig willkiirlich sein. Insbesondere wiren X; mit
zu grofem Gewicht natiirlich schédlich, denn sie wiirden allein das Verhalten des
Mittelwerts bestimmen. Wir werden uns deshalb auf sogenannte stationédre Zufalls-
variablen konzentrieren.

Definition 3.1 Fine Folge Xy, X1,... von Zufallsvariablen heifit stationdr, falls
fiir jedes k € N die Folge Xy, Xgi1,... dieselbe Verteilung hat wie die Original-

folge Xo, X1,... Dies ist genau dann der Fuall, wenn fir jedes n € N die Vektoren
(Xo,. .., Xpn) und (Xg, ..., Xpin) fiir jedes k € N die gleiche Verteilung haben.

Die folgenden Beispiele werden uns durch dieses Kapitel begleiten.

Beispiel 3.2 Die Folge Xy, X1, ... ist i.i.d. Offenbar haben dann die Zufallsvektoren
(Xo,..., Xn) und (Xg, ..., Xpin) dieselbe (Produkt-)Verteilung; die Folge ist also
stationdr.

Beispiel 3.3 Es sei € eine endliche Menge und Xo, Xy,. .. eine Markov-Kette auf
Q Wir nehmen an, dass diese Markov-Kette homogen ist, d.h. dass die Ubergangs-
matriz ) nicht vom Index n abhdngt. () habe die stationdre Verteilung m, d. h. es
gelte

Q) =7

oder mit anderen Worten
7(4) = [ 7). 4).

Aus der Definition der Stationaritit von 7 folgt unmittelbar, dass auch die Folge
Xo, X4, ... stationdr ist. Eine Markov-Kette, die fiir Gegenbeispiele interessant sein

wird, ist die folgende: Q0 = {0,1},
01
)

und w(0) = (1) = % Es gibt hierbei genau zwei stationdre Folgen, ndamlich

(X(),Xl,...) = (1,0,1,0) und
(X0, X1,...) = (0,1,0,1...).

60



Beispiel 3.4 (Drehung auf dem Kreis) Es sei hierfir Q = [0,1) (das wir mit der
Einheitssphire S* im R? identifizieren), F = B' und P = A\'. Fir 9 € (0,1) und
n > 0 definieren wir

Xp(w) == (w+ nd) mod 1

was wir mit der obigen Interpretation von € als die Drehung von w und den Winkel
21 werstehen konnen. Da \' die Gleichverteilung auf [0,1) ist, ist die Folge stati-
ondr, denn somit ist auch (w + nd) mod 1 gleichverteilt. Man kann Beispiel 3.3 als
eine kontinuierliche Markov-Kette mit Ubergangskern

1 y=x+49 (mod1)
0 sonst

Q@w)z{

auffassen.
Um weitere Beispiele zu konstruieren, benutzen wir das folgende Theorem.

Theorem 3.5 Ist die Folge Xy, X1, ... stationdr und
g:R%Y 5 R
messbar, dann ist auch die Folge der
Vi = g( Xk, Xy, -+ )

eine stationdre Folge.

Beweis: Fiir z € R bezeichnen wir mit gi(z) die Abbildung
9() = g, Ty, - - )
Fiir B € BYo sei weiter
A={z:(g0(x), 91(2), 92(2),...) € B}.
Um die behauptete Stationaritét zu beweisen, beobachten wir, dass

Plw: (Yo, Y1,..) € B) = Plw: (Xo,X1,...) € A)
= IP’(w : (Xk:an—i-la .. ) S A)
= IP’(w : (Yk;Yk—H, .. ) c B)

gilt. Dies heifit (Y},),, ist stationér. O

Beispiel 3.6 (Bernoulli-Shift) Es sei hierfir Q =1[0,1), F = B' und P = A|jp1).
Weiter sei Yo(w) = w und fiir n > 1 definieren wir

Yo(w) =2-Y, 1(w) mod 1.
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Dies ist offenbar ein Spezialfall von Theorem 3.5, wenn man die folgende Darstellung
von X € (0,1) wdhlt: Wihle Xo, X1, ... i.i.d. mit

und schreibe fiir
= Z ZL‘ZQ—(i—’—l).
i=0

Der Name Bernoulli-Shift kommt daher, dass eine Multiplikation mit 2 die x; nach
links schiebt. Man kann Beispiel 3.6 auch als Spezialfall von Beispiel 3.3 auffassen.

Schlieflich sind Beispiel 3.4 und 3.6 Spezialfélle des folgenden Beispiels:

Beispiel 3.7 Sei (Q, F,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und
p: Q=0

eine messbare Abbildung. Wir wollen ¢ mapireu nennen, wenn

P(o1(4)) = P(A)
fiir alle A € F gilt. Fir eine messbare Funktion X ist dann

Xo(w) = X ("))
eine stationdre Folge. In der Tat: Sei B € B"*! und

A={w: (Xo(w), X1(w),...,Xp(w)) € B}.
Dann gilt fir jedes k
P((Xg, ..., Xpin) € B) = P(pF(w) € A) = P(w € A) = P((X,, ..., X,) € B).

Dieses Beispiel ist nicht nur ein sehr wichtiges Beispiel, sondern in gewissem Sinne
das einzige Beispiel. Um dies einzusehen, benotigen wir den Kolmogorovschen Er-
weiterungssatz. Hierfiir sei I eine beliebige Indexmenge und £(I) das System ihrer
endlichen Teilmengen. Fiir jedes 1 € I sei ein Messraum (£2;, A;) Fir K € £(I)

schreiben wir
(QF, A%) = (J] 2 Q) A).

ieEK ieK
AuBlerdem sei
(2,4) = (]2 &R A.
iel iel

Die Projektionen von € nach Q, K C L € £(I) heiBen 7%, die Projektion von
Q auf Qp, sei ;. Eine Familie von Wahrscheinlichkeitsmafien Py, K € £(I) auf
(QF AE) heiBt konsistent, falls fiir alle K C L € £(I) gilt:

IPL == ]PK e} (7‘(‘5)_1.

Das Wichtige an konsistenten Familien ist, dass sie sich auf unendliche Produk-
te fortsetzen lassen. Diesen Satz, dessen Beweis im Wesentlichen &dhnlich ist, zur
Existenz unendlicher Produktmafle aus WT I, geben wir hier ohne Beweis an.
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Satz 3.8 (Kolomogorov) Ist (X, AX Pr), K € E(I) eine projektive Familie
von W.-Riumen, so gibt es genau ein Wahrscheinlichkeitsmafi P auf (2, A), das
mit den P kompatibel ist, in dem Sinne, dass gilt:

PK =Po (7TK)71
fir alle K € £(1).

In der Tat folgt aus dem Kolmogorovschen Erweiterungssatz, dass man zu jeder sta-
tiondren Folge Yy, Ys, ... ein MaB P auf Q);-,(S,S) konstruieren kann (wobei (S, S)
der Bildraum der Y; ist), so dass die Folge der X,,(w) = w, diegleiche Verteilung wie
die Folge (Yp, Y7, ...) hat. Wenn wir ¢ nun als Shift-Operator definieren, d.h.

o(wo, wi, ws, . ..) = (Wi, ws, .. .)

und
X(w) =wp

wéhlen, dann ist ¢ mafitreu, also X, (w) = X (¢p™(w)).

Derselbe Kolmogorovsche Erweiterungssatz erlaubt es uns auch, statt einseitiger
stationédrer Folgen Xy, X1, ... zweiseitige (X, )nez 2zu betrachten.

Theorem 3.9 Jede stationdre Folge (X, )nen, kann in eine zweiseitige stationdre
Folge (Y,)nez eingebettet werden.

Beweis: Man beachte nun, dass die Folge
P(Y_,, € Ao,..., Yo € Apin) =P(Xo € Ao, ..., Xonin € Anin)

eine konsistente Familie endlich-dimensionaler Verteilung ist. Nach dem Kolmogo-
rovschen Erweiterungssatz gibt es somit ein Mafl P auf (S,S), so dass Y, (w) = w,
die gewiinschte Verteilung hat. O

Aufgrund dieser Beobachtungen werden wir die folgende Theorie stationdrer Folgen
im Kontext von Beispiel 3.7 entwickeln. Wir nennen dabei eine messbare Menge A
invariant, wenn ¢ 'A = A gilt. Zwei Mengen werden dabei als gleich angesehen,
wenn ihre symmetrische Differenz Mafl Null hat.

Definition 3.10 FEine maftreue Abbildung auf (2, F,P) wollen wir ergodisch nen-
nen, wenn die o-Algebra J der invarianten Mengen

J={AcF .o 'A=4}

trivial ist, d. h. wenn
J = {@, O} P—fs

gilt oder mit anderen Worten, wenn fir alle A € J
P(A) €{0,1}
qilt.
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Die Bedeutung dieser Definition liegt darin, dass man im nicht-ergodischen Fall den
Raum in zwei Teile A und A€ positiven Mafles zerlegen kann, so dass

p(A)=A und @(A°) = A°

gilt, also ¢ nicht “irreduzibel” ist. Somit ldsst sich gewissermaflen jedes interessante
Beispiel auf den ergodischen Fall zuriickspielen.

Um noch mehr iiber die Bedeutung von Ergodizitit zu erfahren, kehren wir zu
unseren Beispielen zuriick. Falls = R ist und ¢ der Shift-Operator, dann ist eine
invariante Menge von der Gestalt

A={w:we A} ={w:pw e A}

I[teriert man das Anwenden von ¢, sieht man, dass fiir eine invariante Menge A gilt

Ae(No(Xn, Xns1, ) € Tee.

n=1
Also ist J C 7.

Ist (X,), eine i.i.d. Folge, so impliziert das Kolmogorovsche 0-1-Gesetz, dass T
trivial ist, also auch das J trivial ist. Also ist die Folge ergodisch, d.h., wenn man
das Produktmafl auf den Folgenraum liftet, ist der Shift ergodisch.

Wenden wir uns Beispiel 3.3, den Markov-Ketten, zu: Wir nehmen an, dass die
invariante Verteilung der Markov-Kette 7 der Bedingung 7(z) > 0 fiir alle z € Q
geniigt. Im vorigen Kapitel haben wir gesehen, dass dies unter den Voraussetzungen
des Ergodensatzes fiir Markov-Ketten der Fall ist, also falls es eine Potenz von @)
mit nur positiven Eintrigen gibt (d.h. ein N € N mit @~ > 0). Dies ist auch der
Zusammenhang zwischen den Ergodensétzen, die in der Folge studiert werden sollen,
und dem Ergodensatz fiir Markov-Ketten.

Unter diesen Voraussetzungen ist jeder Zustand der Kette rekurrent, d.h.
P(,,Die Kette startet in y und kommt irgendwann nach y zuriick”) = 1
fiir alle y € €. Das hat damit zu tun, dass

ILEDIACHES BN

z€Q n

gilt und ferner daraus

50 — Zl_pmy< 1

Pyy — Pyy

folgt, wobei p,, die Wahrscheinlichkeit bezeichnet, dass die Irrfahrt irgendwann von
x nach y lauft. Also kénnen wir
Q= JR
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schreiben, wobei R; disjunkte, irreduzible Teilmengen von 2 sind, d. h. solche, fi&%r
die fir alle x,y € R; ein n mit Q(x,y) > 0 existiert. Mit anderen Worten, ist
Xo € R;, so ist mit Wahrscheinlichkeit 1 auch X,, € R; fiir alle n > 1. Also ist

{w: Xp(w) e R} eJ.

Diese Beobachtung zeigt, dass die Folge nur ergodisch sein kann, wenn die Markov-
Kette ergodisch ist, d. h. wenn ) = R; ist.

Um auch die Umkehrung zu beweisen, beachte man, dass fiir A € J gilt 1409, = 14,
wobei

ﬁn(“O, Wi, Wy, . . ) = (wn, Wn+1, - - )

der Shift-Operator ist. Schreiben wir also
Fn=0(Xo,...,Xn),
so implizieren die Shift-Invarianz von 14 und die Markov-Eigenschaft
Er[14]F,] = Ex[1a0,|Fn] = h(Xa),

wobei h(x) = E, 14 gesetzt werde. Das 0-1-Gesetz von Levy besagt nun, dass fiir ein
Ae F =0(Fp,n>1)
E[1A|fn] — 14 fs.

gilt, also h(z) — 14 P-f.s. mit n — oo.

Falls X, irreduzibel und rekurrent ist, so ist fiir jedes y € €2 die rechte Seite unendlich
oft h(y). Also ist h(z) entweder identisch 0 oder 1, also P,(A) € {0,1}. An diesem
Beispiel ldsst sich auch veranschaulichen, dass J und 7, verschieden sein konnen. Ist
néamlich @ irreduzibel, aber gilt, dass jeder Zustand = € €2 eine Periode d > 1 hat fiir
ein N € N, dann ist J trivial, aber 7 nicht. Dies macht man sich leicht am Beispiel
einer Markov-Kette auf einem zweielementigen Zustandsraum mit Ubergangsmatrix

(1)

Betrachten wir das Beispiel der Drehung des Kreises (Beispiel 3.4), so ist klar, dass
diese nicht ergodisch ist, wenn der Winkel © = * fiir ein 0 < m < n erfiillt. In der
Tat: Ist B € [0, 1) eine Borelmenge und setzen wir

n

klar.

n—1 k
A= B+ —
U+,
k=0
so ist A offenbar invariant. Ist umgekehrt © irrational, so ist ¢ ergodisch. Um dies

zu beweisen ziehen wir ein Faktum aus der Fourier-Analysis heran: Ist f: [0,1) — R
messbar mit

[ P <o,
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dann kann f als die folgende Fourierreihe geschrieben werden:
f(x) _ Z Ck627rik:x
k

(wobei man, wie iiblich, dies als

N
Z Ck€27rikx f(l’)
N—oo
k=—N

in L?0,1) auffassen sollte). Man kann auch die Koeffizienten ¢; bestimmen. Diese
haben die Gestalt

1
Cp = / f(x)6*2ﬂ'ik‘xdx'
0
Mit der Wahl von ¢ als Drehung des Kreises ist also
flo(a)) = e @0 = §7 (¢, 2mike) ik
k k

Da die ¢ eindeutig bestimmt sind, kann also f(z) = f(¢(z)) nur dann gelten, wenn
cr(e?™F0 1) =0
gilt. Ist © irrational, so kann dies nur fiir
=0 (k#0)

der Fall sein. Somit ist f konstant. Wendet man dies auf f = 14 fiir ein A € J an,
folgt daraus, dass

Ae{0,[0,1)} P-fs.
folgt.

Schliefflich zeigen wir, dass auch der Bernoulli-Shift aus Beispiel 3.6 ergodisch ist.
Um dies zu beweisen, sei daran erinnert, dass die stationédre Folge Y, (w) = ¢"(w)
sich als

Y, = i o~ (M X

m=0

schreiben ldsst, wobei Xy, X1, ... eine i.i.d. Folge mit

P(X), = 0) = P(Xg = 1) :%

ist. Weiter benotigen wir

Theorem 3.11 Fulls Xy, X1, ... eine ergodische, stationdre Folge ist und
g: R >R
messbar, dann ist auch die Folge der
Yy = g( Xk, Xis1,-- )

ergodisch.
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Beweis: Aufgrund der Bemerkung nach Beispiel 3.7 geniigt es, die Situation zu
betrachten, in der fiir w € QY die Folge der X; durch X,,(w) = w,, definiert ist. Falls
B der Bedingung

{w: (Yo, Y1,...) e B} ={w: (Y1,Ys,...) € B}
geniigt, dann ist die Menge
A={w: (Yo, Y1,...) € B}
Shift-invariant. Von diesen wissen wir schon, dass sie Mafl 0 oder 1 haben.

Die Ergodizitdt des Bernoulli-Shifts folgt nun aus der Ergodizitdt der i.i.d. Folge
(Xk)k: O

Wir wollen nun eine Art “Gesetz der grofien Zahlen” fiir stationdre Folgen beweisen.
Dieses ist unter dem Namen Birkhoffscher Ergodensatz bekannt. Es besagt, das
das zeitliche Mittel einer Folge von stationdren Beobachtungen einer integrierbaren
Grofle (physikalisch: Observable) gegen den bedingten Erwartungswert dieser Grofie
bzgl. der o-Algebra J der invarianten Mengen konvergiert. Insbesondere ist der
Limes im Falle ergodischer Beobachtungen gleich dem Erwartungswert der Grofle.

Theorem 3.12 Es sei (Q, F,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und X € L'(P). Fer-
ner sei

0: Q=0
eine maftreue Abbildung. Dann gilt

n—1

=3 X () B(X|)

m=0

P-f.5. und in L*(P). Hierbei ist wie oben J die o-Algebra der invarianten Mengen.

Dieser Ergodensatz geht auf Birkhoff (1931) zuriick. Die Bezeichnung stammt aus
der Physik, in welcher die Ergodenhypothese besagt, dass fiir eine Observable ihr
rdumliches und ihr zeitliches Mittel iibereinstimmen.

Unser Beweis beruht auf dem sogenannten maximalen Ergodenlemma.

Lemma 3.13 (Mazimales Ergodenlemma) Sei X;(w) = X (¢/w) und

und schlief$lich



Dann gilt
E(X, M, > 0) >0,

wobel

E(X, My > 0) := / XdP.
{M>0}

Beweis: Die Aussage des obigen Lemmas ist nicht besonders einsichtig. Der folgende
Beweis von Garsia (1965) folgt diesem Beispiel.

Allerdings ist keiner der angefiihrten Schritte schwierig: Fiir j < k ist per definitio-
nem M (¢w) > S;(pw), also

X(w) + Mi(pw) = X(w) + 5j(pw) = Sjp(w).
Mit anderen Worten gilt
X(w) = Sjr1(w) = My(pw)
fiir alle 5 = 1... k. Trivialerweise gilt auch fiir j =0
X(w) = Si(w) = My(pw),

denn Sj(w) = X(w) und M, ist definitionsgeméf nicht negativ. Integrieren wir,
ergibt sich

E(X(w), My > 0) > /{ gy PSS (0) — M)
- /{ oy M) = Ml ).

Nun ist auf der Menge { M}, > 0}¢ die Zufallsgrofie My(w) = 0 und (wie immer) gilt
M (pw) > 0. Somit gilt

E(X (w), My, > 0) z/

Mi(w) — My(pe)dP > / My(w) — My(ipw)dP = 0,
{M};>0} 9

wobei die letzte Gleichheit folgt, da ¢ als mafitreu vorausgesetzt war. O

Der Beweis des eigentlichen Ergodensatzes beginnt mit einer kleinen Ubung:

Ubung 3.14 Man zeige, dass eine Abbildung X messbar ist beziglich J genau
dann, wenn

Xop=X
P-f.s. gilt.
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Beweis von Theorem 3.10. Da definitionsgeméfl E(X|J) messbar ist beziiglich
J, folgt
E(X|JT)o ¢ =E(X|T).

Also kann man, notfalls durch Ubergang auf
X' = X — E(X|J),
annehmen, dass E(X|J) = 0 ist (dazu ist die Shiftinvarianz von E(X|J) offenbar
notwendig). Wir setzen
_ Sh
X :=limsup —
n

und wollen also zeigen, dass X gegen 0 konvergiert. Sei also ¢ > 0 gegeben. Wir
bezeichnen mit

D :={w: X(w) > ¢}

und wollen also P(D) = 0 zeigen. Nun ist der Unterschied zwischen X (w) und
X (p(w)) gerade, dass ersteres auch Xy(w) beriicksichtigt. Da man aber durch n
teilt entfillt dieser Term bei der Mittelwertbildung im Limes n — oo. Also gilt
X(p(w)) = X(w) und somit D C J. Wir fiihren die folgenden Bezeichnungen ein:

X (w) = (X(w) = e)lp(w),

Sp(w) = X" (W) + ... + X" (" (w)),
M} (w) := max(0, S} (w),...,Sh(w)),
F, :={M; >0} und

F = UF {supS—>0}

k>1

Da nun X* gleich X (w) — ¢ auf der Menge
D= {limsup% > e}
und 0 sonst ist, bekommen wir
F:{sip%>5}ﬂD:D.

Das maximale Ergodenlemma (Lemma 3.11) besagt nun, dass
E(X*, F,) > 0

gilt. Da nun
E|X*| < E|X|+e<

gilt, konnen wir den Satz von der majorisierten Konvergenz anwenden und
E(X*, F,) — E(X*, F)

folgern. Somit ist auch E[X*; F] > 0. Diese unschuldig aussehende Behauptung
bekommt ihre Bedeutung daher, dass wir nach obiger Uberlegung auch D fiir F
schreiben diirfen; somit folgt

0 <E(X*;D)=E(X —¢; D) = E(E(X|J); D) — eP(D) = —eP(D).
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Hierbei folgt die vorletzte Gleichung aus der Definition der bedingten Erwartung
und die letzte Gleichheit aus der Tatsache, dass wir E(X|J) = 0 vorausgesetzt
hatten. Also bekommen wir

S
0=P(D)=P(limsup — > ¢).
n

Somit folgt lim sup %" < 0 P-f.s. Ersetzt man X durch — X, so erhélt man zusammen

Sh,
— =0 PAfs.
n

Um zu beweisen, dass die Konvergenz auch in £!(P) ist, setzen wir fiir M € R
X'(w) = Xp(w) = X(@)yyx )<y

und
X" (w) =X} (w) = X(w) — X'(w).
Nun besagt der erste Teil des Satzes, den wir soeben bewiesen haben, dass

n—1
1
— E X'(p"w) = E(X'|T) P-fs.
n

m=0

gilt. Da X’ beschrankt ist, bekommen wir aus dem Satz iiber marjorisierte Konver-
genz auch, dass auch

E(%Eﬁxw%»—wxwm)ao (20)

gilt, wenn n — oo gilt. Um auch X” zu behandeln, benutzen wir, dass

n—1

1
HZX//

m=0

E ZE|X” w))| = E|X"|

gilt und dass
E[E(X"|7)| < EE(IX"[|T) = E|X"|

aus der Glattungseigenschaft der bedingten Erwartung folgt. Also ergibt sich zu-
sammen

BIL S X0 () - E(X1)

n—1

1
< El-) X" E[E(X"
< |n7;0 (™ (w))| + E[EX"T)]
< 2E|X".
Somit gilt auch
n—1
lim sup E|~ ZX” ™(w)) — E(X")T)| < 2E(X").

n—00
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Da nun X als integrierbar vorausgesetzt war, folgt
E|X"| -0 wenn M — oo

aus dem Satz iiber majorisierte Konvergenz. Zusammen mit (46) ergibt dies die be-
hauptete £-Konvergenz von X gegen E(X|7). Somit ist der Ergodensatz bewiesen.
(Il

Bevor wir uns die Konsequenzen des Ergodensatzes anhand unserer Beispiele be-
trachten, leiten wir zunécht eine fiir Zwecke niitzliche Ungleichung aus dem maxi-
malen Ergodenlemma her:

Proposition 3.15 (Wieners Maximal-Ungleichung) Wie im Ergodensatz sei ¢ :
Q — Q eine maptreve Abbildung und X € LY(P). Ferner setzen wir X;(w) =
X(¢’ (w)) und

Sk((x)) = Xo(u}) + Xl((xJ) + ...+ Xk_1<(,U)

und A (w) = SkT(“’) Schlieflich sei Dy = max(Ay, ..., Ag). Dann gilt fir jedes o > 0

1
P(D; > ) < —E|X]|.
(6]

Beweis: Setze B := {D) > a}. Wenden wir das Maximale Ergodenlemma auf
X' =X —-alg

an, wobei wir
k—1

S(@) = X'(@)w) mnd 5= 3 Xj(w)
j=0
und schliefllich
M}, = max(0,S57,...,5Sy)

setzen, so ergibt sich
E(X', M}, > 0) > 0.

Da nun
{M] >0} ={Dy>a} =B
gilt, folgt
E|X]| 2/ | X |dP > a/ 1pdP = aP(B).
B B
Teilt man durch o > 0, ergibt sich die Behauptung. O

Nun betrachten wir die Auswirkungen des Birkhoffschen Ergodensatzes fiir unsere
Beispiele.

71



Beispiel 3.16 (1.1.D. Folgen) Da wir schon festgestellt haben, dass i.i.d. Folgen
ergodisch sind, d.h. dass J trivial ist, ist

E(X|J) =EX P-fs.

fir alle integrierbaren X . Der Ergodensatz (Theorem 3.10) behauptet somit fir i.i.d.
Folgen Xy, X4, ...

n—1

1
— E X — EXo,
n = n—00

wobei die Konvergenz sowohl P-f.s. als auch in L'(P) ist. Die Aussage der P-f.s.-
Konvergenz ist auch als das starke Gesetz der grofsen Zahlen bekannt.

Beispiel 3.17 (Markov-Ketten) FEs sei (X,), eine irreduzible Markov-Kette auf
einem endlichen Zustandsraum €2 und stationdrer Verteilung w. Fs sei f : Q@ — R
eine beziiglich m integrierbare Funktion, d. h.

Y @)ln(e) < co.

In der Diskussion des Begriffs “ergodisch” haben wir gesehen, dass J in dieser Situa-
tion trivial ist, d.h. fir alle A € J gilt P(A) € {0,1}. Somit ist wie in Beispiel 3.1}

E(X|J)=EX P-fs.

Wendet man daher den Ergodensatz auf f(Xo(w)) an, so ergibt sich die Konver-
genzaussage

SN f(X) S Ea(f) = Y fla)(a)

P-f.s. als auch in L'(P).

Beispiel 3.18 (Drehung des Kreises) Hierfir sei wieder Q = [0,1), F = Bl
und P = N|j1). ¢ sei die maftreve Abbildung

o(w) = (w+1J) mod 1

fir ein irrationales ¥ € (0,1). Wie oben diskutiert ist auch hier die o-Algebra J
trivial, somit fiir jedes X € L1(P)

E(X|J)=E(X) P-fs.

Setzen wir insbesondere fir X = 14 mit einer messbaren Menge A, so impliziert der
Birkhoffsche Ergodensatz

m—1
1
— E ]l(cpm(w)eA) — )\I(A) IP’—f.s. und in £1</\1) (21)
n

m=0
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Wendet man dieses Resultat fir w = 0 an (wobei der Ergodensatz nicht sagt, dass
das Resultat fiir w = 0 stimmen muss; das ist vielmehr ein Ergebnis aus der Zah-
lentheorie) und ein Intervall A an, so erhdlt man

n—1

1
- Z L (m-gymod1ea) — A (A).

m=0

Dies ist der sogenannte Weylsche Gleichverteilungssatz. Einen nicht-probabilistischen
Beweis findet man im Buch von Hardy und Wright [2], S. 390 — 393.

Wie gesagt bekommen wir dieses Resultat nicht direkt aus dem Birkhoffschen Er-
godensatz. Wir wollen es hier probabilistisch herleiten. Dazu zeigen wir, dass fiir
A = [a,b) die Ausnahmemenge in Gleichung (21) (also die Menge, fir die (21)
nicht gilt) die leere Menge ist. Wir schreiben hierfir

1 1
Ag = —b——).
k [a’ + k? k>
Fiir hinreichend grofles k ist Ay # 0 und (21) impliziert

n—1

N M) =b—a—

lim —
n—oo N,
m=0

fiir alle w € Qy, wobei . eine Menge mit P(Qy) = 1 ist. Setzen wir
Qoo = [
k

wobei nur solche 0y, am Durchschnitt teilnehmen, fiir die Ay nicht leer ist, so folgt

auch

P(Qs) = 1.
Also ist Qo dicht in [0,1). Ist nun x € [0,1) und w € Qo mit |w — z| < 3, so folgt
aus ™ (w) € A, dass ™ (x) € A gilt. Also erhalten wir fir jedes x € [0, 1)

n—1
| " 2
llmmfﬁmE:OlA(go () >b—a— z

fiir alle hinreichend grofien k. Wendet man die gleichen Uberlegungen auf A° (das
sich als Vereinigung zweier Intervalle schreiben lisst) an, ergibt sich

n—1

D 1a(e™(@) = b—a

m=0

fir alle x € [0,1), also der Weylsche Gleichverteilungssatz. Dieser Satz hat inter-
essante Konsequenzen fiir die Zweierpotenzen 2™ : Sei

U= lOglO 27

und fir1 <k <9
A = [logyo k,logyo(k + 1))
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(wobei log,, den Logarithmus zur Basis 10 bezeichnet). Setzt man nun x = 0, be-
trachtet also den eigentlichen Welyschen Gleichverteilungssatz, so ergibt sich

LS e 0) = logig( ),

Nun ist die erste Ziffer der Zahl 2™ gleich k genau dann, wenn
md mod 1 € A

ist. Somit haben wir beispielsweise fiir k = 1 gezeigt, dass der asymptotische Anteil
von 2er Potenzen, deren Dezimalentwicklung mit einer 1 beginnt, log,,2 = 0,3010. ..
18t.

Die Limesverteilung auf den Ziffern {1,...,9} heifit oft auch Benford-Verteilung.
Raimi hat 1976 Tabellen analysiert und in vielen von ihnen die Benford-Verteilung
fur die Verteilung der ersten Ziffer beobachtet. Als Beispiel nennt er u. a. die Zweier-
potenzen, aber auch die Hausnummern der ersten 342 Menschen in ,American Man
in Science” oder die Kilowattstunden von 1243 Elektrizititsrechnungen in Honiara
auf den Britischen Salomoninseln.

Beispiel 3.19 (Bernoulli-Shift) Hier sei (2, F,P) wie im vorigen Beispiel und die
maftreue Abbildung
w: Q=0

gegeben durch
o(w) = (2w) mod 1.

Sei ferner iy, ..., i € {0,1} und

k
r= in2™"
m=1
das ,Muster®, das durch die Ziffernfolge (i1, ..., i) dargestellt wird. Schliefllich sei

1, fallsr <w<1427F
0, sonst

Y

Xt ={

d.h. X(w) ist genau dann 1, wenn die ersten k Ziffern von w in Bindrdarstellung

genau iy, ...,1 sind. Der Ergodensatz behauptet nun wegen der Trivialitdt von T,
dass

1 n—1

) X(p"(w)) = 27" P-fs.

PIRE) s

(und in L'). Mit anderen Worten: Das Muster (iy, ..., i) taucht in fast jeder Zahl
w genau so hdufig auf, wie man es erwarten wirde (und dies gilt fir alle Muster
endlicher Linge). Dies ist eine verallgemeinerte Fassung der bindren Version des
Borelschen Gesetzes der normalen Zahlen, die wir im Abschnitt iber Gesetze der
groffen Zahlen kennengelernt haben.
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Man mag sich nun fragen, wann man sehen kann, dass eine Abbildung ¢ : Q —
2 ergodisch ist, bzw. wann die Folge ergodisch ist. Ein inhaltlich leicht fassbares
Konzept ist das des ,,Mischens®.

Definition 3.20 FEine mafstreue Abbildung
p: Q=0
auf einem Mafsraum (€2, F,P) heifit mischend, falls
nh_r)go P(ANny™B)=P(A)-P(B) (22)

fir je zwei Mengen A, B € F gilt. Eine stationdre Folge X := (X;,)nez von Zufalls-
variablen ist mischend, wenn der Shift auf dem Folgenraum mischend ist.

Es ist leicht zu sehen, dass eine Abbildung ergodisch ist, wenn sie mischend ist.
Proposition 3.21 Ist ¢ mischend, so ist ¢ auch ergodisch.

Beweis: Wir miissen zeigen, dass J trivial ist, wenn ¢ mischend ist. Sei A € J.
Dann ist ¢~ "(A) = A fiir alle n € N. Also

P(A) = P(AN A) = lim P(AN¢7"(4)) = P(A)?
d. h. P(A) € {0,1}. O

Umgekehrt ist ,mischend nicht zu weit von Ergodizitét entfernt. In der Tat impli-
ziert Ergodizitéit von ¢ ja iiber den Ergodensatz

% 2 1p(¢™(w)) — P(B) P-fs.

Integriert man diese Konvergenz iiber A, d.h. benutzt man den Satz iiber majori-
sierte Konvergenz, erhélt man

n—1
1
~Y P(AN¢ "B) = P(A)P(B),
n
m=0
also gilt (22) zumindest im Cesaro-Mittel.
Wir wollen das neue Konzept nun anhand von Beispielen noch etwas genauer stu-

dieren. Dazu benotigen wir das folgende Theorem. Hierzu sei ¢ der Shift-Operator
auf dem Folgenraum, d. h. Q = {(wg,w1,...)} und p(w) = (w1, ws, ...) und

Xn(w) = wp.

Ferner sei
‘F’I{L — O—(Xn,Xn_;’_]_, .. )

und

T =)0
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Theorem 3.22 Fulls T, trivial ist, d. h. falls fir alle T € Ty, P(T) € {0,1} gilt,
so ist ¢ mischend und es gilt fiir alle A € F

lim sup [P(AN¢ "B) —P(A)P(B)| = 0.

N0 BeF
Beweis: Sei C = ¢ "B € F,. Dann gilt fiir A € F,

PANC) =PRI = | [ 1a—P(A)aP)

= /C P(A|F.) — P(A)dP|
< / P(A|F) — P(A)|dP — 0.

Hierbei haben wir im zweiten Schritt benutzt, dass C' € F, vorausgesetzt war. Die
Konvergenz benutzt einen Satz, den wir erst im Kapitel iiber Riickwértsmartingale
kennenlernen werden. O

Gilt umgekehrt fir A € T, dass P(A) = 0 oder P(A) = 1 ist, und setzen wir
A= ¢ "B, dann folgt

[P(AN¢™"B,) — P(A)P(B)| = P(A) — P*(A).
Somit erhalten wir, dass 7T, trivial ist genau dann, wenn

lim sup |[P(ANg¢™"B) —P(A)P(B)| =0

n—o0 BeF

fiir alle A gilt. Definitionsgeméf ist ¢ mischend genau dann, wenn
lim [P(ANne™(B)) —P(A)P(B)|=0
n—oo

fiir alle A und B gilt. Schliellich ist ¢ genau dann ergodisch, wenn

n—1

1
lim |— P(ANnye ™B)—-PA)PB) =0
i |1 3 B(ANB) — PAR(E)

fiir alle messbaren A und B gilt.
Ubung 3.23 Man zeige die unbewiesene Richtung der letzten Behauptunyg.

Beispiel 3.24 (1.1.D. Folgen) Folgen X = (X,,)nez von i.i.d. Zufallsvariablen sind
mischend. Dies priift man direkt, in dem man benutzt, dass es fiir jede A, B € B”
und jedes € > 0 Ereignisse A. und B gibt, die nur von endlichen vielen Koordinaten
abhdngen und fiir die

PY(AAA.) <& und PX(BAB.) <¢

gibt. Die Ereignisse A, und o~ "(Bc) sind fiir hinreichend groffes n sogar unabhdngig,
das zeigt die Behauptung.

76



Beispiel 3.25 (Markov-Ketten) Es sei Xo, X1,... eine irreduzible Markov-Kette
tiber einem endlichen Zustandsraum mit invarianter Verteilung m. Ist die Kette zu-
dem aperiodisch, so ist To, trivial (das ist ein wenig zu aufwendig, um es hier zu
zeigen) und die Folge ist mischend.

Beispiel 3.26 (Drehung auf dem Kreis) Sei wieder Q = [0,1), F = Bljp1) und
P = M|p,1). Die maftreue Abbildung

w: Q=0

sei gegeben durch
p(w) = (w+ ) mod 1,

wobei ¥ € (0,1) irrational ist. Diese Abbildung ist nicht mischend. Um dies einzuse-
hen, beachte man, dass die Menge T = {(nvY) mod 1|n € N} dicht ist in [0,1). Dies
zeigt man dhnlich wie in Beispiel 3.16. Da T dicht ist in [0,1), gibt es eine Folge
(ng) mit ny, — oo, wenn k — oo und

(ng?) mod 1 — %
Es sei A= B =10,3). Ist k hinreichend groB, so gilt
AN ™ B =1.
Somit gilt

0= lim P(ANe " (B)) #

k—o0

Q|

und ¢ 1st nicht mischend.

Wir beschliefen diesen Abschnitt mit einem Satz, der ebenfalls den Namen ,, Ergo-
densatz” tragt, obschon er technisch auf viel einfacheren Ideen beruht. Trotzdem ist
er in einer Vielzahl von Situationen sehr niitzlich.

Theorem 3.27 (Subadditiver Ergodensatz) Es sei (Xpn), 0 < m < n undn €
N ein Dreiecksschema von Zufallsvariablen, das den folgenden wvier Bedingungen
genugt:

0) Xom + Xonm > Xon.

b) Fiir jedes k ist die Folge der Zufallsvariablen (X ni1yk)r Stationdr.
c¢) Die Verteilung der (X, m+k)r hdangt nicht von m ab.

d) IEX(;f1 < 0o und fiir jedes n gilt

EXo, > von fir ein -y > —oo.
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Dann gilt:

EXon _ - f EXom
m

1. limy, 0o = = in existiert und ist gleich einem Wert .

2. X =lim, o0 % existiert P-f.s. und in L' und es gilt EX = .
3. Wenn alle stationdren Folgen aus Voraussetzung b) ergodisch sind, gilt sogar
X=~v P-fs
Wir werden den Subadditiven Ergodensatz zunécht beweisen und dann ein paar
Beispiele geben. Der Beweis zerfillt in vier Schritte. Interessanterweise gibt es bei

allen existierenden Beweisen in den Schritten 1, 2 und 4 wenig Variation, wahrend
sie sich in Schritt 3 unterscheiden.

Beweis: SCHRITT 1: Wir zeigen zunéchst 1.

Da es sich bei dem EXj,, um reelle Zahlen handelt, ist dies im wesentlichen eine
Fragestellung iiber subadditive Folgen. Sei also

Ap = EXO,TL-
Voraussetzungen a) und c¢) implizieren
U + g > - (23)

Setze 7y 1= inf,,>4 ez Dann ist offensichtlich

. . pOp . A,
liminf — > inf — =~.
n—oo N m=>1m

Wir zeigen nun noch, dass auch limsup,,_,., %* > %= fiir jedes m € N gilt. Schreiben

wir dazu n = km + ¢ fiir ein 0 < £ < m, so ergibt wiederholte Anwendung von (3.4)
a, < ka,, + ay.

Division durch n ergibt
ap < km A Qy

n = kpem n

Im Limes n — oo verschwindet der zweite Summand der rechten Seite und der erste
konvergiert gegen “. Dies zeigt

. Qn, Am
limsup — < —
n—oo 1 m

fiir festes m.

SCHRITT 3. Wir untersuchen nun die Konvergenz der X, personlich. Wiederholte
Anwendung von a) ergibt

XO,n
XO,n

XO,km + ka,n

<
< XO,(kfl)m + X(kfl)m,km + ka,n
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usf. bis der erste Term der rechten Seite X ,, ist:
XO,n < XO,m1 +...+ X(kfl)m,km + ka,n-

Division durch n = km + ¢ ergibt

XO,n k XO,m +...+ X(k—l)m,km ka,n
< + .
n — \km+/ k n

Voraussetzung b) erlaubt es uns, den Birkhoffschen Ergodensatz anzuwenden, nach
dem

Xom + oo+ Xt Dmkem
Om o E R tmbm g (24)
k k—o0

in £ und P-f.s. gilt.

Hélt man andererseits ¢ fest und wéhlt € > 0, so folgt mit Voraussetzung c):

Z]P(ka,km—M > ne) Z (Xo,e > ke) (25)
k=1

k=1

da wir E X, < oo vorausgesetzt hatten (dies ergibt sich aus unseren Voraussetzun-

gen, denn nach a) ist
Xom + Xmn = Xo

und daher auch
E(Xon) < C, < 00.)

(3.5) und (3.6) implizieren, dass

_ Xon _ A
X =1 %

n—oo n m

gilt. Somit erhalten wir fiir die Erwartungswerte
EX < cAom
fiir alle m, also im Infimum iiber m auch
EX <.
Sind die stationdren Folgen unter b) sogar ergodisch, folgt sogar X < ~ P-fs.

SCHRITT 3. In diesem Schritt geben wir die entsprechende untere Schranke; sei also

X =

n—0o0 n

Wir wollen EX > ~ zeigen. Da
00 >EXog1 2729 >—00
gilt und wir im vorherigen Schritt EX < v gezeigt haben, folgt dann

X=X
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und dies bedeutet, dass lim,,_, % existiert (P-f.s.). Sei nun fiir m € N
X,
X = liminf =274
n—o00 n

Wegen a) folgt
XO,m+n S XO,m + Xm,ern-

Dividiert man beide Seiten durch n und schickt n — oo, so erhélt man X < X P-
f.s. fiir alle m € N. Andererseits folgt aus c), dass X und X, die gleiche Verteilung
haben, also ist

X=X, Pfs.

Sei nun € > 0 und
Z=ec+(XV-M).

Da nun aus dem 2. Schritt bekannt ist, dass X < X und EX < 7 < oo, so folgt
£(]Z]) < oo. Wir setzen
Yin = Xpmn — (n —m)Z.

Der Vektor der Y,,, geniigt den Bedingungen a) — d), denn X, ,, geniigt diesen
Bedingungen ebenso wie Z,,,, = —(n —m)Z (Ubung).

Konstruktionsgemaf gilt ferner

Yo
Y =liminf =2 < —¢  P-fs. (26)

n—o0 n

Es sei fiir jedes n € N T, die erste Zeit, bei der Y,, 4, nicht mehr positiv ist, also
T =min{n >1:Y, nin <0}
Nun folgt aus ¢), dass T, und Tj dieselbe Verteilung haben und auch
E(Yim+1;Tm > N) =E(Yy1; 15 > N)

fir jedes N gilt. (3.7) impliziert, dass P(7y < oo) = 1 gilt, also kénnen wir N grof3
wahlen, dass
E(}/O,I;TO > N) <e

vorausgesetzt werden kann. Sei

g _ T, auf{T,, < N}
11 auf{T, >N} -
Ferner sei
¢ = 0 auf {T,, < N}
" Youmsr auf {7, > N} ~

Da stets Yo, mir,, <0 gilt und S, =1 und Y, i1 > 0 auf {7,,, > N} ist, folgt
Ym,erSm S é-m und gm Z 0.
Sei Ry =0 und Ry = Rg_1 + S(Ry_1) fiir £ > 1. Schliellich sei

K =max{k : Ry <n}.

80



Aus a) erhalten wir
}/O,n S YR(),R1 + ...+ YRKfl,RK + YRK,’VL'

Da wir &,, > 0 und n — R < N abschétzen konnen, folgt somit

n—1 N
You €D &nt D Yajusil,
m=0 j=1

(wobei wir im letzten Schritt noch einmal a) auf Y, ,, angewandt haben). Dividiert
man beide Seiten durch n und bildet den Limes n — 0o, so erhélt man

EYy..
limsup —22 < &y < E(Ye1,Tp > N) < e.
n

n—o0

Aus der ersten (schon bewiesenen) Behauptung des subadditiven Ergodensatzes und
der Definition von Y, ergibt sich somit

EXo.,
v = limsup —22 < 2¢ + E(X V —M).
n

n—oo

Da e > 0 und M > 0 beliebig waren, folgt
EX >+,
was wir in diesem Schritt zeigen wollten.
SCHRITT 4. Es bleibt noch die £!-Konvergenz zu zeigen.

Sei dazu A,, wie in Schritt 2 gewéhlt und 7, := %". Dann ist

1
EL,, = —E(Xo.m)-
m

Setze I' = inf,, I',,. Unter Ausnutzung des kleinen Tricks
2] = 221 — 2

erhalten wir

1 1 n 1 1 n
E|-Xon—T]=2E(-Xo, — )" —E(=Xo, —I') <2E(—X,,, —I')".
n n n n

Hierbei haben wir im letzten Schritt verwendet, dass

E(Xo/n) > 7 = / EL,, > ET

m

gilt. Aus
(z+y)" <zt 4yt

folgt somit weiter

1 1
]E(EXOJL -t < E(ﬁxo,n TP +ET, -D)*F. (27)
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Da I'), > T ist, kann das +-Zeichen im letzten Summanden auch fallengelassen
werden. Nun konvergiert EI',,, gegen v, wenn m — oo geht und aus den Schritten 2
und 3 erhalten wir

EI > EX > EX > 7.

Somit ist auch schon EI' = « und E(T',, — I') konvergiert gegen 0, wenn m — 0o
geht. Um auch den ersten Summanden auf der rechten Seite in (3.8) zu beschrinken,
bemerken wir

1 Xom + -+ X(h—1)mpm " X \
E(—Xon—rm)+s1a( Om ¥ Ak mik —rm) +E( ’“) . (28)
n Ko n

wobei wir wiederum a) verwendet haben. Nun ist

+ +
E(M) :E(@> .o
n n n— 00

Auf den ersten Summanden in (3.9) wenden wir wieder den Birkhoffschen Ergoden-
satz an und erhalten

XO,m +.o+ X(k—l)m,km
k

Dies beschliefit den Beweis des subadditiven Ergodensatzes. O

E |

-I, | —0.

Wir schlieflen das Kapitel mit ein paar Beispielen fiir Theorem 3.22.

Beispiel 3.28 (Stationdre Folgen) Sei &,&, ... eine stationdre Folge von Zufalls-
variablen mit

Setze
Xm,n = £m+1 + P + én

Dann gilt sogar Additivitdt, d. h.
XO,n = XO,m + Xm,n
und Theorem 3.25 ist anwendbar.
Beispiel 3.29 (Perkolation) Wir betrachten das Gitter Z* und nennen x und y

in Z* benachbart, wenn ihr L'-Abstand = 1 ist, d. h. wenn sie sich in genau einer
Koordinate und genau 1 unterscheiden. Sei

N ={(z,y) : 2,y € Z*, x undy sind benachbart}.

Fiir (z,y) wdhlt man eine Folge von positiven, i.i.d. Zufallsvariablen (Ty.y) @ y)en -
Diese stellen die Reisezeiten entlang der Kante (x,y) dar. Zu u,v € Z* sei

Z(u,v) = min Z Ty,
(z,y)€P(u,v)
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wobei P(u,v) die Menge aller zusammenhdingenden Pfade von u nach v ist. Z ist
also die kiirzeste Reisezeit von u nach v. Man rechnet nach, dass

Xom = Z((0,n), (0,m))

den Voraussetzungen des subadditiven Ergodensatzes geniigt (Ubung). Also existiert

. X
der Limes 2" .

Beispiel 3.30 (Die besuchten Punkte einer Irrfahrt) Es sei &,&,... eine stati-
ondre Folge von Zufallsvariablen (z. B. eine i.i.d. Folge) und

Sn:§1++€n

Wir setzen X,,, als die Anzahl der zwischen den Zeitpunkten m und n besuchten
Punkte, also

Xm7n - #{Sm+]_, ey S?’L}

Klarerweise gilt
XO,m + Xm,n Z XO,n-

Da dariberhinaus auch
0 S XO,n S n

offensichtlich ist, ist auch Voraussetzung 4 des subadditiven Ergodensatzes erfiillt.
Es folgt somit, dass die Anzahl der besuchten Punkte bis zur Zeit n, Xo,,

XO,n
n

— X

P-f.s. und in L' geniigt. Allerdings weii’g% man nicht, was X 1ist, die Aussage ist
daher nur mdafig interessant. In dem Falle, dass die (&;); i.i.d. sind, kann man
allerdings unter Zuhilfenahme von 1. und 3. in Theorem 3.25 zeigen, dass

Xom _ #{S1,-- -, X}
n n

— P(S,, kehrt nicht nach 0 zurick)

gilt (Ubung).
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4 Die Brownsche Bewegung und der Satz von Dons-
ker

In diesem Abschnitt werden wir den wichtigsten stochastischen Prozess in kontinuier-
licher Zeit konstruieren und einige seiner Eigenschaften diskutieren, die Brownsche
Bewegung. Die Brownsche Bewegung wurde zunichst von dem Botaniker Robert
Brown als ,,mysteriose” Bewegung eines in Wasser schwimmendne Pollenteilchens
unter dem Mikroskop beschrieben. 1905 gab Einstein eine Begriindung dieser Bewe-
gung aufgrund der damals nur vermuteten Atomhypothese. Demnach bewegen sich
grob gesprochen die Molekiile aufgrund der Wassertemperatur (bzw. ist diese Bewe-
gung gerade die Temperatur) und stoflen dabei in jeder Sekunde sehr oft von allen
Seiten gegen das Pollenteilchen, das darauthin die eratischen Bewegungen vollfiihrt.
Diese Vorstellung wurde in den folgenden Jahren durch die Experimente und Mes-
sungen von Jean Baptiste Perrin quantitativ bestétigt. Die erfolgreiche Erklarung
der Brownschen Bewegung gilt als Meilenstein auf dem Weg zum wissenschaftli-
chen Nachweis der Existenz der Molekiile und damit der Atome. Zu erwahnen ist
auch, dass der franzosische Mathematiker Bachelier schon fiinf Jahre vor Einstein
dengleichen stochastischen Prozess zur Modellierung von Aktienkursen beschrieb.

Der mathematische Begriff der Brownschen Bewegung wurde 1920 von N. Wiener
gepragt.

Allen gemein ist die folgende Definiton der Brownschen Bewegung.

Definition 4.1 Fine Brownsche Bewegung (By)icr+ ist ein stochastischer Prozess,
d.h. fiir jedes t ist By eine Zufallsvariable, mit den folgenden Figenschaften

1. Fir0=ty <t <--- <t, sind die Zufallsvariablen By, , — By, (7=0,...,n—
1) unabhdngig;
2. By hat stationdre, normalverteilte Zuwdchse, d.h., die gemeinsame Verteilung

(Bt1+s - Bu1+8a Btz-i-s - BU2+87 AR Btn—i—s - Bun-i-S)

hingt nicht von s > 0 ab, wobei die t; > u; fir 1= 1,2,--- ,n beliebig sind.
und fir s, t >0 ist

1 22
IP)(BS+t — BS < A) = \/%/Ae_%dw.

3. t — By ist fast sicher stetig

Diese letzte Forderung entspringt dem Wunsch, einen eindeutigen Prozess zu defi-
nieren, mit den ersten beiden Bedingungen hétte man auch gewisse Sprungprozesse
nicht ausgeschlossen.
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Im Kapitel iiber den Zentralen Grenzwertsatz haben wir die Normalverteilung als
eines der zentralen Objekte der Wahrscheinlickeitstheorie kennengelernt. Thre Rolle
stammt daher, dass unter gewissen (relativ milden) Bedingungen geeignet skalierte
Mittelwerte beliebiger unabhingiger Zufallsvariablen eine Standardnormalverteilung
als Verteilungslimes haben.

Wir wollen nun einen dhnlichen Satz auf der Ebene zufilliger Funktionen herleiten.
Zuvor aber wollen wir eine allgemeine Version des Zentralen Grenzwertsatzes ken-
nenlernen und einen Beweis sehen, der vielleicht am ehesten deutlich macht, warum
der Zentrale Grenzwertsatz gilt.

Theorem 4.2 (Zentraler Grenzwertsatz — CLT ) Es sei X1,...,X,,... eine
Folge von i.i.d. Zufallsvariablen mit endlicher Varianz, d.h. mit EX? < oo. Dann
gilt der zentrale Grenzwertsatz fir sie, d.h.

T (X —EX 1 “
lim P (ZZ:I( - 1) < a) = —/ e Pdx. (29)
N—00 vnV X, 27 J oo

gilt fiir alle a € R.

Bevor wir uns an den Beweis dieses Satzes machen, bemerken wir, dass der Satz
auch unter den folgenden schwécheren Bedingungen gilt (die insbsondere auf die
identische Verteilung der X; verzichten).

In der Tat gilt der Zentrale Grenzwertsatz auch unter den folgenden schwécheren
Bedingungen. Es sei X; eine Folge unabhéngiger Zufallsvariablen . Fiir j = 1,...n
definiere

1
X%j?:;—ﬂxj—7b)
wobei

n; = EX;

der Erwartungswert von X ist und

die Varianz der Summe.

Wir sagen, dass die Folge der (X,,) der Lindeberg—Bedingung geniigt, falls
L,(¢) = 0 wenn n — o0

fiir alle € > 0 gilt. Hierbei ist



Intuitiv gesprochen fordert die Lindeberg—Bedingung, dass keine der Zufallsvariablen
die gesamte Summe dominiert. Dies wird in der zweiten Bemerkung unten préziser
gemacht.

Die verallgemeinerte Form des zentralen Grenzwertsatzes besagt nun, eine Folge von
Zufallsvariablen X,,, die unabhéngig ist und der Lindeberg—Bedingung geniigt,
auch dem zentralen Grenzwertsatz geniigt, d.h. es gilt

lim P

Z?:1<Xi — 1) <al = 1 /a e~ 2 0.
n—00 \/ Z?:l VXl - V 27 —00

Der Beweis folgt im wesentlichen den gleichen Ideen, wie der Beweis, den wir unten
angeben werden. Wir sparen uns die zusétzliche technische Arbeit, da sie keine
weitere Einsicht liefert un dgeben nur einen kurzen Kommentar. Fiir einen Beweis
entlang der Ideen von Stein verweisen wir auf die Skript von Alsmeyer.

Zunichst wollen wir die Lindeberg Bedingung noch etwas ndher beleuchten.

Bemerkung 4.3 e Sind die Zufallsvariablen (X,,) i.i.d., so gilt die Lindeberg—
Bedingung. In der Tat: Sei p == Py, , n := EX,, und 0 := VX,,. Dann ist

52 = no? und somit divergiert s, nach unendlich, wenn n — oco. Also folgt

1
Lo(e) = = (x —n)’u(dz) =0
07 J{le—n|>esn}
fiir alle e > 0, wenn n gegen oo strebt.

e Geniigt die Folge derZufallsvariablen (X,,) der sogenannten Lyapunov-Bedingunyg,
d.h. existiert ein 6 > 0, fir das gilt

lim
n—,oo S

1 n
o O E((1X; — EX;))*7) =0

n le

so geniigt sie auch der Lindeberg—Bedingung. Das zu zeigen, ist eine Ubung.

e [st die Folge der (X,,) fast sicher gleichmdfig beschrinkt und gilt zudem s, —
0o mit n — 00, so gilt die Lindeberg Bedingung. Gemdjf§ Voraussetzung gibt es
namlich ein « > 0 mit | X,| < «/2 und somit auch mit

EX.| < E(X.) < 5
fiir alle n fast sicher. Also ist auch
|1 X, —EX,| <«
fast sicher fiir alle n. Dann aber folgt auch fir 6 > 0 die Lyapunov Bedingung
R ad & a\’
por] > E(IX; —EX;*H) < = > E(IX; —EX,)%) = <S—>
n i nooo "

und somit die Lindeberg—Bedingung.
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o Umgekehrt folgt aus der Lindeberg—Bedingung die sogenannte Feller—Bedingung.

Lemma 4.4 Geniigt eine Folge (X,,) vonZufallsvariablen der Lindeberg—Bedingung
so geniigt sie auch der Feller Bedingung

VX,
( J):o

lim
n—odo

max
1<jsn 8y

Beweis: Der Beweis ist eine Ubunyg. O

Die Feller—Bedingung illustriert besonders deutlich, dass keine der Zufallsvariablen
einen zu grofien Finfluss auf die Summe haben darf.

Im Folgenden wollen wir den sehr eleganten Beweisweg von Satz 7?7 von LINDE-
BERG vorstellen: Gegeben sind also reellwertige Zufallsvariablen X7, X5, ..., die un-
abhéngig seien. Wir nehmen ohne Einschrankung an, dass die Erwartungswerte
E(X;) = [ X;dP = 0 sind (P bezeichnet das Wahrscheinlichkeitsmafl des Wahr-
scheinlichkeitsraumes, auf dem die Zufallsvariablen definiert sind). Weiter bezeich-
nen wir mit o? = V(X;) = E((X; — E(X;))?) die Varianz der Zufallsvariable
X;. Dann ist auf Grund der angenommenen Unabhéngigkeit der Zufallsvariablen
s2:=3% "  o? die Varianz der Summe > 1" | X;.

n

Die Frage nach der Giiltigkeit eines zentralen Grenzwertsatzes in dieser Situation ist
die Frage nach den Bedingungen an die Zufallsvariablen X;, so dass fiir jedes x € R
und fiir )
W, = —(X1+X2+”'+Xn)
gilt:
lim P(W, < z)=®(z) (30)

n—o0
mit ®(z) = [7_ @1 (t) dt und @o;(t) = \/LQTT exp(—t%/2). Wir bemerken, dass E(W,,) =
0 (da E(X;) = 0 fiir jedes 7) und V(W,,) = V(31 X;) = 1 gilt, also die Zufalls-
variable W, fiir jedes n > 1 in den ersten beiden Momenten E(TV,,) und E(WW?)
mit den Momenten der GauB-Verteilung iibereinstimmt. Wir kommen auf dieses

Momente-Matching spéter zuriick.

Um den Beweis nach LINDEBERG transparent zu halten, betrachten wir zunéchst
den Fall, in dem die Zufallsvariablen X; die gleiche Verteilung besitzen (P(X; <t) =
P(X; <t) fiir jedes ) und die Varianz V(X;) = E((X; — E(X;))?) = 1 ist. Es seien
74, Zs, ... unabhéngige, identisch verteilte Zufallsvariablen, die N (0, 1)-verteilt sind.
Dies bedeutet P(Z; < x) = ®(x) fiir alle 2 € R. Dann gilt, dass
1
Z=—(Z1+22+ -+ 2,
w#1+2+ + Z,)
auch N(0,1) verteilt ist. Dies ist eine bekannte Tatsache, die sich leicht beweisen
ldsst und die wir spéater noch genauer kommentieren werden. Es wird zentral sein,
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dass diese Beobachtung eine charakterisierende Eigenschaft der Normalverteilung
ist.

Die wesentliche Idee von LINDEBERG ist, in dem obigen W, sukzessive (Teleskop-
Summe) die Summanden X; durch die normalverteilten Z; zu ersetzen und somit
W, durch Z zu approximieren. Dieses Austauschverfahren (im Englischen replace-
ment trick oder auch swapping trick genannt) fithrt schnell zum Beweis des zen-
tralen Grenzwertsatzes. Dieser Ansatz fithrt dariiberhinaus zu der Méglichkeit, den
zentralen Grenzwertsatz fiir nicht notwendig identisch verteilte Zufallsvariablen zu
beweisen, allerdings unter einer zusétzlichen Bedingung, die seit den Arbeiten von
LINDEBERG nach ihm benannt ist.

Eine kleine technische Vorbereitung ist die folgende: wir schreiben P(Wn < IL‘) =
E(1w,<,) mit der Notation der Indikatorfunktion 1y, <., die den Wert 1 auf dem
Ereignis {W,, < 2z} annimmt, und sonst den Wert 0. Wir wollen zeigen, dass
linlnﬁooE(lwnSm) = E(l ng) gilt. Dazu approximieren wir die Indikatorfunktion
1(~c0,2] durch eine hinreichend glatte Funktion f. Fiir unsere Ziele geniigt es ein f
zu wihlen, welches dreimal differenzierbar ist und dessen Ableitungen stetig und be-
schrénkt sind (diese Testfunktionen bilden eine Konvergenz-determinierende Klasse
fiir die Konvergenz in (30), d.h. kann man die Konvergenz fiir diese Funktionenklasse
beweisen, so bekommt sie auch in der geforderten Allgemeinheit.

Zu zeigen ist fiir jede solche Funktion f

lim E(f(W,)) = E(f(2)).

n—oo

Mittels TAYLOR-Entwicklung existiert nun ein 7 und ein g(h) mit
g(h) <n min(h? [A[*) (31)

und
7+ ) = Fa+ o) — F/(@) (s — ho) — 5 f*(@) (83— B3)] < glhn) + g(o). (32)

Hierbei ist 7 eine Konstante, die durch die Werte M; := sup,g |f?(z)| < oo fiir
1 =0,1,2,3 bestimmt ist. Alternativ ist

g(h) < nlh/? (33)
mit n = M3/6 eine simplere Abschitzung. Nun definieren Wir T, = X4+ +

Xy 1+ Zpy1+ -+ Z,. Also ist Ln(Tn + X,) = W, und (T1 + Z1) = Z und
mittels Teleskop-Summen Bildung folgt

E(f(W,) - £(2) = E(f(%(Tn X))~ 1=
f(

= ZE Tk+Xk))

(Ty + Z1))

—(Tk + Zk))

Q‘

Da E(X};) = E(Z) = 0 und E(X?) = E(Z2)(= 1) folgt
E(Xk — Zx) = E(X; - Z;) =0
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(1) X1 + X2 + X3 + Xy + + Xpo1 + |:|
T
Z.
Xn—1
T
(2) X1+ X2 o+ X3 + X4 + + |:| + Zm
T
Zn—1
Xk
Py
(n-k) X1 + + Xp_1 + |:| + Zt1 + + Zn

Abbildung 1: Schema der LINDEBERG-Methode

und somit wegen der stochastischen Unabhéangigkeit von T} zu X und Zj, (fiir jedes
k)

n

E(f(W,) — £(2))] < ZE{f(%(THXk))—f(%(THZk))
) T 1 1 E 1

- f’(%) %(Xk — Zy) — —f"(\/ﬁ) -

Die Unabhéngigkeit impliziert etwa E(f/(T) (X — Zi))= E(f'(T3)) E((X) — Z1)).

2 xt - 22|

Die vorgestellte Abschéitzung basiert alleine auf der Annahme an die X}, in den ers-
ten beiden Momenten E(X},) und E(X?) mit den Momenten einer N (0, 1)-verteilten
Zufallsvariable {ibereinzustimmen. Es folgt mit der obigen TAYLOR-Vorbereitung
(32) und der Annahme, dass alle X; bzw. Z; identisch verteilt sind:

X4 Zy
E(f(W,) — f(Z))| < nEg(— Eg(—). 34
Nun wenden wir die Abschitzung (31) fiir ¢ an und erhalten durch Zerlegung des
Integrals

X, 3
nEg(— Sn[n/ dP+77/
(\/ﬁ) | X1]|<ev/n | X1|>ev/n

Der erste Summand kann durch nne f| Xy |<evi ‘)\;—HQ dP < ne abgeschatzt werden,

da [ X7 dP =1 nach Voraussetzung. Weiter steigt die Folge der Ereignisse {|X;| >
ey/n} fiir wachsende n gegen die leere Menge ab, so dass der zweite Summand gegen
Null fir n — oo konvergiert. Da die gleiche Uberlegung fiir den Term nEg(\Z/—lﬁ)
verwendet werden kann, folgt bereits der Beweis des zentralen Grenzwertsatzes fiir
Partialsummen unabhéngiger, identisch verteiler Zufallsvariablen mit existierendem

Erwartungswert und endlicher Varianz. Wir schauen auf den Beweis zuriick:

X4

vn

X4

> de].

Dieser Beweis, die Lindeberg-Methode hat — wie schon oben erwéhnt — das Potenzial
auf allegemeinere Situation ausgeweitet zu werden:
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1. Eine Inspektion des obigen Beweises zeigt schnell, dass die Annahme identisch
verteilter Zufallsvariablen nicht notwenig ist. Entlang der obigen Argumente ent-
deckt man die zweite fundamentale Beobachtung von LINDEBERG, die sogenannte
LINDEBERG-Bedingung. Sind die Zufallsvariablen nicht identisch verteilt, so ergibt
sich unmittelbar anstelle von (34):

E(FOV,) — (2)] < Z(Eg ) +Eo(2)). (35)

TL

Hierbei sind nun die Z; unabhéngige, normalverteilte Zufallsvariablen mit Erwar-
tungswert 0 und Varianz o? = V(X;) und s? ist erneut die Varianz der Summe
> X baw. Y. Z; (Unabhanglgkelt). Die gleiche Zerlegung des Integrals fiihrt zu
der Abschéitzung

i

Sn

(36)

dP+nZ/

Der erste Summand kann nun analog durch n e abgeschétzt werden. Fiir den zweiten

Summanden erhilt man
1

n i—1 YIXil>esn

X;|>esn

Man muss nun fordern, dass dieser Ausdruck gegen Null konvergiert fiir n — oo,
und genau dies ist die LINDEBERG-Bedingung. Wenn man dann noch zeigt, dass die
GauBl-Variablen Z; diese Begingung erfiillen, was wir hier nicht ausfiihren, so haben
wir bewiesen:

Satz 4.5 (Zentraler Grenzwertsatz von LINDEBERG, 1922) Gegeben seien un-
abhdngige, reellwertige Zufallsvariablen X1, Xo, ... mit E(X;) =0 und o? := V(X;) >
0 fiir jedes i. Es sei s2 := Y oZ. Gilt fiir jedes e > 0

lim — X2dP =0, 38
lim Z /le (39)

dann folgt die Aussage (30).

2. Eine weitere Inspektion des obigen Beweises zeigt, das die LINDEBERG-Methode
eine Infomation iiber die Konvergenzgeschwindigkeit im zentralen Grenzwertsatz
enthilt. Dies betrachten wir nur im Sonderfall identisch verteilter Zufallsgréfien X;.
Tatséchlich hat LINDEBERG in seiner ersten Arbeit im Jahre 1920 eine stéirkere Be-
dingung an die Zufallsvariablen X; gestellt. Er forderte die Endlichkeit des dritten
absoluten Momentes E|X;|? fiir jedes X;. Erst in den Arbeiten aus dem Jahre 1922
konnte er diese Forderung zur Bedingung (38) abschwéchen. Schauen wir auf den
Spezialfall identisch verteilter Zufallsvariablen und nehmen wir E|X; > < oo an, so
kann jeder Summand in (34) mittels (33) wie folgt abgeschétzt werden:

Eg(X,/v) < 7B X, [ %
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Wir erhalten also im identisch verteilten Fall fiir unsere Testfunktionen f mit || f|| <

n:
1

Vn
Dies ist eine schwache Version einer Konwvergenzrate im Sinne der Theorie von
BERRY und ESSEEN. Schwach bedeutet, dass dieses Resultat fiir die beschriebene
Testfunktionen-Klasse nicht impliziert, dass sup,ep [P(W, < x) — ®(z)| (der soge-
nannte KOLMOGOROV-Abstand) ebenfalls in der GroSenordnung n~/? liegt. Es ist
aber bekannt, dass die optimale Konvergenzrate fiir den KOLMOGOROV-Abstand
in unserer Situation O(n~%/2) ist. Dies nennt man die BERRY-ESSEEN-Rate. Wir
kommen darauf in Kapitel 4 zuriick.

E(f(Wa) = [(2))| = nO(—=EIX:[).

Man kann dariiberhinaus leicht erkennen, dass bei Beriicksichtigung héherer Ord-
nungsterme der TAYLOR-Entwicklung von f und der Forderung der Endlichkeit und
Ubereinstimmung hoherer Momente der X; mit denen der Z; die Konvergenzrate
verbessert werden kann. Dieser Aspekt wird in unserem Kapitel zur Therorie der
Zufallsmatrizen eine wichtige Rolle spielen.

3. Schliesslich mag man sich auch fragen, wieso im Zentralen Grenzwertsatz die Nor-
malverteilung als Limes auftaucht und keine andere Grenzverteilung. Wesentlich ist
dabei offensichtlich die Eigenschaft, dass die Summe unabhéngiger, normal-verteilter
Zufallsvariablen wieder normal-verteilt ist:Die Summe von n unabhéngigen N (0, 1)
verteilten Zufallsvariablen ist N(0,n) verteilt. Diese Eigenschaft ist in der Litera-
tur als unbegrenzte Teilbarkeit der Normalverteilung bekannt. Es gibt allerdings eine
ganze Klasse von Verteilungen, die diese Eigenschaft mit der Normalverteilung tei-
len. Was ist dann das Besondere an der Normalverteilung? Wichtig ist, dass mit den
obigen Z; die Zufallsvariable \/iﬁ S Z; wieder N (0, 1)-verteilt ist, d.h. auf der Ver-

teilungsebene und der gewihlten Skala 1/+/n ist die N (0, 1)-Verteilung ein Fixpunkt
der Abbildung

g( Xy, X,) = %ZX (39)

Ihre herausragende Rolle resultiert in gewisser Hinsicht daraus, dass sie der einzige
derartige Fixpunkt ist. Die Inspektion des LINDEBERG-Beweises zeigt aber gleich-
zeitig, dass der teleskopische Austauschprozess auch fiir andere Vergleichssummen
i >y Z; verwendet werden kann, man wird nur eine andere Limesverteilung be-
obachten (was im Jargon der Wahrscheinlichkeitstheorie ein nichtzentraler Grenz-
wertsatz genannt wird). Dieser Aspekt wird uns in Kapitel 4 und 5 begegnen.
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Wir wollen nun fiir ein richtig skaliertes .S,, (und viele andere Summenprozesse)
einen Grenzwertsatz herleiten, der dem zentralen Grenzwertsatz fiir i.i.d.-Folgen
von Zufallsvariablen entspricht. Die erste Frage dabei ist, wie wir S,, dabei skalieren
miissen. Dabei ist zweierlei zu beachten: Zum einen sollte die rdumliche Skala durch
\/n gestaucht werden — wir sollten also \% betrachten — dies legt schon der zentrale
Grenzwertsatz nahe. Andererseits (das ist vielleicht weniger offensichtlich) sollten
wir auch etwas an der “Zeitskala”, also dem unteren Index n, verédndern. Anderenfalls
haben wir fiir jedes n eine andere “Zeitebene” (ndmlich das Intervall [0, n]), auf
der es definiert ist und die einzige gemeinsame Ebene, das Intervall [0, 00) nicht
kompakt ist. Dies macht es schwerer, Limespunkte zu finden. Wir wollen stattdessen
Snt, 0 <t < 1 betrachten. Dies hat allerdings den Nachteil, dass n - t fiir die
allermeisten t keine ganze Zahl ist und dadurch S,,; nicht definiert ist. Um dies zu
iiberwinden, betrachten wir den Prozess

Y, . S[nt} n nt — [nt]

VNV

wobei [z] die GauBklammer von x bezeichnet. Y,, ist offenbar fiir jedes n eine (zufélli-
ge) stetige Funktion auf [0, 1], also ein Element in C'([0, 1]). Diesen Raum wollen wir
fortan mit der Supremumsmetrik

Xpge1, 0<t<1,

d(f.g) = sup |f(t) —g(t)|

te(0,1]

versehen. Um den gewiinschten Konvergenzsatz beweisen zu konnen, miissen wir
eine ganze Menge Hilfsmittel bereitstellen. Das erste ist

Satz 4.6 C([0,1],d) ist ein vollstindiger, separabler metrischer Raum.

Beweis: Die Vollstindigkeit wird meist in der Analysis bewiesen. Sie soll hier nicht
gezeigt werden. Der interessierte Leser findet sie beispielsweise im Analysisbuch von
Ahmann/Escher [?] Die Separabilitit folgt sofort aus dem Weierstrafischen Approxi-
mationssatz: Die Polynome liegen dicht in C([0, 1], d), die Polynome mit rationalen
Koeffizienten liegen wiederum dicht in den Polynomen. Die Polynome mit rationalen
Koeffizienten sind aber nach dem Cantor-Verfahren abzéhlbar. |

Da wir auf C([0, 1],d) Wahrscheinlichkeitstheorie betreiben wollen, bendtigen wir
eine o-Algebra dort. Wir wihlen (kanonisch) die Borelsche o-Algebra, also die, die
von den offenen Mengen erzeugt wird. Diese nennen wir B¢. Interessanterweise wird
B¢ schon von den endlich-dimensionalen Projektionen erzeugt. Genauer sei fiir m €
Nund0<t;<...<t, <1

7Tt1,...,tm . C([O, 1]) — Rm
—

Dann gilt:



Lemma 4.7 FEs gilt
Be = o(m; (B), t € ]0,1]).

Beweis: Mit B’ := o(n; }(B), t € [0, 1]) wollen wir By = B’ zeigen. Da 7, stetig ist,
ist fiir U C R offen auch «; '(U) offen, liegt also in Be. Daraus folgt B’ C Be. Fiir
fe€C[0,1] und € > 0 sei

B.(f) :={g9 € C[0,1] : d(f,9) < e}.
Dann ist, da f stetig,

B.(f):= () {g€C0.1]:lgt)—f) <et= () = '(B(f(t) €B.

te[0,1]NQ t€[0,1]1NQ

Da ([0, 1] separabel ist, ist jede offene Menge abzéhlbare Vereinigung von derarti-
gen Kugeln, also in B'. O

Wir wollen uns nun daran machen, das Limesobjekt zu beschreiben. Letztlich werden
wir die Konvergenz der Verteilung von Y, (w,t) und &hnlicher Prozesse untersuchen
und hoffen, dass es zu diesen Verteilungen ein schwaches Limesmafl gibt. Um zu
wissen, welchen Funktionen dieses Limesmafl Masse geben sollte, ist es aber sicherlich
hilfreich, die Y;, noch einmal zu betrachten. Offensichtlich sind alle Y,,(t) stetige
Funktionen in ¢. Es ist daher nicht unverniinftig zu vermuten, dass dies der Limes
auch ist. Dariiber hinaus konvergiert fiir jedes 0 < s <t < 1 die Folge

(Yo (w,t) — Yo(w, $))n

in Verteilung gegen die Normalverteilung N (0,¢ — s). Fiir 0 < ¢; <ty < t3 <1 sind
die (Y,|t3) — Ya(t2)) und (Y, (t2) — Yy, (t1)) sogar unabhéngig (und dies lasst sich auf
mehrere Zeitpunkte verallgemeinern). Wir definieren daher

Definition 4.8 FEin Maf auf (C|0, 1], Bo) mit

e u(C[01]) =1,

® umy. 4. ist die m-dimensionale Normalverteilung mit Erwartungswert 0 in
Kovarianzmatriz (min(t;, t;));; (fir alle m € N)

heifft Wiener Mafs auf (C[0, 1], Be).

Bemerkung 4.9 Der zweite Punkt entspricht gerade den unabhdngigen normalver-
teilten Zuwdichsen: In der Tat ist X ~ N(0,s)- und Y ~ N(0,t)-verteilt und sind
X und Y wunabhdingig, so ist X +Y ~ N(0,s + t)-verteilt und Cov(X, X +Y) =
V(X) =s.

Unter p hat ein Pfad B; offenbar die Eigenschaften:
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1. u(By ist stetig V ) = 1.

2
2. w(By < a) = ﬁf_aoo e 2 ds.

3. Fir0=ty <ty <...<t, <lunday,...,a, € R, m e N, gilt u(By, — By, <
Oéi,i: 1,...,m) :H?;l,u(Btl —Bt7;71 SOQ)

Definition 4.10 Fine Funktion B mit den obigen Figenschaften heifit eindimen-
sionale Brownsche Bewegung in 0. Genauer muss hierbei stets der Grundraum und
das Maf$ spezifiziert werden. Ist dieser C[0,1] und p das Wienermaf, so spricht
man auch von der Standardbrownschen Bewegung. Nun haben wir schon eine ganze
Menge 1iber das Wiener-Mafl und die Brownsche Bewegung gesammelt. Freilich be-
deutet dies nicht, dass es diese Prozesse auch geben muss. Dass es ihn gibt, haben
wir allerdings shcon zu Beginn des Kapitels gesehen.

Satz 4.11 Es gibt genau ein Wahrscheinlichkeitsmaf p auf C([0,1], B¢), das den
Anforderungen an ein Wienermaf§ geniigt.

Die Eindeutigkeit ist hierbei wenig problematisch: Es gibt fiir jedes m die m-dimen-
sionale Normalverteilung, und diese ist eindeutig. Da die endlich-dimensionalen Pro-
jektionen die o-Algebra B¢ erzeugen, kann es nur héchstens ein Wahrscheinlichkeits-
maf} geben, das den Anspriichen an ein Wiener-Maf§ geniigt.

Wir werden die Existenz des Wienermafles auf einem weiteren Weg zeigen, indem
wir das Wienermaf3 u einfach als Limesmaf3 einer geeigneten Folge von Verteilungen
nachweisen. Dies ist der Satz von Donsker. Bevor wir ihn endgiiltig formulieren und
beweisen wollen, m+ssen wir uns noch ein paar Werkzeuge verschaffen. Das erste
ist dazu geeignet, sich kompakte Teilmengen der Menge der MaBle auf (C10, 1], B¢)
zu verschaffen. Dazu sei noch einmal an den Begriff der Straftheit erinnert:

Definition 4.12 (Erinnerung) Fine Folge (), von Wahrscheinlichkeitsmaflen auf
einem vollstindigen, separablen, metrischen Raum Q (der in der friheren Definition
R war) heif$t straff, falls es fir jedes € > 0 eine kompakte Menge K. C 0 gibt mit

Nn(Kg) <e€

fiir alle n € N. Interessanterweise benutzt dieser Begriff nicht nur den Begriff der
Kompaktheit, sondern er sagt auch etwas tiber thn aus.

Satz 4.13 (Prohorov) Es sei S ein separabler, metrischer Raum und (fi,)nen eine
straffe Folge von Wahrscheinlichkeitsmaflen auf (S, Bs) (wobei Bs die Borelsche o-
Algebra tber S bezeichnet). Dann hat (p,), eine schwach konvergente Teilfolge. Ist
S wollstindig, so gibt es ein p € S und eine Teilfolge (pin,); von (fin)n, so dass

fny =

gilt (wobei ‘=" schwache Konvergenz anzeigt). Dariber hinaus gilt auch die Um-
kehrung: Ist S wvollstindig und separabel und konvergiert (i, ), schwach, so ist (pi,)r
auch straff.
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Der Beweis von Satz 4.20 bedarf einiger Vorbereitung. Zunéchst verwenden wir
eine Variante des Rieszschen Darstellungssatzes, den wir in anderer Form schom im
Beweis des Satzes von Radon und Nikodym kennengelernt hatten. Dazu bringen wir
zunéchst die folgende

Definition 4.14 Es sei S ein metrischer Raum. Eine Abbildung A : C(S) — R
heifit ein normiertes, nicht-negatives lineares Funktional, wenn A(1) =1, A(f) >0
fir f >0 und Alaf + bg) = alA(f) + bA(g) fiir alle a,b € R und f,g € C(S) gilt.
Hierbei bezeichnet C(S) die Menge der stetigen Funktionen auf S.

Die von uns benoétigte Variante des Rieszschen Darstellungssatzes lésst sich nun wie
folgt formulieren:

Satz 4.15 (Darstellungssatz von Riesz)
Es sei S ein kompakter metrischer Raum. Dann ezistiert zu jedem normierten, nicht-

negativen linearen Funktional A : C'(S) — R ein eindeutig bestimmtes Wahrschein-
lichkeitsmaf o auf (S, Bg) mit

A(f) = / fdu Y feC(s). (40)

Jedes Wahrscheinlichkeitsmaf$ auf (S, Bs) bestimmt vermdge (42) ein normiertes,
nicht-negatives lineares Funktional auf C(S).

Der Beweis von Satz 4.22 verlauft im wesentlichen analog zum Beweis des Rieszschen
Darstellungssatzes, den wir schon im Kapitel iiber den Satz von Radon-Nikodym
kennengelernt haben. Wir werden ihn daher hier weglassen.

Mit Hilfe von Satz 4.22 kénnen wir nun den einen (wesentlichen) Teil des Satzes von
Prohorov fiir kompakte Grundmengen herleiten. Dabei konnen wir auf die Straffheit
verzichten. Hierzu bezeichnen wir fiir einen metrischen Raum S mit

M (S) := {p : p ist ein Wahrscheinlichkeitsmaf} auf; (S, Bs)} (41)

die Menge aller WahrscheinlichkeitsmaBe auf S. Auf M!(S) haben wir durch die
schwache Konvergenz einen Konvergenzbegriff eingefithrt und damit eine Topologie
induziert (diese ist sogar metrisierbar). Der folgende Satz stellt nun fest, dass M*(.S)
die Kompaktheit von S in dieser Topologie erbt.

Satz 4.16 Ist S ein kompakter, metrischer Raum, so ist MY(S) schwach folgen-
kompakt.

Bemerkung 4.17 Da M'(S) wie schon bemerkt schwach metrisierbar ist, ist M*(S)
auch schwach kompakt.
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Beweis: Fir f € C(5) sei
I £} := sup £ (@)l

Da S kompakt ist, ist C'(S) ein separabler metrischer Raum; dies folgt aus dem Satz
von Weierstra. Sei (f,), eine dichte Folge in C'(S). Mit Hilfe des Diagonalfolgen-
verfahrens finden wir eine Teilfolge (fin, )x von (fin)n, so dass

kh_{go/fdenk =aj

fur alle j € N existiert. Zu einem f € C(S) und € > 0 sei f; so gewéhlt, dass
| f — f;ll <e. Dann ist

[ i [ Fdn, <1 [ o= [ gy [ 1= Bl [ 11 = 5] di,

Der erste Summand konvergiert gegen Null fiir k£, m — oo, also

i | [ fdn,~ [ g, | =0,
k,m—o00

und somit konvergiert [ fdu,, fiir k — oo fiir jedes f € C(S). Setzen wir

M) = Jim [ fdun, £ ECOS)

so ist A ein nicht-negatives lineares Funktional auf C'(S) mit A(1) = 1, also existiert
nach dem Rieszschen Darstellungssatz ein p € M!(S) mit

A = [ fdn v e,

womit die schwache Konvergenz von (u,,, )r gegen u folgt. O

Das Hauptproblem ist nun, dass wir im Satz von Prohorov nicht die Kompaktheit des
Raumes sondern nur die Straffheit der Folge vorausgesetzt haben. Aus der Definition
der Straftheit ist relativ klar, dass alle Folgeglieder u,, “bis auf ein e > 07 die gleiche
kompakte Menge sehen. Um diese Information fiir uns nutzbar zu machen benétigen
wir aber noch zwei topologische Aussagen:

Satz 4.18 (Urysohn)
Ist S ein separabler metrischer Raum so ist er homdomorph zu einer Teilmenge in
[0, 1],

Beweis: d bezeichne die Metrik auf S und (s, ), eine dichte, abzéhlbare Teilmenge
von S. h: S — [0, 1]" sei definiert durch die n-ten Koordinatenfunktionen

d(x, sy,)

T T sy

reS neN.
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Es ist eine schone Ubung zu sehen, dass dies ein Homdomorphismus ist. ]

Nun ist [0,1] kompakt. Tatséchlich ist auch [0, 1]N kompakt. Ist (K, d) ein kompakter
metrischer Raum, so ist die Metrik d offenbar beschréankt:

sup d(z,y) < oo.
z,ye K

Auf KV definieren wir

d(z,y) = Z d<xi’.yi)

21

o]
i=1

fir + = (2;); und y = (y;);. Dann ist d eine Metrik, und eine Folge in (K¥,d)
konvergiert genau dann, wenn alle ihre Komponenten konvergieren. Es gilt

Satz 4.19 (Tychonov)
(KN, d) ist kompakt.

Bemerkung 4.20 Wie man aus der Topologie weif3, gilt sogar noch mehr: Beliebige
Produkte kompakter Mengen sind wieder kompakt. Die obige Form des Satzes von
Tychonov ist einfacher zu zeigen. Der Beweis geht wieder auf das Diagonalverfahren
zuriick.

Beweis von Satz 4.26: Es sei (z,,), eine Folge in KN,
Tn = (%(;))zeN

Aufgrund der Kompaktheit der Menge K ldsst sich eine Teilfolge (x,, ,,) finden, so

dass die erste Koordinate (x%ll),m)m konvergent ist; von dieser Folge gibt es wieder

eine Teilfolge (Z,,.m), so dass (z'2),n) konvergiert etc. Man iiberlegt sich schnell, dass
dann die Diagonalfolge (z,,, ) insgesamt konvergiert, denn die ersten N Koordi-
naten konnen fiir jedes N beliebig klein gemacht werden und die hinteren bekommt
man mit der Konvergenz der geometrischen Reihe und der Beschréanktheit der Me-

trik klein. O

Der Erfolg, den wir mit den Sétzen 4.25 und 4.26 verbuchen konnen ist der, dass wir
nun wissen, dass ein separabler metrischer Raum homdomorph ist zu einer Teilmen-
ge eines kompakten, metrischen Raumes, die damit selbst Priakompakt ist. Somit
kénnen wir Satz 4.23 ins Spiel bringen.

Beweis von Satz 4.20: Wir fassen den separablen metrischen Raum entsprechend
der Vorbetrachtung als Teilmenge eines kompakten metrischen Raumes S auf. Fiir

p € My(S) definieren wir 1 € M;(S) durch
a(A) :=pu(ANnS), AeB;.
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Mit Satz 4.23 hat (ji,), eine konvergente Teilfolge (jin, )x, die schwach gegen ein
Wahrscheinlichkeitsmafl v auf S konvergiert. Fiir » € N wihle eine kompakte Menge

K, C S mit .

Da K, kompakt in S ist, ist K, kompakt in S, also auch in Bg und
fin, (K) = pn, (K,)  fiir r k€ N.
Nach dem Portmanteau-Theorem gilt

lim sup fi,, (K,) < v(K,), r € N.

n—oo

Dann folgt auch v(K,) > 1—1/r fir r € N.

Sei By := |, K, dann ist Ey C S, Ey € Bg und v(Ep) = 1. Wir behaupten nun,
dass es ein u € M;(5) gibt mit i = v.

Es ist Bs = Bg N S. Fiir jedes A € Bg existiert ein By € Bg mit A = By N S. Sei
p(A) == v(By). Wenn By € Bg und A = B, NS, dann ist BiAB; C S¢ C E§ und
v(B1AB;y) =0, also v(By) = v(By), also ist u(A) wohldefiniert.

Es sei nun (A4;); mit A; = b; N S;, i € N, eine Folge von disjunkten Mengen mit
B, € Bs, i1 € N. Da B,NE, C B;NS fiir alle ¢, sind die B; N Ej auch disjunkt. Also

M(UAi) = v({B) _VUBmEO))
= ZVBQEO Zl/ Z/L(A)

Also ist u ein Wahrscheinlichkeitsmafl mit i = v.

Sei C' eine abgeschlossene Menge in S. Dann existiert ein D abgeschlossen in S mit
C =DnS. Da fi,, — j gilt (wobei fi,, — ji und fi,, = f gleichbedeutend
sind), folgt

lim sup g, (C) = limsup i, (D) < a(D) = p(C).

k—o0 k—o0

Das Portmanteau-Theorem liefert ju,, — p. Damit ist der erste Teil des Satzes
bewiesen.

Sei nun fiir die Umkehrung S vollstédndig und separabel und p,, besitze eine schwach
gegen ein W-Maf} /1 konvergente Teilfolge. Zunéchst beginnen wir mit einer beliebi-
gen offenen Uberdeckung (U;);ew. Dann gibt es zu jedem € > 0 ein k, sodass

k

um(U Uj)>1—¢

i=1
fiir alle m € IN gilt. Wére dies ndmlich falsch, so gébe es fiir jedes k ein p,,, sodass

k

pn((JU) <1 -6

i=1
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Nun hat (p,,) eine gegen ein W-Mafl i konvergente Teilfolge, 0.B.d.A. sei diese auch
(i) Es ist fir jedes k

k k m

M(U U;) < liminf ,um(U U;) < liminf ,um(U Uj) <1l-—e.

i=1 i=1 =1

Da aber |J°, U; = S, konvergiert u(UJf, U;) fir k& — oo gegen 1. Das ist ein
Widerspruch.

Da S separabel ist, existiert eine Folge offener Bélle B, B, ... mit Radius 1/n,
so dass

s

Il
—_

J

Sei nun n € N fest.Wir konnen nun K

3

kn
i B,)>1——, € N.
2 (]L;Jl ]) on n

Sei C), = U?Zl B,; und K := (22, C,,. Dann folgt 11;(K) > 1 — ¢ fiir alle i € N,
denn

wi(S\K) = p (U Cﬁ)

[e o]

Tatséchlich ist K auch kompakt, denn es ist abgeschlossen und totalbeschrénkt.
Damit ist der Satz von Prohorov bewiesen. O

Der satz von Prohorov ist fiir unsere Zwecke sehr niitzlich, denn schliellich wollen
wir ja die Verteilungskonvergenz einer (richtig skalierten) Folge von Irrfahrten nach-
weisen (dies wird auch fiir viele, viele andere Prozesse gelten). Der Satz von Prohorov
sagt uns nun, dass die Folge von Verteilungen zumindest konvergente Teilfolgen hat,
wenn wir ihre Straffheit nachweisen konnen. Dies ist allerdings zunichst ein etwas
unhandliches Kriterium, da wir hierzu grofle kompakte Mengen des Grundraums,
also in unserem Fall des C(]0,1],d), wobei d die durch die Supremumsnorm indu-
zierte Metrik ist, kennen miissen. Was also sind die kompakten Teilmengen von
C(]0,1],d)? Auskunft dariiber gibt der Satz von Arcela und Asodi; hierzu zunéchst
folgende Definition:

Definition 4.21 FEs sei
f:0,1] —-R
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eine stetige Funktion und 6 > 0. Das Stetigkeitsmodul ws(f) ist definiert als

ws(f) := sup{[f(s) = F(D)], s, € [0,1],]s =] <}

Bemerkung 4.22 FEs gilt natirlich

jws(f) — ws(g)] < 2d(f,9),

also ist ws(+) fiir jedes & > 0 stetig. Ferner folgt aus der gleichmdpigen Stetigkeit
einer Funktion f € C|0,1], dass

lim ws(f) =0

qgilt.
Nun der angekiindigte

Satz 4.23 (Satz von Arzela-Ascoli)
Fine Teilmenge A C C[0,1] hat genau dann kompakten Abschluss, wenn

(1) sup{|f(0)|, f € A} < oo ist und

(i) lims_osup,c 4 ws(f) =0

gelten.

Wir bereiten den Beweis durch ein Kriterium fiir Kompaktheit von Mengen in me-
trischen Rdumen vor.

Satz 4.24 FEine Teilmenge eines metrischen Raumes (X, d) ist genau dann kompakt,
wenn sie vollstandig und totalbeschrinkt ist. Dabei heifst K C X totalbeschrdnkt,
wenn es zu jedem r > 0 ein m € N und o, ..., z, € K gibt mit K C ;- , B(x, )
(womit jede totalbeschrdankte Menge beschrdinkt ist).

Beweis: Es sei K C X kompakt, (z;); sei eine Cauchyfolge in K. K ist folgenkom-
pakt (denn eine Teilmenge eines metrischen Raumes ist genau dann kompakt, wenn
sie folgenkompakt ist, Analysis I), also bestitz (z;); eine in K konvergente Teilfolge.
Damit konvergiert die Folge (denn besitzt eine Cauchyfolge eine konvergente Teil-
folge, so ist sie selbst konvergent, Analysis I) in K, also ist K vollstandig. Fiir jedes
r > 0ist {B(z,r),r € K} eine offene Uberdeckung von K. Da K kompakt, gibt es
eine endliche Teiliiberdeckung, also ist K auch totalbeschréankt.

Sei nun K vollstéandig und totalbeschréankt. (z;); sei eine Folge in K. Zu jedem n € N
existieren endlich viele Bélle mit Mittelpunkten in K und Radius 1/n, die K iiber-
decken. Es existiert also eine Teilfolge (21 ;); von (s;);, die ganz in einem Ball mit
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Radius 1/2 enthalten ist, etc. Also gibt es zu jedem n € N eine Teilfolge (,+1,);,
die ganz in einem Ball mit Radius 1/(n + 1) enthalten ist. Sei y,, 1= z,,, n € N
(Diagonalfolge). Dann ist (y,,), offensichtlich eine Cauchyfolge in K, also konvergiert
(Yn)n in K, da K vollstéandig. (z;); hat also eine in K konvergente Teilfolge: (yy,)n,
also ist K folgenkompakt, also kompakt. O

Im zweiten Teil des Beweises haben wir das Diagonalforgenprinzip verwendet. Wir
wihlen aus einer Folge geméfl einer Vorschrift sukzessive Teilfolgen aus und bilden
dann die Diagonalfolge, indem wir von der n-ten Teilfolge das n-te Glied auswéhlen.
Hier ist (2,41 ), fiir jedes n € N eine Teilfolge von (z,, ;);. Die Diagonalfolge (yy,)n
hat dann die Eigenschaft, dass (y,),>n fiir jedes N € N eine Teilfolge von (xy ;);
ist, also dieselben Limes-Eigenschaften wie jede der Teilfolgen (z,,;); besitzt.

Da A C X totalbeschrénkt ist genau dann, wenn A totalbeschrinkt ist, besagt der
obige Satz, dass fiir eine Teilmenge A C X gilt: A ist genau dann kompakt, wenn A
totalbeschrankt und A vollsténdig ist.

Beweis des Satzes von Arzela-Ascoli: Sei A C C0,1] kompakt. Dann ist A
totalbeschrinkt: zu ¢ > 0 existieren fi,...,f, € A mit d(f, f;) < ¢/3 fiir ein
g e A{l,...,n} fir alle f € A. Jedes f; in C0,1] ist gleichméfBig stetig, also gilt
fir die endliche Menge {fi,..., fn}: Wéhle 6 > 0, so dass aus |z — y| < 0 folt
|fi(x) = fi(y)| <e/3firallej=1,...,nund z,y € [0,1]. Alsoist |f(x) — f(y)| < e
fiir alle f € A, somit gilt lims_osupsc4 ws(f) = 0. A ist auch beschrinkt beziiglich
d, was (i) zur Folge hat.

Seien nun (i) und (ii) gegeben. Wihle k grofl genug, so dass sup ;e 4 wi/x(f) endlich

ist. Da
0] < 170) +§;\f (70) -+ (5

folgt mit (i)

sup sup | f(t)| < oo. (42)
tel0,1] feA

Wir zeigen nun, dass aus (ii) und (45) folgt, dass A totalbeschréinkt ist, also auch
A. Nun ist C[0, 1] vollsténdig, also auch A, damit ist A dann kompakt.

Sei e > 0 und

a = sup sup |f(t)].
tel0,1] feA

Ferner sei H := {*a,u = 0,£1,42,...,£v,v € N} mit v € N so, dass ¢ < e. H hat
dann die Eigenschaft, dass zu jedem ¢ € [—a, o] ein ¢, € H existiert mit |t —t;] < e.
Nun wéhle k gro genug, so dass wy/x(f) < € fiir alle f € A. B sei die Teilmenge

in C[0, 1] derjenigen Funktionen, die in jedem Intervall [%, %], 1 =1,...,k, linear
sind und Werte aus H an den Endpunkten %, t=0,...,k, annehmen. B ist endlich

(besteht aus (2v+41)*"! Punkten). Wir zeigen nun, dass jedes f € A in einem 2¢-Ball

um ein Element aus B liegt: Sei f € A, also |f(;)| < a. Dann existiert ein g € B
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mit ) .
7 1

) gDl <e i=0.. .k (43)
Da wi(f) < € und g linear in jedem Teilintervall [, £] ist, folgt aus (45) d(f, g) <
2e. Dies war zu zeigen. O

Satz 4.30, der Satz von Arzela-Ascoli, lasst sich nun schnell in ein Kriterium fiir die
Straffheit einer Folge von Wahrscheinlichkeitsmaflen auf C0, 1] tibersetzen:

Satz 4.25 Eine Folge (vy,), von Wahrscheinlichkeitsmaflen auf (C,Bc) ist genau
dann straff, wenn

lgn supv,({f : |f(0)] >a}) = 0 wund (44)
(lsi{r(l)limsup va{f :ws(f)>¢€}) = 0 firalle >0 (45)

gelten.

Nach obiger Bemerkung ist {f : ws(f) > ¢} € B¢. Die Bedingungen (46) und (47)
in Satz 4.32 konnen wie folgt iibersetzt werden:

Vn>03a>0VneN: v, {{f(0)] >a}) <n, (46)
Ve>0,n1>03>03dn0eNVn>ng: v,({f:ws(f)>¢e})<n (47)

Diese Bedingungen werden wir zu einem spéteren Zeitpunkt fiir die von uns unter-
suchte Folge untersuchen.

Wir haben nun die wesentlichen Hilfsmittel bereitgestellt, um den Satz von Donsker
zu beweisen. Wir wollen uns nun an die Formulierung machen. Hierbei sei X7, Xo, . ..
eine Folge von i.i.d. Zufallsvariablen mit Werten in R, definiert auf einem gemein-
samen Wahrscheinlichkeitsraum (€2, F,P). Wir nehmen an, dass

EX; =0 und VX;=:0%¢€ (0,00)

gilt. Wir werden fortan sogar ohne Einschrankung VX; = 1 annehmen. Mit die-
sen allgemeineren Zufallsvariablen (X, ), ldsst sich nun auch eine “verallgemeinerte
Irrfahrt” beschreiben:

So=0 und Sn:ZXi, n € N.
i=1

Wir fithren wieder die schon eingangs erwéhnte Stauchung von Raum und Zeit durch,
indem wir den Raum jeweils auf das Intervall [0,1] zuriickstauchen und die Zeit so
skalieren, dass der zentrale Grenzwertsatz anwendbar ist. Wir definieren also

Spaw) | nt — [nt]

v Vn
102
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fir 0 <t <1 (wieder sei [z] die GauBklammer von z). Fiir jedes w € 2 erhalten
wir mit Y,,(w, ) also eine Funktion aus C[0, 1], also eine zuféllige stetige Funktion.
Nun ist konstruktionsgemif fiir jedes feste t € [0,1] die Abbildung Y, (-,t) eine
F — B-messbare Abbildung. Lemma 4.14 liefert dann, dass Y,,(-) := (Y, (-, %)) auch
F — Be-messbar, also eine F — Bo-messbare Zufallsvariable ist. Wie schon mehrfach
bemerkt, wollen wir uns im Satz von Donsker mit der Verteilungskonvergenz der
Zufallsvariablen Y,, und somit um die schwache Konvergenz der Mafle

[b = P
kiimmern. Da nun die Abbildung

Tty bm - c — R™

""" P (F)eee s ftn)

fiir jedes m-Tupel 0 < t; < ty < ... < t,, < 1 stetig ist, ist fiir die Verteilungs-
konvergenz der Y,, zumindest die schwache Konvergenz der endlich-dimensionalen
Verteilungen p,, o 71';’1“.7“” notwendig. Dies kléart der folgende

Satz 4.26 Fir jedes m € N und 0 < t; < ... < t,, < 1 konwvergiert die Folge
flpn © 7Tl;71“_7tm schwach auf (R™,B™) gegen die m-dimensionale Normalverteilung mit
Erwartungswert 0 und Kovarianzmatriz (min(t;, t;)) ;.

Fiir m = 1 folgt die Verteilungskonvergenz von s, o m; ' fiir jedes ¢ # 0 gegen
die N(0,t)-Verteilung sofort aus dem zentralen Grenzwertsatz. Fiir ¢ = 0 ist die
Konvergenz von pu, o w5t = L(Y,,(0)) gegen & offensichtlich (so ist das Dirac-Maf
mit Masse in 0). Fiir m > 2 benétigen wir noch

Lemma 4.27 Seid € N und firj=1,...,d sei (,u%])) eine Folge von Wahrschein-
lichkeitsmafen auf (R, B) mit pd s 1 e M, (R). Dann gilt

Ve @ud L Ve, @up@
auf (R%, B).
Beweis: Es sei 4; := {z € R: u@({z}) = 0}. A ist abzéihlbar und somit ist A;

dicht. Sei B; C Aj; eine abzéhlbare dichte Teilmenge von A;. Dann ist {(a;,b;) :
aj,b; € B;} eine abzihlbare Basis der Topologie von R, also ist

U :={(a1,b1) X (ag,b2) X ... X (ag,bq) : a;,b; € Bj fir j=1,...,d}

eine Basis der Topologie von R%. U/ ist durchschnittsstabil und fiir (ay, by) X (ag, by) X
. X (ag,bg) € U gilt wegen dem Portmanteau-Theorem

d

pV @@ D (ay,by) x ... x (ag, b)) = H,u (aj,b;)) "= OOH,u (a;,b;
7j=1

pV @@ pD((ay,br) x ... x (ag, ba)).
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Das Lemma folgt nun, da sich jede offene Menge als abzidhlbare Vereinigung von
Mengen aus U schreiben lasst. o

Beweis von Satz 4.33: Wir konnen annehmen, dass t; > 0 gilt. Setze Z?:I =0

und
[nt1] [nt2] [ntm]

n X (n
Z})::Z\/ﬁ Z \/— el Z

=1 i=[nt1]+1 i=[ntm—1]+1

X;
v

an), ey 7 sind fiir jedes n € N unabhéngig. Mit Lemma 4.34 untersuchen wir

das Konvergenzverhalten von (Z](.n))n fiir festes j: £(Z§") = L(>km \)/(_ﬁ)’ WO Wwir

to := 0 und k(n) := [nt;] — [nt;_1] setzen. Der zentrale Grenzwertsatz liefert

X; I
lim P < 5) =P(s) = — 2 dy
i P(X <o) =0 = [

Nun gilt lim,, @ =t; —tj—1. Fiir e > 0 und s € R folgt

k(n)
X; s
lim su P< : Ss) < lim P( +€)
n_wop ZZI\/E n—00 Z \/t —tj 1
s
= <I><——|—5) und
,ET@T
I 'fP(k(n) Xi o ) > i P(Z i )
imin s im —c
n—00 — \/ﬁ B T n—ooo \/t _tJ 1
ot
T —1
k(n)

S

also T}LIEOP<Z\)/(%_ ) = ¢<ﬁ>

Dies ist die Verteilungsfunktion der eindimensionalen Normalverteilung mit Erwar-
tungswert 0 und Varianz ¢; —t;_;. Nach Lemma 4.34 folgt, dass £(Z£n), ceey Z,(ZL)) fiir
n — oo gegen die Produktverteilung konvergiert, und dies ist die m-dimensionale
Normalverteilung v mit Erwartungswert 0 und Kovarianzmatrix (;;(¢; —tj-1)):;-

Sei nun f : R™ — R™ durch f(z1,...,2,) = (x1,21 + 29,21 + T2 + x3,..., 21 +
..+ x,,) definiert. Nach Lemma 4.34 konvergiert die Verteilung von
nt1 [ntz [ntn]

R 35 DI S 35 )

gegen vt Sei (Uy,...,U,) eine Zufallsgréfie mit Verteilung v, dann besitzt die
Normalverteilung vf~! den Erwartungswert 0 und die Kovarianzmatrix mit Kom-
ponenten

i 7 min{s,5} i 7 min{s,5}
E(ZUkZUS> = Y B0+ Y SEGU) = Y (te—tio1) = min{t, 4}
k=1 s=1 k=1 k=1,k#s s=1 k=1
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nt.: X . n Xn ;
Sei nun Wj(n) = Zl[ztf] \)/(—% — Y, (t;). Dann gilt |Wj( )| < L\/{ll, falls t; < 1 und

Wj(n) = () sonst. Damit ist fiir e > 0

PW, . W) > )

IN

PUIW™| = e/m))
<" P Xl 2 Vi/e(m) = mP(X\] 2 vine/m) = 0

fiir n — oo, also konvergiert (W™, ..., W) in Wahrscheinlichkeit geben 0. Nach
Lemma 4.35 (unten) konvergiert dann auch £(Y,(t1),...,Yn(ty)) gegen vf~1. O

Lemma 4.28 Sei S ein separabler metrischer Raum mit Metrik d und es seien
(Xn)n und (Yy,), zwei Folgen von (S, Bg)-wertigen Zufallsgrifien. Konvergiert (X,,),
in Verteilung gegen p und d(X,,Y,) stochastisch gegen 0, so konvergiert auch'Y,, in
Verteilung gegen L.

Beweis: Sei F' C S abgeschlossen und fiir € > 0
Fe={zeS:dxF)<e}.
Dann gilt

limsupP(Y,, € F) < limsupP(X,, € F°) 4 limsup P(d(X,,Y,) > ¢) < u(F°).
n—oo n—oo

Da p stetig ist, folgt u(F*) | p(F), wenn € | 0 konvergiert und damit die Behaup-
tung. O

Nun formulieren wir das zentrale Resultat dieses Kapitels:

Satz 4.29 (Satz von Donsker)
FEs gibt genau ein Wahrscheinlichkeitsmaf v auf (C[0,1], Be), so dass fir allem € N
und alle

0<ti<ta<...<t, <1

-----

Kovarianzmatriz (min(t;,t;)):; ist. Under den obigen Voraussetzungen an die X;
gilt
fn = . (49)

Wie schon oben erwihnt ist die Eindeutigkeit von p (mehr oder weniger) klar. Die
Existenz von p leiten wir aus der Konvergenzaussage ab. (51) ist eine unmittelbare
Konsequenz aus dem folgenden Satz und dem darauf folgenden Lemma.
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Satz 4.30 Die Folge (ji,)y ist straff.

Lemma 4.31 (u,), ist genau dann schwach konvergent gegen p, wenn jede Teilfolge
(Hny )i von (n)n €ine gegen pi konvergente Teilfolge (fin, )i besitzt.

Beweis: Dies folgt aus der Definition von schwacher Konvergenz und der Tatsache,
dass die entsprechende Aussage fiir reelle Zahlenfolgen wahr ist. O

Mithilfe von Satz 4.37 konnen wir nun Satz 4.36 beweisen.

Beweis von Satz 4.36: Aus der Straftheit von (u,), (Satz 4.37) folgt, dass jede
Teilfolge von (i), eine konvergente Teilfolge hat (hierzu bemiiht man den Satz von
Prohorov). Der Limes dieser (Teil-)Teilfolge kann aber nur p sein, denn die endlich
dimensionalen Verteilungen konvergieren gegen die von p. Also folgt die Behauptung
des Satzes von Donsker aus Lemma 4.38. O

Es bleibt also Satz 4.37 zu beweisen. Dies ist (leider) noch ein ganzes Stiick Arbeit.
Ausgangspunkt dabei ist Satz 4.32.

Bemerkung 4.32 C(|0, 1] ist vollstandig und separabel, also ist jedes Wahrschein-
lichkeitsmafl v auf C' straff: ¥ n > 0 existiert eine kompakte Menge K mit v(K) >
1 — n. Insbesondere folgt, dass fir e > 0 ein § > 0 existiert mit v,({f : ws(f) >
e}) <mn. Somit ist (49) dquivalent zu

Ve>0,n>035>0 VneN:y,({f: ws(f)>e})<n. (50)

Beweis: (Von Satz 4.32) Sei {v,,n € N} straff. Fiir n > 0 sei K eine kompakte
Menge mit v,,(K) > 1 —n fiir alle n. Daraus folgen mit dem Satz von Arzela-Ascoli
die Aussagen (47) und (48), denn K C {f : |f(0)] < a} fiir a groB genug und
K C{f:ws(f) < e} fiir § klein genug.

Fiir die Umkehrung sei (v,), eine Folge, die (47) und (48) erfiillt. Sei > 0 vor-
gegeben. Nach (47) existiert ein @ € R, so dass A := {f : [f(0)] < a} erfiillt:
vn(A) > 1 —mn/2 fiir alle n € N. Fiir k € N sei 05, so gewdhlt, dass v,({f : ws, (f) <
1/k}) > 1 —n/2F fiir alle n gilt. Nach dem Satz von Arzela-Ascoli hat

K = An({f w5 (f) < 1/k}
k=1
kompakten Abschluss und es gilt

Vn(f(c) < (K°) < 77/2 + ZU/2k+l =1
k=1

fiir alle n € N, was zu zeigen war. O
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Bemerkung 4.33 Hinreichend fiir (47) ist v,({f : f(0) = 0}) =1, was fir die p,
im Satz von Donsker erfillt ist.

Lemma 4.34 Hinreichend fir (49) ist:

Ven>036€(0,1), IngeN: ¥Vn > ny Vte[0,1—-9]: (51)
1
sllfe sup [f(z) = f(t)l 2e}) < .
t<s<t+d

Beweis: Seien ¢, > 0. Zu /2 und 7/3 wihlen wir 6y € (0,1) und ny € N wie
in (54). m € N sei die kleinste natiirliche Zahl n mit 1/n < &. Setze § := 5. Ist
f € C[0,1] mit ws(f) > ¢, so existieren t < s mit |f(¢) — f(s)] > e und |t — s| < 6.
Zu t, s existiert ein k € Ny mit £ < 2m — 2 und % <t<s< %4— % Dann ist
() — F()] > 2/2 oder [£(s) — F(5)] > ¢/2. Al ist

2m—2

UraDzac JU: sw 16— So)l 2 e/2),

P <s< 46

2m —
und somit gilt fiir alle n > ng:

2m—2

k
va{f:ws(f)2e}) < Y wl{f:  sup |f(s) —f5 = ¢€/2})
k=0 £ <s< 160
< (2m— 1)50g <(2+ 50)g <.
Damit ist (49) gezeigt. O

Bemerkung 4.35 Die Bedingung in Lemma 4.41 folgt aus der folgenden Aussage:
Fiir alle e > 0 gult

1
limlimsup sup —v,({f: sup [f(s)— f(t)] >¢})=0.
N0 nsoo tef0,1-4) 0 t<s<t+6

Die Bedingung aus Bemerkung 4.42 soll nun fiir p, = PY» untersucht werden: Fiir
0€(0,1) und t € [0,1 — 9] ist

pn({f 2 sup [f(s) = f()] = e}) = P( sup [Yo(s) = Ya(t)] = €).

t<s<t+6 t<s<t+6

Firt=k/nund t + 0 = j/n (wobei k < j) ist

|Skri — Skl
su Yn S) — Yn t)l = max —————.
t§s§£)+6| ( ) ( )’ 1<i<nd \/ﬁ
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Fiir allgemeine ¢ € [0,1] und ¢ € (0,1) mit ¢ + 0 < 1 kann man so abschétzen: Es
existieren j,k € {0,1,...,n} mit £ < 7 und % <t< % sowie ]%1 <t+0< L
Dann gilt fiir jedes s € [t,t + 0]:

k k+1 k
_ < _ _ — _
|Yn(5) Yn(t)| > |Yn(t) Yn(n)|+1§r?g?ik|yn( ) Yn(n”
k+1 k
< — b
< 21§nilga}>§k|Yn( ) Y”<n)|’
also
k41 k
Sup [¥als) = Ya(b)] (max [V (——=) = Ya ()]
k+i
= 2 max | ;HXT!/\/E-

Es ist 3‘% <. Firn > % folgt j — k < 3nd. Somit ist die rechte Seite der letzten

Ungleichung nicht grofler als 2 max;<;<sns | Z]:i,’g +1X:|/+v/n. Die Verteilung dieser

Zufallsvariablen héangt nicht von £ ab. Fiir n > % gilt somit

|Sz| g
sup P( su Y, (s) =Y, (t)| > ¢) < P( max > —).
te[(),lp—d] (t§s§11?+6| (%) W=<) (1953”5 vn 2>
Sei m := [3nd], so ist v/n > y/m/34 und somit
|.Si] € |:Si] €
> —) < > .
P max, o > 5) < P(max 70 > =)

Fiir jedes feste § > 0 geht m — oo fiir n — oo. Nach Bemerkung 4.42 miissen wir
fiir jedes € > 0 zeigen, dass

1
lim lim sup = P( max

SN0 oo 0 1<i<m y/m )=0 (52)

gilt. Leider hilft die Abschétzung

‘Sl| 19 i
Plumax 2> -5 <3 P( 0

analog zum Beweis von Lemma 4.41 nicht. Wir miissen diese Wahrscheilichkeit we-
sentlich genauer abschétzen:

Lemma 4.36 Flir alle A > 0 und m € N gilt

P(max |S;| > Avm) < 2P(|Su| > (A = V2)y/m).

1<i<m
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Beweis: Fiir A < /2 ist nichts zu zeigen. Sei A > V2.
i1
A= (IS < Wm0 {ISi] > amb, i=1,....m
j=1

Die A; sind disjunkt und A = {max;<;<,, [Si| > \/m} = -, A;. Also
P(A) = PAN{[Sa| = (A= \/_)\/_})+P(Aﬁ{|5 | < (A= v2)vm})
< P(ISnl 2 (A= V2)Vm +ZPA N {18l < (A= V2)vm}),

denn A, N {|Sp| < (A —V2)y/m} = 0. Weiter gilt
A0 {|Sm] < A =V2)vm} € A; N {|Sm — S| >V2m}, j=1,...,m—1.

Die Ereignisse A; und {|S,, — S;| > v/24/m} sind unabhiingig, also haben wir

P(A) < P(IS,] > O~ VBV + 3 PA)P(S, — 5] > Vam).

Wegen

P18 — Si| > vam) < —E(( Em: X)) = — Em: E(X2) < =

meI= = 2m — Ok om & =2
k=j+1 k=j+1
folgt
1 & 1
P(A) < P(ISul = (A= V2)Vim) +5 Y~ P(4)) = P(ISu] = (A= V2)ym) + 5 P(A),
j=1

also folgt die Behauptung. O

Wir schlieBen mit dem Beweis von (55) ab: Mit Lemma 4.43 und dem zentralen
Grenzwertsatz folgt

1 2 2
imsup §P(max 5 > 2 <tmsup 2 P52 > Sy = Ep(v 2 Sova),

wenn n eine N (0, 1)-verteilte Zufallsgrofie bezeichnet. Die Markov-Ungleichung lie-
fert

ﬂ\

p(|N|2i_\/§)§LB|3>

75 5V
Dies fithrt zu (54). Somit ist die Straffheit der Folge (u,), bewiesen und somit
Satz 4.37, also auch Satz 4.36. O
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Tatséchlich ldasst sich die Doobsche Ungleichung aus dem Kapitel iiber Martingale
in dhnoicher Weise vewenden wie Lemma 4.43.

Wir wollen uns nun mit Konsequenzen aus dem Satz von Donsker befassen. Hierzu
sei zunéchst bemerkt, dass aus der schwachen Konvergenz von p,, gegen p natiirlich
fiir jede stetige Funktion

h:C[0,1] — R?
folgt, dass i, o h™! gegen poh™! konvergiert. Da p-Nullmengen von p nicht gesehen
werden gilt sogar fiir

Dy, :={x € C[0,1] : h ist unstetig in x}

der folgende

Satz 4.37 Ist h: C[0,1] — R eine Borel-messbare Abbildung mit u(Dy) = 0 und ist
(X;); eine Folge unabhingiger, identisch verteilter Zufallsgrifien mit EX; = 0 und
EX? =1, so gilt L(M(Y,)) — ph™', wobei Y, die oben definierte (C, Bc)-wertige
Zufallsvariable sei.

Wir wollen dieses sogenannte Invarianzprinzip anhand zweier Beispiele austfiihrlich
diskutieren. Zunéchst diskutieren wir die Verteilung des Maximums einer Brown-
schen Bewegung. Die Technik, Satz 4.37 anzuwenden ist nun die, eine geeignete
Folge von i.i.d. Zufallsvariablen zu finden, fiir die sich die Grenzverteilung von
maxo<i<1 Yn(t) “leicht” bestimmen lasst. Satz 4.44 sagt uns dann, dass sich max Y, (¢)
fiir alle anderen Wahlen von (X;);, die im Satz von Donsker erlaubt sind, auch so
verhélt. Sei also

h:C0,1] — R (53)
a2

Wir bemerken, dass das Supremum in (56)in der Tat ein Maximum ist und dass h
natiirlich in der Supremumsnorm auf C[0, 1] stetig ist. Wir wihlen die Zufallsgroien

P(X;=-1)=P(X; =+1) = %

(es ist somit EX; = 0 und VX; = 1 fiir alle ) und setzen

So=0 und S, = iXi;

i=1
(Sn)n ist also die eindimensionale Irrfahrt. Weiter setze

M, = max S;, né€N.
1<i<n

Wir wollen die Verteilung von M,, analysieren. Hierbei beachte man
Si M,
sup Y,(t) = max — = —.
ogtgl (®) 0<i<n \/n  +/n
Wir wollen die Folge (M,,),, auch als Folge der Maximalgewinne beim Miinzwurfspiel
bezeichnen. Es gilt:
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Satz 4.38 Fir die Folge (M,),) der Mazimalgewinne beim Minzwurfspiel gilt fir
allet >0

lim P(

n—o0

< 1) =20(t) — 1.

SIS

Fiirt <0 gilt

P( ) = 0.

M"<t
Vi

Hierbei bezeichnet ® die Verteilungsfunktion der Standardnormalverteilung.
Als unmittelbare Konsequenz aus Satz 4.45 und Satz 4.44 ergibt sich

Satz 4.39 Erfillen die (X;); die Voraussetzungen des Satzes 4.44, so gilt fir alle
teR

lim P(max S <t) = max{2®(¢t) — 1,0}.

n—oo  0<i<n \/m

Fiir den Beweis von Satz 4.45 bereiten wir das sogenannte Spiegelungsprinzip/
Reflexionsprinzip vor.

Fir i,j € Z, i < j, nennen wir eine Folge (,s;),...,(j,s;) mit s, € Z, i < k < j,
und |sg41 — si| =1 fiir ¢ <k < j—1 einen Pfad von (i, s;) nach (7, s;). Oft schreibt
man einfach (s;, Si41,...,5;). j — i ist die Linge des Pfades. Wir sagen, dass ein
Pfad (s;, Sit1,- .., s;) die z-Achse beriihrt, falls ein k£ mit ¢ < k < j existiert, fiir das
s, = 0 ist.

Lemma 4.40 (Reflexionsprinzip)

(i) Es seien a,b € N und i,j € Z mit i < j. Die Anzahl der Pfade von (i,a) nach
(7, b), welche die x-Achse beriihren, ist gleich der Anzahl der Pfade von (i, —a)
nach (j,b).

(i1) Sei a € N, b € Z und n € N. Die Anzahl der Pfade von (0,0) nach (n,b),

die s; = a fir ein j € {1,...,n} erfillen, ist gleich der Anzahl der Pfade von
(0,0) nach (n,2a —b), die s; = a fir ein j € {1,...,n} erfillen.

Beweis: (i) Sei (s; = —a, Sit1,...,5j-1,5; = b). Dieser Pfad muss die z-Achse
beriihren. 7 sei die kleinste Zahl grofer als i, fiir welche s, = 0 gilt. Dann ist
(_Sia —Sitly-- -y —S7-1, 87 = 07 Sr41y---585 = b)

ein Pfad von (4, a) nach (7, b), der die z-Achse beriihrt, und die Zuordnung ist bijektiv
(siehe das obige Bild).

Das zweite Bild oben ist das fiir den Beweis von (ii).
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7 ist das erstmalige Erreichen des Wertes a. o

Beweis von Satz 4.45: Fiir [, k € Ny gilt
P(S,=1l+k)=P(S,=1l+k, M, >k).
Nun ist nach Teil (ii) von Lemma 4.46
P(M, > a,S, =b) = P(M, > a,S, =2a—0)
fiir jedes b € Z. Also ist
P(S,=1+k)=P(M,>k,S,=k—1).

Damit ist

P(M,>k) = > P(M,>kS,=1+k)
l=—c0
-1

= Y P(M,>kS,=1+k)+ Y P(Sy=1+k) +P(S,=k)

l=—c0 =1

= Y P(M, >k Sy=1-k)+ > P(S,=1+k)+ P(S, =k)
=1 =1

= 2P(S, > k) + P(S, = k)

= 2P(S, > k) — P(S, = k).

Sei t € R,. Fiir n € N bezeichne k, die kleinste ganze Zahl grofier-gleich ty/n. Es
gilt
PV 2 N(0,1).

Da {S,/v/n >t} = {S, > k,}, folgt
lim P(S, > k,) = vo1([t, 00)).

n—oo

Wegen t\/n < k, < ty/n+1 gilt weiter fiir jedes e > 0 und allen € Nmit 1/y/n < e

(S, = ko) = (<2 ciye
n

(on By
i Vi Vi

und daraus folgt

t+e
limsup P(S,, = k) < / goa(x)dr Ye>0,
t

n—oo
also
lim P(S, =k,) = 0.
n—oo
Zusammen erhalten wir
M. 2 & 2
lim P(=2 >¢) =2 t :—1/2/ 2 20r =92(1 — d(¢
tim P2 > 1) = 2w (fro0)) = (02 [ e P2de = 2(1 - (1))
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womit die Behauptung des Satzes folgt. O

In einer zweiten Anwendung interessieren wir uns fiir den relativen Zeitanteil, den
die Brownsche Bewegung oberhalb der xz-Achse verbringt. Formal bekommen wir
diesen mittels der folgenden Abbildung

g9(f) == A{t € [0,1]: f(t) = 0}),

wobei A das Lebesgue-Mafl bezeichnet. Eine direkte Anwendung von Satz 4.44 hat
das Problem, dass die Abbildung ¢ nicht in allen Punkten f € C10,1] stetig ist.
Beispielsweise haben die Funktionen

fo=0 und fi=-46<0

einen Supremumsabstand von § > 0 (wobei wir § > 0 beliebig klein wéhlen diirfen),
aber es gilt

9(fo) —g(f1) = 1.
Es gilt aber

Lemma 4.41 g ist Be/B-messbar und p(D,) = 0, wobei v das Wiener-MafS be-
zeichnet und Dy = {x : g ist unstetig in x}.

Beweis: Es sei ¢ : C[0,1] x [0,1] — R definiert durch 1 (f,t) = f(t). ¢ ist stetig
(Ubung!), also Bex(o,1)/B-messbar, wobei wir wieder kurz C' := C0, 1] schreiben. Da
C' und [0,1] separabel sind, folgt aus Lemma 4.49 unten

Bexo, = Be @ Bjo,y)-
Also ist ¥ B @ Bjg 1)/ B-messbar.

Sei nun A = {(f,¢t) : f(t) > 0} = ¢ 1([0,00)) € Be ® Bjpy). Fir f € C ist
g(f) = A({t: (f,t) € A}). Also ist f — g(f) Be/B-messbar (dies ist der Satz von
Fubini). Es gilt

9(f) = /O Ljo,00 (f (2))dt.

Ist f € Cmit A({t: f(t) =0}) =0, und ist (f,), eine Folge in C' mit d(f,, f) — 0,
50 gilt 1j0.00)(fn(t)) = Ljo,eo)(f(t)) fiir A-fast alle ¢ € [0,1]. Nach dem Satz von der
dominierten Konvergenz folgt

Also ist Dy C {f : AM{t: f(t) =0}) > 0} gezeigt.

Wir zeigen

n({f = A({t: f() =0}) > 0}) =0.
Dazu miissen wir zeigen, dass f +— A({t : f(t) = 0}) messbar ist. Dies geht analog
zur Messbarkeit von ¢. Es ist zu zeigen:

0= [ At 40 = outan = [ /[ (o o )7 ).
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Nach dem Satz von Fubini gilt
|| awenodanan = [ [ qwousoutn
c Jo] 0,1 .Jc
- /[ (S =110 = o
- / oy

Das Letzte Integral ist tatséichlich gleich Null, denn ;! ist fiir ¢ > 0 die Normal-
verteilung mit Erwartungswert 0 und Varianz ¢. Damit ist das Lemma bewiesen. O

Hierbei haben wir von dem folgenden Lemma Gebrauch gemacht:

Lemma 4.42 Sind S,S’ separable topologische Riume mit Borelschen o-Algebren
Bs und Bg/, dann gilt
Bsxs = Bs @ Bg:.

Beweis: Sind A C S, B C 5’ offen, soist Ax B offen in S x S’, also Ax B € Bgyg'.
Da die Mengen der Form A x B, A und B offen, die o-Algebra Bs ® Bg erzeugen,
ergibt sich

Bs ® Bs € Bs_g.

Da S, S’ als separabel vorausgesetzt sind, gibt es abzidhlbare Basen

{U;; i€ N} vonS und
{U;, i € N} wvon S'.

{U; x Uj, i,j € N} ist dann eine abzahlbare Basis von S x S’. Also ist jede offene
Teilmenge von S x S’ in Bg ® Bg enthalten, also gilt auch

Bsxs' € Bs ® Bgr.

Die Abbildung g erfiillt also die Voraussetzung des Invarianzprinzips. Nun haben
wir schon im Kapitel iiber Markovketten £(g(Y;,)) im Spezialfall P(X; = £1) = 1/2
berechnet:

Satz 4.43 Sind die (S;); unabhingig und P(X; = £1) = 1/2, so gilt firt € [0, 1]

2
lim P(g(Y,) <t) = = arcsinv/t.

n—+00 T

Dies liefert somit die Verteilungsfunktion von pug~—!, wenn p das Wiener-Maf3 ist. Es
folgt mit dem Invarianzprinzip
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Satz 4.44 (Arcussinus-Gesetz)
Die auf (C, Bc, 1) definierte Zufallsgrife f— A{t: f(t) > 0}) hat die Verteilungs-

funktion

2
t = arcsinvt, te€[0,1].
m

Erfiillen die (X;); die Voraussetzungen von Satz 4.44, so gilt firt € [0,1]:

2
lim P(g(Y,) <t) = = arcsin V1.

n—o00 m

Bemerkung 4.45 FEs ist nicht sehr schwer zu zeigen, dass
o)~ ~fm < s S > 0}
in Wahrscheinlichkeit gegen 0 konvergiert. Also folgt, dass auch
z%umgn:&n>mn

asymptotisch nach der Arcussinus-Verteilung verteilt ist. Wir zeigen dies hier nicht.

Als néchstes wollen wir einige Eigenschaften der Brownschen Bewegung studieren.
Wir beginnen mit der Feststellung, dass die Brownsche Bewegung invariant unter
einigem natiirlichen Operationen ist. Diese transformieren den Raum der stetigen
Funktionen, sodass jede einzelen Brownsche Bewegung ein anderes Bild bekommt,
die Verteilung aber gleich bleibt.

Theorem 4.46 [Skaleninvarianz] Sei {B(t) : t > 0} eine standard Brownsche Be-
wegung und a > 0. Dann ist auch der Prozess {X(t) : t > 0} definier durch

X(t) = 2 B(a*)

a

eine (standard) Brownsche Bewegung.

Beweis: Mit den Pfaden von B(t) sind auch die von X (t) stetig und da B(t) un-
abhéngige Zuwiche hat, gilt dies auch fiir X (¢). Nun ist aber

X(t) — X(s) = 2(B(a?t) — B(a%s))

a

und nach Voraussetzung und den Rechenregeln fiir Varianzen ist die rechte Seite
normalverteilt mit Erwartungswert 0 und Varianz (1/a?)(a*t — a®s) =t — s. 0

Bemerkung 4.47 Die Skaleninvarianz hat viele niitzliche Folgen. Sei, zum Bei-
spiel, a < 0 < b und

T(a,b) =inf{t > 0: B(t) = aorB(t) = b}
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die Zeit, zu der die Brownsche Bewegung erstmal das Intervall [a,b] verldsst. Dann
berechnen wir mit

X(t) = LB(a%),

a
dass

ET(a,b) = a®Einf{t > 0: X(t) =1 oder X(t) = b/a} = a®ET(1,b/a),

woraus sich ergibt, dass ET(—b,b) ein Vielfaches von b* ist. Dariiber hinaus gilt,

dass die Wahrscheinlichkeit
P(B(t) verlisst das Intervall [a,b] in a) = P(X(t) verldsst das Intervall [1,b/a] in 1)
nur vom Verhdltnis b/a abhdngt.

FEine sehr weitreichende und tiefe Erweiterung der Skaleninvarianz, die konforme
Invarianz, hat 2006 zur ersten Fields-Medaille fiir die Stochastik gefiihrt.

Eine weitere niitzliche Eigenschaft der Brownschen Bewegung ist ihre Invarianz unter
Zeitumkehr.

Theorem 4.48 [Zeitumkehr] Sei {B(t) : t > 0} eine standard Brownsche Bewe-
gung. Dann ist der Prozess {X(t) : t > 0} definiert vermdige

X(1) = 0 firt =20,
tB(1/t) firt>0

auch eine standard Brownsche Bewegung.

Beweis: Der Schliissel ist die Beobachtung, dass die endlich-dimensionalen Ver-
teilungen der Brownschen Bewegung (B(t1),. .., B(t,)) Gauss’sche Zufallsvektoren
sind und daher durch ihren Erwartungswert E[B(¢;)] = 0 und ihre Kovarianzen

eindeutig charakterisiert sind. Unter Ausnutzung der Tatsache, dass (B(t)) eine
Brownsche Bewegung ist, sieht man sofort, dass auch {X (¢) : ¢ > 0} ein Gauss’scher
Prozess ist und dass die Gauss’sche Zufallsvektoren (X(¢y), ..., X(t,)) Erwartungs-
wert 0 haben. Die Kovarianzen berechen sich fiir ¢ > 0 und A > 0 zu

Cov(X (t+ ), X (1)) = (t + h)tCov(B(1/(t + h)), B(1/)) = t(t + h)t%h i

Also sind die endlich-dimensionalen Verteilungen der Hence the law of all the finite-
dimensional distributions

(X(1), X(Ls), o, X(t))  Hir 0<t, <...<t,

dieselben wie die fiir die Brownsche Bewegung. Die Pfade der ¢t — X (t) sind offen-
sichtlich stetig fiir alle ¢ > 0 Fiir ¢t = 0 brauchen wir ein kleines Argument, dass auf
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zwei Tatsachen beruht: Erstens, dass die Menge der rationalen Zahlen Q abzédhlbar
ist und die Verteilung der {X (¢) : ¢t > 0,t € Q} dieselbe ist wie die der Brwonschen
Bewegung. Daher folgt

lim X (¢) =0 fast sicher.

t10
teQ

Andererseits ist Q N (0,1) dicht in (0,1) und {X(¢) : ¢ > 0} ist fast sicher stetig auf
(0,1), sodass
0=1{lim X (¢) = lim X (¢) fast sicher.

10 t10

teQ
Also hat {X(t) : t > 0} fast sicher stetige Pfade und ist daher eine brownsche Be-
wegung. a

Dieser Satz hat eine interessante Konsequenz

Korollar 4.49 [Gesetz der grofien Zahlen] Fast sicher gilt

B
lim —% = 0.
t—o0

Beweis: Sei (X (t),t > 0) definiert wie in Satz 4.48. Benutzt man diesen Satz, so
sieht man, dass

B
lim — = lim X(1/t) =0
t t—o00

t—o00

fast sicher gilt. O

Ubung 4.50 Man beweise diese Aussage von Korollar 4.49 anders.

Wir wollen uns nun der Frage zuwenden, wie glatt die Pfade der Brownschen Be-
wegung sind. Schon aus der Definition der Brownschen Bewegung wissen wir, dass
diese fast sicher stetig ist. Wir werden nun zunéchst zeigen, dass dies aber nicht
bedeutet, dass sie ,sehr glatt“ wére. In der Tat werden wir das folgende zeigen:
Theorem 4.51 Die Pfade der Brownschen Bewegung

t— By

haben fast sicher unendliche Variation tiber jedem Zeitintervall.

Hierbei ist die Variation einer Funktion f auf einem Intervall [a, b] wie folgt definiert:

n—1

1= [ Fliag = sup{ D [f(tia) = f(t)] i n € Nya <) <o <o <) <}
=0

Der erste Schritt in diese Richtung ist das folgende grundlegende Lemma.
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Lemma 4.52 Sei 0 < t(()n) < t§"’ < - <t =T eine Familie von Partitionen des
Intervalls [0,T), die beliebig fein wird, sodass fir n — oo gilt

Jim e 75 - 71 =0.

Dann gilt
n—1
2 : 2 : 2 _
L _nh—I>I<>lo : 0<Bt§1)1 - Bt;n)> =T1T.
j:

Beweis: Wir schreiben AB; = B — B,m und At; = t§T1 — t§n) und schlieBSlich
™) :
0, = max; At;. Dann folgt ’ ’

|Socam - 7| = E([Z(ABJV _ Tﬂ
_ E(Z(ABi)Q(Aij) —2TE(Y(AB)?) + T

= Y E(AB)Y) + Y E(ABE((AB)) - 27 (Y Aty) + T2
j i#] J

= 3(AL)+ > (AL)(ALy) - T
J i#]

=2 (At;)

<26, At

= 25,7,

wobei wir die Tatsache ausgenutzt haben, dass das vierte Moment einer zentrierten
Gauss-Variable ¢ is durch
E (¢*) = 3Var(¢)?

gegeben ist. Nimmt man den Limes n — 0o, so erhdl man die Behauptung. ]

Manchmal schreiben wir das Ergebnis von Lemma 4.52 symbolisch als
(dB,)* = dt,

und sagen: ,,Die Brownsche Bewegung hat eine quadratische Variation, die linear
mit der Zeit wachst.” In diesem Sinne hat B; relativ grofle Fluktuationen auf einer
kleinen Skale, namlich

dB; ist von der Ordnung Vit > dt.

Tatséchlich ist diese Beobachtung dafiir verantwortlich, dass man bei der Integration
beziiglich der Brownschen Bewegung als Integrator nicht die iiblichen Rechenregeln
verwaenden kann und auf so etwas wie eine It /A “-Formel st68t. Genaueres lernt man
in einem Kurs iibre stochastische Analysis. Um Theorem 4.51 zu beweisen, brauchen
wir einen weiteren vorbereitenden Schritt, der fiir allgemeine Zufallsvariablen gilt.
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Lemma 4.53 Sei X1, X5, X3,... eine Folege recllwertiger Zufallsvariablen, sodass

lim E (| X,") =0

n—0o0

gilt. Dann gibt es eine Teilfolge (X, ), ,, die fast sicher gegen 0 konvergiert.

Beweis: Der Beweis ist eine nette Anwendung des Borel-Cantelli-Lemmas. Wéahle
eine Teilfolge, so dass

> E(X, 7)) < oo
k=1
Mithilfe der Chebyshev-Ungleichung folgern wir, dass fiir alle m € N

1
P [\Xnk\ > —] < mPE (X, )
m

gilt. Also erhalten wir fiir alle m € N
1
>op {|Xnk| > —} <00
- m

gilt. Also impliziert das Borel-Cantelli-Lemma fiir jedes m,
1
P {|Xnk| > — for finitely many k:] =1
m

Aufgrund der o-Additivitdt hat auch der Schnitt der Ereignisse {iber m die Wahr-
scheinlichkeit 1:

1
P |:vaN TrenVisk: | Xn,| < E} =1,

d.h., X,,, — 0 fast sicher, wenn k — oo. |

Wir sind nun in der Lage, zu zeigen, dass die Brownsche Bewegung von unendlicher
Variation ist. Beweis: Nach Lemma 4.52 und Lemma 4.53 gibt es eine wachsende
Folge (ny) dergestalt, dass fiir fast alle w € €,

n—1

2
lim (Bt(_nk>(w) — Bt(_nm(w)) =T.
k—oc0 < j+1 J

=

Wir wahlen ein w € 2 fir das dies wahr ist. Sei

En
tit1 t;

k

= max |AB;| := max

J 0<j<ng
Dann folgt aus der gleichméBigen Stetigkeit von ¢ — B;, dass limy_, €,, = 0. Damit
ergibt sich, dass

le—l le—l 1 1
AB;| > —|AB;|? ~ —T — k — oo.
JZ:;| il = Z e, |AB;| - oo as oo

j=0 k ng

120



O
Um auch die Nicht-Differenzierbarkeit der Brownschen Bewegung herzuleiten, erin-
nern wir uns an Satz 4.46. Dies impliziert natiirlich (mit ¢ = 1/a), dass fir ¢ > 0
mit (By)o<i<r auch (¢ - Byje2)o<i<r eine Brownsche Bewegung (auf [0,7'/¢?]) ist.

Nun beweisen wir

Theorem 4.54 Die Pfade der Brownschen Bewegung
t — B

sind fast sicher nirgends differenzierbar.

Beweis: Sei ka = MaXj—k k+1,k+2 |B — B]2;nl| Fiire >0 gllt

J_
271

P(Xou <€) = B(|By| <€) = P(By| < 27%)° < (2/+1c)’

wobei der zweite Schritt aus der obigen Skaleninvarianz der Brownschen Bewegung
folgt. Also erhalten wir fiir Y,, := ming<r.on X,

P(Y, <e) < T2"(2"/*H1e)?, (54)
Bezeichne mit
A:={w € Q:t— Bi(w) is differentiable somewhere}.

Sei w € A und t — By(w) differenzierbar in tq := to(w), and bezeichne D die diese
Ableitung. Dann gibt es ein § := §(w, t) sodass

[t —to| < 6= |By— By| < (|D|+ 1|t — s].
Nun wéhlen wir ng := ng(w, to) hinreichend grof, dass

1 )

o <5 M0 > (ID]| + 1) and ng > to.

Fiir n > ng wéhle k sodass 2% <ty < % Dann gilt

|t0—2‘7—n|<5 for j =k, k+1,k+2.

Also 1
n
Xok() < (D] + 15 < oo
und, da n >ty > k/2", auch Y, (w) < 55 Damit folgt
AC A, = {Y,(w) < 23”}
fiir alle hinreichend grofien n. Somit folgt auch

A Climinf A,,.
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Aber aus (54) folgt

D P(A4,) <> n2t(2* 27" < oo

wenn n — 00, sodass P(liminf A,)) = 0. Somit ist ¢ — B;(w) fast sicher nirgends
differenzierbar. O

Die Brownsche Bewegung ist also nicht differenzierbar. Eine natiirliche Frage ist,
ob es irgendetwas zwischen Differenzierbarkeit und Stetigkeit gibt, also, ob man
vielleicht sagen kann ”"wie sehr” die Brownsche Bewegung nicht differenzierbar ist.
Wir versuchen das im folgenden zu quantifizieren.

Zunichst einmal sei bemerkt, dass die Realisierungen der Brownschen Bewegung
als stetige Funktionen auf dem kompakten Intervall [0, 1] (oder jedem anderen kom-
pakten Intervall) gleichméfig stetig ist. Also gibt es eine zuféllige Funktion ¢ mit
limp, o p(h) = 0, die Stetigkeitsmodul der Funktion B : [0,1] — R heifit (omega-
weise) und fiir die gilt

B — B
limsup sup Bt + 1) Gl <1 (55)
ho - 0<t<l-h (h)

Natiirlich wird (55) fiir jedes w gleich von einer ganzen Funktionenschar erfiillt.
Troztzdem bleibt die Frage, ob wir die gleiche Schranke auch fiir eine nicht-zuféllige
Funktion erhalten kénnen. Dies wiirde uns erlauben, zu sagen, ,,wie stetig* fast alle
Brownschen Bewegungen sind. Der folgende Satz zeigt, dass das moglich ist.

Theorem 4.55 Fust sicher gilt

B(t+h)— B(t
limsup sup B+ h) (®) =1 (56)
hl0  0<t<l—h 2hlog(1/h)
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5 Extremwertverteilungen von iid-Beobachtungen

Rekorde sind ein Phénomen, das uns im téglichen Leben interessiert. Wir sind auf
der Suche nach dem hochsten Berg, dem ldngsten Fluss, dem heiflesten Tag. Bei
Sportveranstaltungen kiiren wir die schnellste Frau oder den Mann, der am héchsten
springt, einen Speer am weitesten wirft.

Rekorde sind aber auch von grofler Wichtigkeit fiir praktische Belange: In voran-
gegangenen Kapiteln und Vorlesungen iiber Wahrscheinlichkeitstheorie haben wir
gelernt, wie sich Summen von Zufallsvariablen verhalten. Dies hilft uns, etliche prak-
tische Problemstellungen 16sen zu kénnen. Will man aber zum Beispiel einen Deich
bauen, so interessiert einen die durchschnittliche Héhe einer Flut wenig. Ebenso ist
man am Extremalverhalten interessiert, wenn man die notwendige Sicherheitsreser-
ve einer Bank oder eines Versicherungsunternehmens festlegen maéchte. Auch hier
hilft es einem wenig zu wissen, wie hoch die durchschnittlichen Forderungen an eine
Versicherung sind — wir wollen wissen, wie grofl eine solche Forderung maximal sein
kann (und dies mit groBer Wahrscheinlichkeit). Nun sind Wasserstédnde ebenso einem
stochastischen Einfluss unterworfen wie die Forderungen an ein Versicherungsunter-
nehmen. Es bleibt uns wenig anderes iibrig als sie als stochastischen Prozess zu
modellieren. Wir wollen daher in der Folge das Extremwertverhalten von stochasti-
schen Prozessen untersuchen. Wir beginnen mit Folgen von iid Zufallsvariablen. Es
sei also (X1, Xo,...) eine Folge von iid Zufallsvariablen mit der Verteilungsfunktion
F. Da wir uns fiir die Extrema der (X;); interessieren, bezeichnen wir mit
M, := max X;

1<i<n
das Maximum der ersten n der X; und mit

my, ;= min X;
1<i<n

ihr Minimum. Es liegt nahe, dass wir — fragen wir nach einer Grenzwertverteilung
von M, —das M, skalieren miissen (auch im Zentralen Grenzwertsatz benotigen wir
ja z. B. eine Skalierung). Tatséchlich ist das Grenzwertverhalten ohne eine solche
Skala leicht festzustellen: Mit Hilfe des Borel-Cantelli-Lemmas sieht man leicht, dass
M, P-f.s. gegen den rechten Randpunkt der Verteilung, also gegen

TR = sgp{m :F(x) =1}

konvergiert. Wir fragen also, ob es Folgen (4,) und (B,) bzw. (a,) und (b,) gibt,
sowie Grenzverteilungen G bzw. H gibt, so dass

A, (M, — B,) 2 G

bzw.

gilt.

Die Frage ist natiirlich, wie wir iiberhaupt an die Verteilung der Extrema kommen.
Dazu dient das folgende Lemma.
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Lemma 5.1 Fiir allen € N und z € R gilt

FMi(z) = F"(z) wund
Fmr(z) = 1—(1—F(x))™.

Hierbei sind F™» und F™ die Verteilungsfunktionen von M, bzw. m,,.

Beweis: Es gilt

FMr(z) = P(max X; <)

1<i<n

= P({Xi<ah)

= HIP’(XZ« < )

= F"(z).

Hierbei haben wir die Unabhéngigkeit und die identische Verteilung der X; benutzt.
Analog folgt

Fm(z) = P(minX; < )
= LJHDL&>$D

= 1-][P(Xi > x)

= 1-(1- F@)"

Die eingangs gestellte Frage lasst sich also so umformulieren, dass wir Konstanten
A,, B, bzw. a,,b, und Verteilungsfunktionen G bzw. H, so dass

P{%+&)%m@

<1—F(%+bn)>n—> 1 — H(x).

Dies soll jeweils fiir alle Stetigkeitspunkte x der Funktionen G bzw. H gelten. Man
bezeichnet dies folgendermafien:

bzw.
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Definition 5.2 FEs seien F und G Verteilungsfunktionen.

a) F liegt im Max-Anziehungsbereich von G, falls es Konstanten A, > 0, B,, gibt,

so dass

e
fir alle x, in denen G stetig ist (Bezeichnung fir diese Menge: C(G)). Wir
schreiben:

F € D(G).

b) F liegt im Min-Anziehungsbereich von G, falls es Konstanten a, > 0 und b,

gibt mat
(1—F<£+bn>) —1-G(x)
an

Beispiel 5.3  a) (X,,) seien iid Ezp(\)-verteilt. Diese haben die Verteilungsfunk-
tion

fir alle x € C(G).

1-— e"\x, x>0
Fle) = { 0, <0
Man kann sich z. B. vorstellen, dass die X; die Zerfallsdauer von radioaktiven

Isotopen modellieren. Wir wdihlen A, = \ und B, = 10%”. Dann folgt fiir alle
reR:

A A
x logn
()

z logn
— (1 _ (efxflogn»n]l(o’oo) <X —+ i )
= (1- (e_z_logn»nﬂ[— log n,00) (z)

- -2

|
FAM—logn(y)y = M (£+ ogn)

(&

n )n]l[— log n,00) (:C)

— e ¢ = Ax),

n—oo
da —logn fiirn — oo gegen —oo konvergiert. Man priift leicht nach, dass A(-)
monoton ist und dass

. —e T . —e T
lim e® =0 und lime * =1
Tr—r—00 r—r00

gilt. Also ist A(+) eine Verteilungsfunktion mit C'(A) = R.

b) Die Variablen X1, Xs, ... seien nun iid normalverteilt, genauer X1 ~ N(0,1).
Wieder suchen wir A,, > 0 und B,,, so dass F”(Ain—l—Bn) einen nicht-entarteten
Limes hat. Nun ist

P[A,(M, — By) <z)=P [Mn < Aﬁ+Bn] - (cp (AiJan))n,

n n
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wobei ® die Verteilungsfunktion der N'(0,1)-Verteilung ist. Wenn wir

T, = + B,

L
Ay

setzen, schreiben wir daher

<<I> (Ain + Bn))n = (1—(1—®(z,)"™

Dies konvergiert, wenn
(1 () = 27 1 o /m)

und in diesem Falle ist der Limes

lim (1 — (1 — ®(x,))" = e 9@,

n—oo

Somit miissen wir die Folgen A, und B,, so finden, dass

L /OO eV 2y = @
V2T S, n
Nun lisst sich das Tail-Verhalten dieses Integrals recht gut abschétzen: Es ist
1 o 2 <1 Yy 2 1 2
— e V2 </ —— L eV Py = ——e /2,
V2T /xn v= zn V2T Ty Y V21,

Ahnlich zeigt man

1 R
— eV 2dy > —).
V2T /xn V= TV 2T 5’7%)

Somit geniigt es, x,, so zu wdhlen, dass

TpV 21T n

Setzen wir x,, ein, so erhalten wir

1
e—x%/2 _ g([L‘)

x —_B2 — x2 _ﬂz
s e .
n \/27T(Ain + By) \/27T(Ain + B,)

NI

Setzen wir x = 0, sehen wir, dass
e B2 |\/2m B, = g(0)/n

gilt. Wir setzen
B, = +v/2logn+ C,

und bekommen dann fir C,

e V2IBnCh=CR/2 — 0 (0)\/27(y/2log n + C).
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Wir normieren g, so dass g(0) = 1 gilt. Es ldsst sich dann zeigen, dass die
fiihrenden Terme fiir C,, von der Gestalt

_ loglogn + log(4r)
24/2logn

sind. Die hoheren Ordnungsterme tragen nichts mehr bei. Damit uns der Fak-
tor von x in (57) nicht abhaut, muss A, approzimativ so grofi wie B, sein.

Wir setzen daher
A, = +/2logn.

Setzt man dies in (57), so erhdlt man

C, =

) = e + ol

Mt unserer Eingangsiiberleqgung haben wir somit gezeigt, dass mit der Wahl

loglogn + log(4m)
B, = /21 -
e n 2¢/2logn

A, :=1+/2logn

und

fiir alle x € R gqult

lim P(A,(M, — B,) <z)=e¢*"

n—oo

Bemerkung 5.4 Wir werden den Sachverhalt aus Beispiel 5.3 b) spdter noch in
leicht modifizierter Form verwenden. Mit den gleichen Konstantenfolgen A, und B,
set

Dann gilt ‘
lim P[M, < u,(z)] ="

n—o0

Wir sehen hier, dass die Extreme einer Folge von Zufallsvariablen zwar wachsen,
aber relativ langsam, namlich wie y/logn. Fiir Gaufische Zufallsvariablen lésst sich
mit relativ guter Prézision behaupten, dass

M, ~ +/2logn

gilt. Dariiber hinaus haben wir gesehen, dass fiir zwei verschiedene Verteilungen, die
Exponential- und die Gaufiverteilung, die Extreme gegen die gleiche Limesverteilung
konvergieren. Die Verteilung mit der Verteilungsfunktion A(x) = e¢=¢ " heifit auch
die Gumbelverteilung. Es erhebt sich die Frage, ob dies die einzige Limesverteilung
unter geeigneten Voraussetzungen ist (dhnlich wie die Normalverteilung im Zentralen
Grenzwertsatz) oder ob noch andere Verteilungen auftreten konnen. Hierbei muss
man die gleichen Unterscheidungen wie beim Zentralen Grenzwertsatz treffen. Sind
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die X; iid mit E(X;) = g und 0 # E((X; — p)?) < +o0o, so besagt der Zentrale
Grenzwertsatz, dass

Z?lﬁ‘;’(ix_l :u) i> N(O, 1)7

C(Xi—p)+2 1
szl( ll) 2 l)N(Q,u, _)‘
vV 27’LVX1 2
Natiirlich wiirde niemand sage, dass dies verschiedene Limiten fiir die Summe der
X; sind. Eine entsprechende Untersuchung trifft die folgende Definition.

aber auch

Definition 5.5 Zwei Verteilungsfunktionen G und G heifien vom selben Typ, falls
Konstanten ¢ > 0 und d € R existieren mit

G(z) =G(cx +d) VazekR

Ist also F' € D(G), dann gilt auch F' € D(G).

Dariiber hinaus bemerken wir noch, dass wegen

M, = max(—X;) = — min X

1<i<n 1<i<n
und
m, = min (—X;) = — max X;
1<i<n 1<i<n

folgendes gilt:

e Gilt fiir A, > 0, B, € R und stetiges G, dass

P52 D,

so folgt
]P)An(mr_L'FBn) i} H
mit H(z) :=1—-G(—z) VzeR.
e Gilt fiir a, > 0, b, € R und stetiges H, dass
]P)a'n(mn_bn) L H,
so folgt

wobei G(z) :=1— H(—z) Va € R. Will man dies begriinden, so berechnet
man

IN

z)
n) < —x) — 1 —G(—x).

n—oo

P(An(m; + By) < 1) = P(—An(M, — By)
1—P(A, (M, — B
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Die zweite Tatsache beweist man analog. Wir kénnen uns also auf das Studium der
Maxima eines Prozesses konzentrieren (oder, wenn dies praktischer sein sollte, auf
die Minima).

Wir haben in Beispiel 5.3 schon die Gumbel-Verteilung A(x) = e¢ " als mogliche
Limesverteilung kennengelernt. Wir sollen in der Folge sehen, welche Verteilungen
noch mogliche Limes-Verteilungen sind. Denkt man an den CLT zuriick, so ist ein
wesentlicher Grund fiir das Auftreten der Normalverteilung dort, dass die Normal-
verteilung stabil ist unter Faltung, d. h. sind die X; ~ A(0, 1) und iid, so ist

—Z;:/%Xi ~ N(0,1).

Wir wollen sehen, ob Ahnliches fiir die Gumbelverteilung gilt:
Beispiel 5.6 Es gelte FXi = A(x) = e~ . Dann gilt fiir M, —logn, d. h. fiir
A,=1und B, =logn

FMnTlosn () = A™(z + logn)
= (e = (e )

= ¢ " =Alx) YVzeR, VneN.
A erhdlt man also auch als Verteilung des Maximums von richtig skalierten A-
verteilten iid Zufallsvariablen.
Wir nehmen dieses Beispiel zum Anlass fiir folgende Definition:
Definition 5.7 FEine nicht-entartete Verteilungsfunktion G heifit genau dann max-
stabil, wenn fiir geeignete Konstanten a,, > 0 und b,, € R gilt
G"(a,'z+b,) =G(z) VzeR VneN
FEine nicht-entartete Verteilung heifit max-stabil, wenn die zugehdrige Verteilungs-
funktion max-stabil ist.
Definition 5.8 o Die Verteilung mit der Verteilungsfunktion
Do) =™ "Lpeo)(2), >0,
heifit Fréchet- Verteilung.
o Die Verteilung mit der Verteilungsfunktion
Ya() = e ) (2) + Do) ()

(fiir o > 0) heifst Weibull-Verteilung.
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Beispiel 5.9 (i) Es sei FX» = &,. Fiir A, =n~Y* und B, = 0 gilt dann
Fn*l/aMn($) — FM"(:Enl/O‘) _ @Z(xnl/a)

— <€7(In1/a)—a) ]1(0700)(1’71/04)
= <€;In > ]1(0700)($)

—x

= e lp)(z)
= O,(z) VzeRVneN.
Also ist die Fréchet-Verteilung maz-stabil.
(i) Es sei FXn =), a > 0. Sei A, = n"* und B, = 0. Dann gilt:
Pa) = FM(an ) = g (e
= () B o)+ B o)
= (6_((_”%_1))” L(s0.0) (%) + Lo ,00) ()

= ¢ T N o 0)(@) + g 00 ()
= Yo(r) VreR, neN.

FMnn

Somit ist auch die Weibull-Verteilung max-stabil.

Wir wollen nun die moglichen Limesverteilungen fiir Maxima von iid Zufallsvariablen
charakterisieren. Fin erster Schritt in diese Richtung ist die Beschreibung der max-
stabilen Verteilungen. Wir beginnen mit dem folgenden Satz.

Satz 5.10 Eine nicht-entartete Verteilungsfunktion G ist genau dann maz-stabil,
wenn es Folgen (F,,) von Verteilungsfunktionen und (A,), (By,) von Konstanten mit
A, >0 gibt, so dass

Fo(Agiz + Buy) — GYM(x)

n—oo
fir alle x € C(G) und alle k € N gilt.

Fiir den Beweis dieses Satzes benotigen wir den Satz von Khintchin, der wiederum
einiger Vorbereitung bedarf.

Definition 5.11 Sei ¢ eine reellwertige, monoton nicht-fallende, rechtsseitig stetige
Funktion. Ferner set

inf(¢) = inf{p(z),z € dom(p)} und
sup(p) = sup{p(z),z € domep}.
Dann kann die Pseudo-Inverse o~ von ¢ durch
@~ : (inf(p), sup(p)) — dom(yp)
v~ (y) := inf{z € dom(p) : p(z) > y}

definiert werden. Dabei ist dom(yp) der Definitionsbereich von ¢ und dom(p) sein

Abschluss.

130



Wir sammeln ein paar wichtige Eigenschaften der Pseudo-Inversen.

Lemma 5.12 ¢~ sei die Pseudo-Inverse einer rechtsseitig stetigen, monoton nicht-
fallenden Funktion. Dann gilt:

(i) ¢~ ist monoton nicht-fallend und linksseitig stetig.
(i) Ist ¢ in @~ (y) stetig, so gilt p(¢~(y)) = y.
(111) Ist o~ in p(x) € dom(p ™) stetig, so gilt o~ (p(x)) = x.

(iv) Es gilt

* (¢ (y) >y Vyedom(p).
e v (p(x) <z Va:p()edom(p).
Beweis:

(iv) Die zweite Aussage folgt direkt aus der Definition von ¢~. Die erste Aussage
folgt mit Hilfe der rechtsseitigen Stetigkeit von ¢ aus der Definition von .

(i) Die Monotonie von ¢~ folgt direkt aus der Monotonie von ¢. Es bleibt die links-
seitige Stetigkeit von ¢~. Dazu sei (y,), monoton nicht-fallend aus dom(p™)
und es gelte

lim y, =y € dom(p™).
n—oo

Dann konvergiert auch die Folge (¢~ (y,))n, da sie monoton nicht-fallend und
durch ¢~ (y) beschriankt ist. Der Grenzwert heifle z. Zu zeigen ist, dass

z:= lim ¢ (y,) = ¢~ (y)

n—oo

gilt. Zunéchst ist
z2< ¢ (y), da ¢ (yn) <9 (y)

fir alle n € N gilt. Angenommen, dass z < ¢ (y) gilt. Dann gélte nach
Definition bzw. mit Hilfe von (iv)

p(z) <y und ©(@ (yn)) > yn VneN

Daraus wiirde dann

lim inf o(0™ (yn)) >y > ¢(2)

n—oo

folgen, im Widerspruch zur Monotonie von ¢, da (¢~ (y,)) monoton nicht-
fallend ist. Also gilt z = ¢~ (y,) und ¢~ ist linksseitig stetig.
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(i)

(i)

Sei y € dom(¢~) und ¢~ (y) ein Stetigkeitspunkt von ¢. (X,), sei monoton
nicht-fallend mit

Xp<¢ (y) YneN und lim z,=¢ (y).

n—oo

Dann gilt nach Definition ¢(z,) <y Vn € N und es folgt mit (iv)

lim ¢(z,) <y < (e (y) = ¢(lim z,) = lim p(z,),

n—oo n—oo n—oo

wobei die letzte Gleichheit gilt, da ¢~ (y) ein Stetigkeitspunkt von ¢ ist. Damit
folgt

(e~ (y) =v.

Dies geht analog zu (ii). ¢ () sei ein Stetigkeitspunkt von ¢~ und (y,,) monoton
nicht-wachsend mit

Yo > () YneN und lim y, = p(z).

n—oo

Dann gilt nach Definition ¢~ (y,,) > « fiir alle n € N, und es folgt

lim o™ (y) 2 @ 2 ¢~ (p(x)) = ¢~ (limy,) = lim ¢~ (y,),

n—o0

wobei die letzte Gleichung wieder wegen der Stetigkeit von ¢~ in ¢(x) gilt.
Also folgt

v (p(2) ==

Seinen Zweck erfiillt dieses Lemma durch Anwendung auf die Verteilungsfunktion
von Zufallsgréflen. Das folgende Lemma haben wir schon beim Kolmogorov-Smirnov-
Test kennengelernt.

Lemma 5.13 (i) Sei X eine Zufallsvariable mit stetiger Verteilungsfunktion F.

Dann gilt
F(X)~R(0,1)

(dabei ist R(a,b) die Rechteck-Verteilung auf dem Intervall [a,b]).

(i1) Sei F' eine Verteilungsfunktion und U ~ R(0,1). Dann gilt

F~(U) ~F.

Beweis:
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(i) Da F' stetig ist, ist F'(X) messbar und daher eine Zufallsvariable. Aulerdem
ist F'~ auf (0,1) definiert, da F' eine Verteilungsfunktion ist. Somit sind die
Mengen

A, ={yeR: F(y) <z} und
B, ={yeR:y<F (2)}

fiir 0 < x < 1 wohldefiniert. Zunéchst zeigen wir
A, =B, YzeC(F). (58)

“C":Esseixe C(F)und y € A,.
1. Fall: F(y) = z. Dann gilt mit Lemma 5.12 (iii)

Fo(x) = F7(F(y)) = v,
also y € B,.

2. Fall: F(y) < x. Angenommen, es gilte y > F~(z). Dann folgt mit der
schwachen Monotonie von F' und Lemma 5.12 (iv)

Fly) =2 F(F(z)) 2 x
im Widerspruch zu F(y) < x. Also gilt

y< F (z), also yé€ B,.

“OD":Essei0 <z <lundyé€ B, d h.y<F~(z). Mit der Monotonie und
der Stetigkeit von F' folgt daraus

also y € A,.

Somit ist (58) gezeigt. Da F'~ monoton nicht-fallend ist, ist die Menge der
Unstetigkeitsstellen von F'~ und somit auch die Menge

M, ={ze(0,1): A, # B,}
héchstens abzdhlbar. Fiir alle € (0,1)\ M. gilt aber:

{we: F(X(w)) <z} = {weQ: X(w)e A}
= {we: X(w)e B,}
= {weQ: X(w) < F (x)}.

D. h. fiir alle x € (0,1)\ M, gilt
P(F(X) < ) = P(X < F~(x)) = F(F~(2)) = =

wobei die letzte Gleichheit aus der Stetigkeit von F' folgt. Mit der Stetigkeit von
F folgt die Aussage aber schon fiir alle z € R, da die héchstens abzéahlbar vielen
Unstetigkeitsstellen von F'~ isoliert liegen miissen. Also gilt F'(X) ~ R(0,1).
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(ii) Mit Lemma 5.12 (iv) und der Monotonie von F und F~ gilt fiir alle 0 <
F(x) <1

{weD: FUw) <z} C{weN:U(w) < F(F (Uw)) < F(x)}
und

{weN:U(w) < F(z)} C{we: F(Uw)) <F (F(z)) <z}

Daraus folgt
P(F(U) < z) =P(U < F(z)) = F(x)

fir alle 0 < F(z) < 1, wobei die letzte Gleichheit gilt, da U R(0, 1)-verteilt
ist. Also besitzt F'~(U) die Verteilungsfunktion F'.

Des weiteren wird es wichtig sein, den Zusammenhang zwischen Verteilungsfunktio-
nen und Zufallsvariablen herzustellen. Dies leistet der Satz von Skohorod.

Satz 5.14 (Ubertragungssatz von Skohorod)
Es sei (F,), eine Folge von Verteilungsfunktionen und G eine Verteilungsfunktion,
so dass

F.(x) — G(z) Yze Q).

n—oo

Dann existieren Zufallsvariablen (X,), und Y, so dass X,, die Verteilungsfunktion
F,, hat fiir jedes n und Y die Verteilungsfunktion G besitzt und

X, — Y Pfs.

n—oo

qgilt.

Beweis: Es sei U R(0,1)-verteilt. Es wird nun gezeigt, dass die durch X, =
F-(U) und Y = G~ (U) definierten Zufallsvariablen den gewiinschten Bedingun-
gen geniigen. Aus Lemma 5.13 folgt, dass Fj, fiir jedes n die Verteilungsfunktion von
X, ist und Y die Verteilungsfunktion G besitzt. Es bleibt die behauptete fast-sichere
Konvergenz zu zeigen, also

P(lim X, =Y) = 1.

Nun ist aber
P(lim X, =Y) = P(lim F, (U)=G (U))
n—oo n—oo
= PY(lim F, (z) = G (z)).

Da U auf (0,1) gleichverteilt ist und somit vom Lebesguemafl dominiert wird und
jede hochstens abzahlbare Menge eine M\-Nullmenge ist, geniigt es zu zeigen:

F (r) — G (x) fiir N-fast alle = € (0,1).

n
n—oo
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Es sei daher zy € (0,1) N C(G~) und € > 0. Da G hochstens abzéhlbar viele Uns-
tetigkeitsstellen besitzt, liegt C(G) dicht in dom(G). Daher existieren y, z € C(G)
mit

y<G (x9) <z und z—-y<e. (59)

Wir zeigen nun

G(y) < o < G(2). (60)

Angenommen, es gelte G(y) > x¢, dann folgt aus Lemma 5.12 (iv) und der Mono-
tonie von G~

y =G (Gy)) =2 G (o)

im Widerspruch zu y < G~ (zo). Umgekehrt folgt aus G~ (x¢) < z mit Lemma 5.12
(iv) und der Monotonie von G

o < G(G™ (10)) < G(2).
Angenommen, es gelte o = G(z). Dann wére aber fiir alle § > 0 mit xo+4d < sup(G)
G (xg+9) =inf{u: G(u) >z + 0} > 2.

Da voraussetzungsgemifl G~ (zg) < z gilt, wire das ein Widerspruch zur Stetigkeit
von G~ in zy. Damit ist (60) gezeigt. Da

Fo(z) =% G(z) YzeCG)
gilt und wegen G(y) < 2o < G(z) und y, z € C(G) existiert ein u(e) € N mit
Fo.ly) <xzo < Fo(z) ¥ n>ue).

Daraus folgt
y < F (x) <z Vn>u(e),

denn mit der Monotonie von F,” und Lemma 5.12 (iv) gilt
Fy (s0) < i (Faf2)) < 2.

Fiir die andere Ungleichung fithrt man die Annahme y > F, (zo) zum Widerspruch.
Denn aus dieser Annahme wiirde mit der Monotonie von F,, und Lemma 5.12 (iv)

Fuly) = Fu(F, (20)) = o
folgen. Es gilt somit
y< F (zg) und G (z9) <z Vn>n(e).
Mit (59) ergibt sich daher
|F (20) — G (x0)| <z—y<e Vn>u..

Da G~ hochstens abzahlbar viele Unstetigkeitsstellen besitzt, folgt die Behauptung.
O

Eine direkte Konsequenz ist
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Lemma 5.15 FEs sei (F),), eine Folge von Verteilungsfunktionen und G eine Ver-
teilungsfunktion, so dass

F.(x) = G(z) VzeC(G).
(an)n und (B,) seien Folgen reeller Zahlen mit o, >0 Vn,
a, >a>0 und B, — 0 €R.

Dann gilt
Fo(anx + Bn) — G(ax + ()

fir alle ax + 5 € C(G).

Beweis: Es seien U ~ R(0,1), Y := G~ (U) und X,, := F, (U) fir jedes n €

n

N. Wieder haben die X, die Verteilungsfunktion F,, fiir jedes n und Y hat die
Verteilungsfunktion G. Mit Satz 5.14 folgt

X, > Y Pfs,

daher auch

Xy —Bn Y —
B Y8
Qy, «

Da fast-sichere Konvergenz Verteilungskonvergenz impliziert, gilt auch

P(—Xn_ﬁn§x>—>]?<y_ﬂ§x>
ap, a

fur alle ax + 8 € C(G), d. h.

Fo(anz + ) — G(ax + B)

fur alle ax + € C(G). O

Damit kann man ein wichtiges Hilfsmittel zeigen, das auch eigensténdige Bedeutung
besitzt.

Satz 5.16 (Khinchin)

Es sei G eine nicht-entartete Verteilungsfunktion und (F,), eine Folge von Vertei-
lungsfunktionen. Es seien (a,,) und (B,) Folgen reeller Zahlen mit oy, > 0 und es
gelte

F.(apz+ 6,) — G(z) VzxeC(G).

n—oo

Dann gilt die folgende Aquivalenz: }
Fiir Folgen reeller Zahlen (&) und (B,) mit &, > 0 fir alle n und eine geeignete

nicht-entartete Verteilungsfunktion G gilt genau dann

E(anz + B,) — G(z) YVazel@),

n—oo
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wenn Konstanten a > 0 und B € R existieren mat

on — a  und —ﬁn_ﬁn — f
ay N—00 (67 n—00
In diesem Fall gilt 3
G(z) = Glaz + B),

d. h. G und G sind vom selben Typ.

Neben seiner technischen Bedeutung beantwortet dieser Satz auch die Frage nach
der Eindeutigkeit der Grenzverteilung normierter Maxima. Existiert fiir geeignet
normierte Maxima A, (M, — B,,) von iid Zufallsvariablen eine nicht-entartete Grenz-
verteilung, so ist diese bis auf Typ-Gleichheit auch eindeutig bestimmt. Dariiber
hinaus charakterisiert dieser Satz sdmtliche Konstantenfolgen A, > 0 und B,,
fir die F™"(A,x + B,) gegen eine nicht-entartete Verteilungsfunktion konvergiert
in Abhéngigkeit von einem schon gefundenen Paar («,), a,, > 0 und (5,).

Beweis: Wir setzen

& 3 _
of == und Br = B = P
(07% (07%

und Fi(z) = F(apz+ fn) YaeR,

“<": Es gebe also Konstanten o > 0 und 8 mit o) — a und g} — f fiir n — oo.
Wegen a,, &, >0 Vn, gilt auch ) >0 Vn € N. Nach Voraussetzung gilt

Fr(z) = G(x) VzelG).
Damit sind die Voraussetzungen von Lemma 5.15 erfiillt. Nach diesem ergibt sich:

lim F,(Gnx + f,) = lim F(apz + ;) = Glaz + §) = G(z) ¥ax+ B € C(G).

n—0o0

Somit gilt die Konvergenz auch fiir alle x € C(G).

“=": Es gelte
Fr(x) — G(z) VzeC(G)
und . )
Fajx+8r) — G(xr) Ve l(G) (61)

fiir eine nicht-entartete Verteilungsfunktion G.

Wir zeigen zuniichst: (o) und (%) sind beschriinkt: Da G eine nicht entartete
Verteilungsfunktion ist, gibt es z,y € C’(é) mit x # y und 0 < G’(:U),G'(g) < 1.
(Zunéchst ist nur die Existenz eines solchen z klar, aufgrund der rechtsseitigen
Stetigkeit gibt es aber ein weiteres y mit derselben Eigenschaft.) Dann folgt aber
die Beschrénktheit von (ajz + 3;), und (ajy + 3;), da sonst mit (61)

Frlarx+6) — C?(x) € (0,1) und

Fioqy +55) — Gly) € (0,1)
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nicht gelten kénnte. Dann ist aber auch die Folge

(apz + B, — (apy + 5,)) = (an(z —y))

beschrankt. Dann ist auch die Folge (o) beschriankt. Dann aber auch (f}), da
(axx + B) beschrinkt ist.

Nach dem Satz von Bolzano-Weierstrass gibt es also Teilfolgen (au,,); und (8,,); von
(cn)n bzw. (B,), und Konstanten o« > 0 und 8 € R mit

a, — a und B — (.
7 j—o0

i Jj—00
Mit (61) folgt daher

Ff (o z+ ) — G(z) Vel
7 77 j—ooo

J

Daher kann nicht o = 0 gelten, denn sonst wiire G entartet oder konstant. Somit
gilt a > 0.

Es bleibt zu zeigen: o — « und 8% — f. Dazu seien o > 0 und ' € R weitere
Konstanten und (o, ) und (8;, ) weitere Teilfolgen von (o) und () mit

oy, — o und g, — f.
k—o0

™ koo
Wir wollen zeigen: a = o/ und § = f’. Aus Lemma 5.15 folgt
Glaz + 3) = G(z) = Gz + 3') YVzeCi).

Nun gilt diese Gleichheit aber schon fiir alle x € R, denn da C(G) dicht in R liegt,

existiert fiir jedes x aus dem Unstetigkeitsbereich von G' eine Folge (z,), aus C(G)
mit x, | x. Mit der rechtsseitigen Stetigkeit von G und G folgt die Behauptung.

Da G nicht entartet ist, existieren z; < o mit
0< Y = G(l’l) < Y2 = G(JZ'Q) < 1.

Es werde zunéchst yo < 1 angenommen. Dann gilt fiir ¢ € {1, 2}

G (y;)) = inf{w: é(w) >y} =inf{w: Glaw + B) > y;}
= inf {é(w —p): G(w) > yi}
= (G- P
und
G~ (y;) = inf{fw:G(w) >y} =inf{w: G(dw+ ) >y}
— inf {é(w _ 8 Glw) > y}
= (G - )
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Also folgt

G (y) =

G (y2) =

(G (1) = B) =
(G (y2) — B) =

(G () — B (62)
(G (y2) = 5.

QIR
Q\l»—lQ\lb—

Durch Subtraktion folgt

(O )~ G () = (G ) — G (o).

Ist der Klammerausdruck verschieden von null, so folgt @ = ¢/ und dann wegen (62)
auch f = (. Dies ist aber der Fall, da G~ (y1) < G~ (y2) gilt. Denn zunéchst folgt
mithilfe von Lemma 5.12 (iv) aus y; = G(x1)

G~ (1) =G (G(z1)) < x

und dann folgt mithilfe der Monotonie von G und der Definition von G~ aus G(x;) =

Y1 < Y2
G (y2) > 21 > G (1).

Somit ist in diesem Fall o/ = o« und f’ = 5. Nun sei yo = 1. Wegen G(x3) = ys ist
{z:G(z) > 1} #0.

Also kann die Pseudo-Inverse auf (0, 1] definiert werden und somit gilt auch in diesem
Fall analog o = o und 8’ = . Damit galt aber schon

a, - a und [ — p.

Dies zeigt den Satz. O
Unter Ausnutzung des Satzes von Khinchin lésst sich nun auch Satz 5.10 zeigen.

Beweis von Satz 5.10: “=": (G sei max-stabil. Dann existieren nach Definition
der max-Stabilitét fiir F,, := G", n € N, Folgen reeller Zahlen (a,), und (b,) mit
a, > 0 und

Fp(np® + bpi) = G™ (appz + bop))V* = (G(x))V*

fiir alle £ € N, fiir alle x € R und fiir alle n € N. Somit gilt insbesondere

Fo(appx + b)) — Gl/k(x)
n—oo

fir alle x € C(G), fur alle k € N,

“<”: Mit G ist auch G'/* fiir alle k eine nicht-entartete Verteilungsfunktion. Nach
Voraussetzung gilt
Ep(ankx 4 bp) — GV (x)

n—oo
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fir alle k € N, fiir 2 € C(G). Es sei nun k£ € N und
Qp i= Qs Bn = bnk; é = Gl/k
Damit ergibt sich aus den Voraussetzungen

bz + B,) = G(x) YaelG) =C(G)
F.(ap,z+b,) = G(z) Voe C(G),

wobei die zweite Zeile aus k = 1 folgt. Damit sind die Voraussetzungen des Satzes
von Khinchin erfiillt. Daher folgt fiir geeignete Konstanten oy > 0 und 5, € R

G(x) = GY*(x) = Glagz + Br)
fiir alle x € R. D. h. fiir alle x € R und n € N gilt
G(z) = G"(anx + Bn).

Also ist G max-stabil. O

Wir kiimmern uns nun darum, die nicht-entarteten Extremwertverteilungen genauer
zu beschreiben. Der folgende Satz zeigt, dass wir mit der Gumbel-, der Fréchet-
und der Weibull-Verteilung schon alle méglichen Typen von Extremwertverteilungen
kennengelernt haben.

Satz 5.17 (Fisher-Tippett-Theorem)
Fine nicht-entartete Verteilung G ist genau dann eine Extremwertverteilung, wenn
G zum Typ der Weibull-, Gumbel- oder Fréchet-Verteilung gehort.

Dieser Satz wird in zwei groflen Schritten gezeigt. Zunéchst leitet man her, dass
die nicht-entarteten Verteilungen gerade die max-stabilen Verteilungen sind, dann
beweist man, dass diese gerade mit den im Satz erwidhnten Verteilungen iiberein-
stimmen.

Wir beginnen mit dem ersten Schritt.

Satz 5.18 Fliir eine nicht-entartete Verteilungsfunktion G sind die folgenden Aus-
sagen dquivalent:

(i) D(G) # 0.

(i1) G ist maz-stabil.

Beweis: (ii) = (i): ist offensichtlich, denn wir wissen definitionsgemif}, dass stets
G € D(G) gilt, wenn G eine max-stabile Verteilung ist.
(i) = (ii): Es sei ' € D(G), also gelte

F'(apx +b,) — G(z) VzeC(G)

n—o0
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fiir geeignete Folgen (a,), a, > 0 fiir alle n und (b,),b € R. Dann gilt aber schon

F™ (ax +by) — G(z) Yz e CG) YkeN

und somit
F™ (a2 + bui) — GY¥(z) VYreC(G) VEkeN.
Mit Satz 5.10 folgt, dass G max-stabil ist. O

Dies ist der erste und einfachere Teil des Satzes. Alle uns bekannten Extremwert-
verteilungen sind also zwingend max-stabil. Wir zeigen nun, dass die bekannten
Extremwertverteilungen auch die einzigen sind. Wir beginnen mit

Lemma 5.19 Sei G eine maz-stabile, nicht-entartete Verteilungsfunktion. Dann
existieren messbare Funktionen
a:RT — R
b: Rt - R
mit  G°(a(s)x+b(s)) =G(z) VzeR, Vs>0.

Beweis: Sei G max-stabil. Bezeichne mit [ | die obere Gauf-Klammer. Dann gilt
mit der Definition der Max-Stabilitét

G[n‘ﬂ (a[ns]x + b(m:]) = G(l’)

fiir alle x € R, fiir alle s > 0 und fiir alle n € N. Da

1
L, Z ¥s>0
[ns] n—oo s

konvergiert, ergibt sich

n

Gn(a["‘ﬂx + b(”«ﬂ) = (GMS] (a!—ns]x + bfnsl)) msl = G

(z) = GY*(z)

n
[ns]
fiir alle x € R und alle s > 0. Wahlen wir insbesondere s = 1, so ergibt sich

G"(apz +b,) — G(zr) VzeR.

n—o0

Wiéhlen wir in den letzten beiden Konvergenzen
U 7= Ay By 1= by, Gy 1= Alns] und Bn = b[ns'\u

so sind die Voraussetzungen des Satzes von Khinchin erfiillt. Somit existieren fiir
jedes s > 0 geeignete a(s) > 0 und b(s) € R mit

ns b ns| — bn
Ansl a(s) und L BN b(s).

a, mn—00 an, n—00
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Dies ergibt Funktionen

a:RT — RT
s — lim Ansl
n—oo an
und b: R — R
s — lim b[ﬂ
n—00

Diese sind als Grenzwerte messbarer Funktionen messbar und besitzen die Eigen-
schaft
GY*(z) = G(a(s)z +b(s)) Yz RV s>0.

Nun wenden wir uns dem angekiindigten letzten Schritt zu:

Satz 5.20 Fiir eine nicht-entartete Verteilungsfunktion G gilt die folgende Aquiva-
lenz:

(1) G ist maz-stabil.

(i1) G gehort zum Typ der Gumbel-, Fréchet- oder Weibullverteilunyg.

Beweis: Der Beweis ist aufwindig. Wir beginnen mit

(ii) = (i) (dem einfachen Teil): Wir haben bereits nachgerechnet, dass die Gumbel-,
Weibull- und Fréchet-Verteilungen max-stabil sind (siehe Beispiel 5.6 und 5.9).

(i) = (ii): Die Idee in diesem Beweisschritt besteht darin, die Funktionalgleichung
aus Lemma 5.19 zu verwenden und zu zeigen, dass deren einzige Losung Verteilungs-
funktionen der gewiinschten Typen sind. Wir betrachten die Funktion

v:T — R
x = Y(x):=—log(—log G(x)),
wobei
T'={zreR:0<G(x) <1}
ist.

Behauptung: ¢ besitzt eine Pseudo-Inverse )~ auf R.

Beweis: Da G als Verteilungsfunktion monoton nicht-fallend ist und log(-) strikt
monoton steigt, ist ¢y monoton nicht-fallend. Auflerdem ist ¢ rechtsseitig stetig.
Somit bleibt noch

12%1&(95) = —00 (63)
und

sup ¥(x) = +00 (64)

z€T
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nachzuweisen. (63) ist gezeigt, wenn wir zeigen konnen, dass 7" kein kleinstes Element
enthélt, das unter G Masse hat, denn dann gilt

inf G(z) =0 und somit
€T
)= o

Angenommen, es gibt ein x; € R mit

G(zr) >0 und lim G(z) =0. (65)

ztxy,
Aus der Max-Stabilitdt von G folgt
G*(ar +b)=G(r) VzeR

fiir geeignetes @ > 0 und b € R. Gibt es nun ein x, das (65) erfiillt, so gilt:

(i) fiir azp +b<wp:0=G?*(azxp +b) = G(zy) >0,

xrr,—b

(i) fur axp +b > xp: Wegen x>

0< G¥ar) = G’Z(a—xLa_ b )= G(“a_ b

(iii) fir axp + b=z
G*(xp) = G*(axy +b) = G(xg) > 0.
In jedem dieser Fille ergibt sich ein Widerspruch. Dieser ist in (i) und (ii) evident.

In (iii) ergébe sich sofort, dass G(z) = 1 ist und somit, dass G entartet ist. Also
ist (65) zum Widerspruch gefithrt und es gilt (63).

Analog zeigt man, dass T kein grofites Element enthélt, das unter G Masse tréigt,

denn dann gilt

supG(z) =1, also supy(z) = +o0.
zeT zeT

Angenommen, es gibe ein Element xz mit

G(zr)=1 und lim G(z) < 1.

xR

Dann folgte wie oben

(i) fir argp +b <z : 1> G*(axg +b) = G(zg) =1,
(ii) fir azg+b >z 1= G*(zg) = G* (a2t +b) = G(222) < 1,
(iii) fir axg + b= xR : Mgy, G*(x) = limgy,, G*(az + b) = limgy,, G.
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Wie oben erhalten wir einen Widerspruch, womit auch (64) gezeigt ist. Daher ist
gezeigt, dass ¢ eine Pseudo-Inverse ¢/~ auf R besitzt.

Da G eine nicht-entartete max-stabile Verteilung ist, konnen wir Lemma 5.19 anwen-
den. Dies liefert die Existenz messbarer Funktionen a : Rt — Rt und b : Rt — R
mit

Ge(a(s)r+b(s)) =G(x) YrzxeR, Vs>0.

Daraus ergibt sich

P(r) = —log(—logG(x)) = —log(—1log(G*(a(s)z + b(s))))
= —log(—log(G(a(s)x + b(s))) - 5) (66)
= Y(a(s)r + b(s)) —logs

fiir alle x € R und s > 0. Damit ergibt sich fiir ¢):

(y) = inf{z:d(r) >y}
= inf{z : ¢¥(a(s)z +b(s)) —logs > y} (67)
i —x—b(s) cY(w og(s
mf{ ) L () =y + log( )}
¥~ (y + log(s)) — b(s)
a(s)

fir alle y € R und fur alle s > 0, wobei die zweite Gleichung aus (66) folgt. Setzen
wir y = 0, so ergibt sich

(4
(4

¥~ (log(s)) — b(s)
a(s)

Wir subtrahieren (68) von (67) und erhalten:
¥ (y +log(s)) — v~ (logs) = a(s) (¢~ (y) — ¥ (0))

fiir alle y € R und s > 0. Setzen wir

¥ (0) = Vs> 0. (68)

z:=logs, a(z):=ale’), g(y) =9 (y) — ¢ (0).
Damit erhalten wir
gy +2)—g(z) =g(y)a(z) Vy,zeR (69)

Wir bestimmen nun die Losungen von (69). Hierfiir nehmen wir zunéchst an, a(z)
wére identisch gleich 1. Dann ist

gy+2)=gy)+9(z) VyzeR (70)

zu losen. Die Losung dieser Funktionalgleichung ist eindeutig (bis auf Konstanten),
d. h., setzen wir

c=yg(1),



so ist die einzige Losung dieser Funktionalgleichung die lineare Funktion

9(y) = cy.

Aus der Monotonie von ¢~ folgt nun

g9(1) =¢~(1) =¢7(0) = 0.

Dann muss aber schon g(1) > 0 gelten, denn sonst wére g = 0 und somit ¢~ konstant

und G entartet im Widerspruch zu den Voraussetzungen. Daher kénnen wir « := %

definieren und es folgt
g(y) = Y mit a >0
o)

Mit g ist dann aber ¢~ stetig. Setzen wir

5 = —a¢_(0)>

so erhalten wir

—~

z)) = g((z)) + ¢ (0)

= +97(0
@

= ¢x)—é VeeT
a a ’

~—

Hierbei haben wir fiir die erste Gleichheit die Stetigkeit von ¢~ ausgenutzt, wihrend
die zweite Gleichheit aus der Definition von g folgt. Damit ergibt sich

YE)=arx+p VreT,

also insbesondere

Gz)=e*"" VzeR
Also ist G vom Typ der Gumbel-Verteilung.

Nun betrachten wir den Fall, dass a(z) # 1 gilt. Es gibt also mindestens ein z; € R
mit a(zp) # 1. Aus (69) folgt durch Vertauschen von y und z:

9y +2) —g(y) = g(z)aly) Vy,z €R. (71)
Subtrahieren wir (71) von (69), so ergibt sich
—9(2) +9(y) = 9(w)a(z) — g(2)aly) Vy,z€R,

also
g(z)(—a(y) +1) = g(y)(—a(z) +1) Vy,z€eR

Insbesondere ergibt sich fiir z = 25 und d :=

gly) = 9

=T st =d-(1-dy) YyeR (72)



Dabei ist d # 0, denn sonst wire wieder g = 0 und G entartet. Damit folgt aus (71)
dl—aly+2z2))—d(l—a(z) =d(1—a(y))a(z) YVy,zeR.
Dividieren wir durch d, so erhalten wir
aly +z) =aly) -a(z) Vy,z

Diese Gleichung aber lisst sich auf bekannte Weise losen: Da a(y) = a(e?) > 0 ist,
diirfen wir beide Seiten logarithmieren und erhalten

log(a(y + z)) = log(a(y)) + log(a(z))

fiir alle y, z € R. Die einzige Losung dieser Gleichung ist
log(a(y)) =cy VyeR
mit ¢ = loga(l) =loga(e). Also gilt
a(y) =e” VyeR

Nun ist aber ¢ # 0, denn sonst wére a = 1 im Widerspruch zur Voraussetzung. Mit
v = % erhalten wir also, dass die einzigen Losungen von der Form

aly) =eV? VyeR. (73)
Dabei ist auch v # 0. Setzen wir 5 := 1~ (0), so ergibt sich

() =g(y) + v (0) =d(1—a(y)) + B =d(1 —e") + (74)

fiir alle y € R. Hierbei folgt die Giiltigkeit der zweiten Gleichung aus (72) und die
der dritten Gleichung aus (5.17). Wegen der Monotonie von 1~ muss % < 0 gelten,
denn fiir z > y ist wegen dieser Monotonie

v (z) =¥ (y) 20,
woraus wegen (74)

d(ey/V — 62/7) > ()
folgt. Fiir d > 0 muss also % > f, also v < 0, gelten. Analog folgt aus d < 0, dass
v > 0 gilt. Nun gilt aber

vo= YT (U(@) =B+ d(1 - )

— 44 (1 exp (— log(— 13g(G(x)))))

= [f+4d(1—(—log G(m))’l/”’) Vrel.

Hierbei folgt die erste Identitdt aus (74), da dann ¢~ wieder stetig ist und die dritte
Gleichheit ergibt sich direkt aus der Definition von 1. Losen wir obige Gleichung

nach G(x), so folgt
G(z) = exp (— (1 7 ; /@)"Y> VeeTl. (75)




Sei zunéchst v > 0. Mit

1 .
d::—a>0 und b:=1-+

ergibt sich R
G(z) =exp(—(ax +b)77) V2 mit 0<G(z) <1,

also fiir alle z mit az + b > 0. Damit gilt
G(z) = exp(—(az + 5)—7)]1(0700)(5& +b) = . (az + b).

Also ist G vom Fréchet-Typ.

Nun gelte v < 0 und es sei o := —y > 0. Dann folgt mit
1 .
d::c_i und b::—l—g
aus (75)

G(z) = exp(—(—(az +b))*) Vz mit 0< G(z) <1,
also alle z mit ax + b < 0. Damit gilt
G(z) = exp(—(—(az + b)) g0y (@ 4 b) + g 00y (@ + b) = 1ha (@ + b).

Also ist G vom Typ der Weibull-Verteilung mit Parameter —v. Damit folgt (ii). O

Damit sind wir auch in der Lage, das Fisher-Tippett-Theorem endgiiltig zu beweisen.

Beweis von Satz 5.17: G sei eine nicht-entartete Verteilungsfunktion. Dann ist der
Anziehungsbereich von G nach Satz 5.18 genau dann nicht-leer, wenn G max-stabil
ist. Das ist nach Satz 5.20 genau dann der Fall, wenn G vom Typ der Gumbel-,
Fréchet- oder Weibull-Verteilung ist. O

Wir haben somit die Klasse der nicht-entarteten Extremwertverteilungen vollsténdig
beschrieben. Insbesondere sehen wir, dass alle in Frage kommenden Verteilungen
stetig sind. Durch den bekannten Rechentrick

max = — min —
lassen sich so auch die Verteilungen der Minima von iid Folgen beschreiben.

Es bleibt noch die Frage zu untersuchen, ob jede Verteilungsfunktion im Anziehungs-
bereich einer der drei Extremwertverteilungen liegt. Diese ist zu verneinen, wie das
folgende Beispiel zeigt.

Beispiel 5.21 FEs sei F' eine Verteilungsfunktion mait
zp:=sup{r e R: F(z) < 1} <
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und es gebe ein p < 1 mit
lim F(z) = p.

TR
Dann liegt F nicht im Anziehungsbereich einer nicht-entarteten Extremwertver-
teilung, denn angenommen, G sei eine nicht-entartete Extremwertverteilung und
F € D(G). Dann gdibe es Folgen (ay), und (by,), mit a, > 0 fir alle n € N und

F'(apz +b,) — G(z) VzeR,

denn nach dem Fisher-Tippett-Theorem gilt fiir jede nicht-entartete Extremwertver-
teilung G C(G) = R. Da aus der rechisseitigen Stetigkeit F(xgr) = 1 folgt, gdlte fiir
allen € N

=1 firz>e=tn

an

F*"(a,x + by) X
< pt firs < e

Daraus wiirde aber wegen F' € D(G) fiir alle x € R

zp=bn oo)($) = G(l")

)
an

F'(a,x+b,) — 1
n—oo

limp— oo

folgen. Damit wire G aber entartet in Widerspruch zur Voraussetzung.

Aus dem letzten Beispiel sehen wir, dass jedes F' mit endlichem rechten Endpunkt
und positiver Masse in diesem nicht im Anziehungsbereich einer nicht-entarteten
Extremwertfunktion liegt. Wir haben also gesehen, dass es drei verschiedene Typen
von Extremwertverteilungen gibt und dass es Verteilungen gibt, die nicht im Anzie-
hungsbereich von einer von diesen liegen. Umgekehrt stellt sich auch die Frage, ob
wir im Fall der Konvergenz auch beschreiben konnen, welchen Typ von Limesver-
teilung wir erwarten sollen, d. h. ob wir die Anziehungsbereiche der Extremwert-
verteilungen charakterisieren konnen. Wie schon eingangs erwéhnt, konvergiert das
nicht-normierte M, gegen zp, d. h. den rechten Randpunkt der Verteilung F' der
Xy, konvergiert. Es liegt daher nahe, dass die Frage, gegen welche Verteilung M,
konvergiert, vom Verhalten von F' nahe x abhéngt. Dies wird auch durch das letzte
Beispiel gestiitzt. Es stellt sich dabei heraus, dass die wichtige Frage ist, “wie schnell”
F in xg hineingeht. Dies wird mit dem Begriff der Variation beschrieben. Genauer
nennen wir eine Funktion regulér variierend (in +o00), wenn sie sich asymptotisch
wie eine Potenzfunktion verhélt.

Definition 5.22 Fine messbare Funktion f : (0,00) — (0,00) heift regular variie-
rend mit Index o € R, falls
f)

fur alle x > 0 gilt. Die Klasse der reguldr variierenden Funktionen zum Indexr o € R
bezeichnen wir in der Folge mit Ry .

Da fiir jede Verteilungsfunktion F' gilt F'(z) — 1, wenn z — oo, ist diese immer in
oo langsam variierend, d. h. reguldr variierend mit Index 0. Allerdings ist dies nur
eine sehr grobe Beschreibung des Verhaltens von F' nahe zi. Um dies genauer zu
analysieren, definieren wir die Tailfunktion zu F' und analysieren deren Verhalten.
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Definition 5.23  a) F sei eine Verteilungsfunktion. Die durch
Fz):=1-F(z) VxeR
definierte Funktion heif$t Tailfunktion von F.
b) F heift reguldr variierend mit Index « in oo, wenn

Fltz) =2z% V>0

gilt.

c) Wir nennen
zp:=sup{z: F(z) < 1}

rechten Endpunkt der Verteilungsfunktion x.

Mit diesen Definitionen lassen sich die Anziehungsbereiche der Extremwertvertei-
lungen folgendermaflen charakterisieren:

Satz 5.24 Es sei F' eine Verteilungsfunktion und v, sei fir n > 2 definiert durch

1
’yn::F<1——).
n

1. F liegt genau dann im Anziehungsbereich der Fréchet-Verteilung ®,, wenn F
in oo requldr variterend mit Index —a und xr = +o0 ist, d. h. wenn

Dann gilt:

F
Tp =400 und tlg(r)lo FSZL;) =z % V>0 (76)

gilt. In diesem Fall kann man die Folgen (A,) und (By) fir die schwache
Konvergenz von A,(M, — B,,) als A, =, und B, = 0 wihlen.

2. F liegt genau dann im Anziehungsbereich der Weibull-Verteilung 1., wenn die

F*(z) = Flzn — i), 2> 0 (77)

gehérende Tailfunktion 1 — F*(z) = F*(x) in oo regulir variierend mit Index
—a ist und xr < oo gilt, d. h. falls

=z VYreR"

F(t
TR < 400 und tlgilo F’*((f))

gilt. Die Konstantenfolgen fiir die Konvergenz von A,(M, — B,,) lassen sich

m diesem Fall als .
A, = und B, :=1g
TR — Tn

wahlen.
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3. F liegt genau dann im Anziehungsbereich der Gumbel-Verteilung, wenn eine
positive, messbare Funktion g existiert, so dass

Flt+ogt) _

lim =e VzeR (78)

[AETD F(t))
gilt. In diesem Fall kénnen die Folgen (A,) und (B,,) fir die schwache Kon-

vergenz von An(M, — B,) als A, = ﬁ und B, = 7y, gewdhlt werden.

Es sei zunédchst darauf hingewiesen, dass fiir hinreichend grofies n stets A,, > 0 gilt.
Dies ist im dritten Fall evident, da ¢ positiv ist. Fiir die anderen Fille betrachte
(Yn)nz2- Da

’yn::inf{t:F(t)zl—l} Vn>2
n

und xR =sup{t: F(t) < 1}

gilt, folgt
Vo — xg fir n — oco.

Da im Fréchet-Fall xp = 400 ist, folgt v, > 0 fiir hinreichend grofies n und somit ist
auch A, positiv. Im Weibullfall gilt natiirlich stets 7, < xg. Es muss noch gezeigt
werden, dass nicht v,, = g gelten kann. Wire aber v, = g fiir ein n, so wéire auch
F(v,) = F(xg) und daher besidfie xp unter F° Wahrscheinlichkeitsmasse. Beispiel
5.21 zeigt aber, dass dann F' nicht im Anziehungsbereich einer Extremwertverteilung
liegen kann.

Der Beweis ist relativ lang. Bevor wir ihn beginnen, wollen wir ein Beispiel betrach-
ten:

Beispiel 5.25 1. Die R(0,1)-Verteilung liegt im Anziehungsbereich der Weibull-
verteilung: Sei F' die Verteilungsfunktion der R(0, 1)- Verteilung. Dann ist

rp=sup{z: F(z) <1} =sup{z:z <1} =1

P r(1-1)

definierte Funktion F* gilt:

F*(tx) ,
im — = lim ———4=
ttoo F*(t) tteo 1 — F(1—3)

Fiir die durch

Also liegt F nach Satz 5.2/ im Anziehungsbereich von 1. Die Konstanten fiir
die schwache Konvergenz von A, (M, — B,) kénnen als

1 1

ATL: pu—
TrR—Yn 1—F-(1-2)

=n und B,=1

gewdhlt werden.
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2. Die Pareto-Verteilung mit Verteilungsfunktion

0 r <1
l—z z>1

H@:{

fiir festes a > 0 liegt im Anziehungsbereich der Fréchet-Verteilung ®,: Offen-
bar ist

1
— =sup{z: F(z) < 1} = +o0.
TR

Da mit t 1T oo auch tx 1 oo fir alle x > 0 gilt, ergibt sich fir alle x > 0

F(tr) . 1—F(tx) . (to)™

I —lim—— L = lim~—~— =

doo F(f) e 1—F()  de to

Somit liegt F' nach Satz 5.24 im Anziehungsbereich der Fréchet- Verteilung mit
Index o, ®,. Fir die Konstanten (A,) und (B,) kann man folgende Wahl

treffen:
A 1 . A —a 1 - -1/«
und B,, = 0.

3. Die Exponentialverteilung mit Parameter X > 0 liegt im Anziehungsbereich der
Gumbelverteilung A: Sei also F' die Verteilungsfunktion der Exponentialvertei-
lung

F(z):=1— e Mo ().

Zundchst gilt offenbar
xgp =sup{z: F(z) < 1} = +o0.

Aus der Form der Verteilungsfunktion lisst sich schon ablesen, dass F' schnel-
ler als jede Potenzfunktion gegen 0 konvergiert. Dies lisst schon vermuten,
dass F € D(A) gilt. Tatséichlich gilt fiir die konstante Funktion g = \™! (die
natirlich messbar ist)

F(t t F(t+ 2 Az
i FEF9®) L FE+S) L e
ttzg F(t) ttoo  F(t) t—oo e~ At

Somit folgt aus Satz 5.24, dass F' € D(\) gilt und dass sich fiir die schwache
Konvergenz der Folge A, (M, — B,) die Konstanten

A, = L =\ und Bn:”yn:F<1—l>:10gn
9(n) n n

wdahlen lassen.

Den sehr aufwéndigen Beweis von Satz 5.24 werden wir in mehreren Schritten fiihren.
Wir beginnen mit h&ufiger verwendeten Lemmata:
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Lemma 5.26 FEs sei F' eine Verteilungsfunktion und es gelte (76), (77) oder (78).
Ferner sei

Yo =F (1—=) Vn>2.
n

Dann folgt
lim nF(y,) = 1.

n—oo

Beweis: Zunichst folgern wir aus Lemma 5.12 (iv)

) B G

somit folgt auch
limsup nF(vy,) < 1.

n—oo

Bleibt
liminf nF(y,) > 1 (79)

n—o0

zu zeigen. Zundchst nehmen wir an, dass (76) gilt. Fiir z € (0,1) und n > 2 sei
0n(x) = Y& < Yn. Yp ist fur geniigend groBes n positiv, da 7, — xp = +oo gilt.
Somit gilt fiir diese n (und alle z) F(0,(z)) <1 — L. Somit auch

nF(6,(z)) >n (1 — (1 — %)) =1.

= nE () i F(’Yn) a
MO > S F G () ~ Fla) e

Damit ergibt sich

fiir alle € (0,1). Dabei folgt die Konvergenz aus der Tatsache, dass F' regulir
variierend ist mit Index —a und v, — xr = +oo konvergiert. Lassen wir x 1 1
gehen, so folgt (79).

1

Nun gelte (77). (hy), sei eine Folge positiver reeller Zahlen mit xg — ;- = v, fiir

alle n > 2. Insbesondere folgt h,, — oo fiir n — co. Fiir z € (0,1) und n > 2 gilt

1 1

< TR — 77— = Yn,
hoa R T

On(x) =R —

daher folgt wie oben
nF (5, (z)) > 1

fir alle z € (0,1) und n > 2. Nutzt man zusétzlich (77), so folgt

_ nF(v.) F(ap — %L) _ Fr(hn) a
nF(m) > nF(6,(z))  F(xgr — i) — F(ha) ~e Veell)

hnx

Mit x 1 1 folgt wieder (79).
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SchlieBlich gelte (78). Fiir z < 0 und n > 2 sei

On(2) = Y + 29(m).

Dann gilt 6,(x) < 7, fiir alle # < 0 und n > 2. Daher folgt wie oben mit nF(8,(r)) >
1

T, — T und somit

- nF () F ()
nF(v,) > —= = = — " V<.
)2 P Gu) Tl + og(m)
Schicken wir x gegen 0, so folgt (79). O

Lemma 5.27 Fiir 0 < 7 < 400, eine Verteilungsfunktion F' und eine Folge reeller
Zahlen (u,) sind dquivalent:

(1) n(1— F(uy,)) T

(1)) P(M,, <u,)=F"(u,) — e 7.

n—o0

Beweis: Sei zunichst 7 < 4+00. Es gelte 5.27 (i). Dann folgt

Fr(up) = |1 - % (n(1— Fu))| — e

Nun gelte 5.27 (ii). Als erstes zeigen wir, dass dann

1— F(u,) — 0 (80)

n—o0

konvergiert, denn sonst gébe es eine Teilfolge (u,, ) von (u,) und ein g € (0,1) mit
1 — F(uy,) > p fiir alle k. Dann gélte aber

Fnk(unk) < (1 - 6)nk — 0,

k—00

was einen Widerspruch zu 7 < 400 bildet. Durch logarithmieren folgt aus 5.27 (ii)
nlog(l — (1 — F(uy,)) = nlog F(u,) = —7,

was wegen 7 < +oo moglich ist. Entwickeln wir den Logarithmus um 1, so erhalten
wir
log(l —h)=—h+O(h*), h{0
und daher mit (80)
n(l— F(n,)) — 7.

n—oo

Nun sei 7 = +00.

(i) = (ii) zeigen wir mit Widerspruch. Angenommen, es géibe eine Verteilungsfunkti-
on F und eine Folge reeller Zahlen (uy,)y, fir die 5.27 (i) aber nicht 5.27 (ii) gilt. Nun
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ist (F(un))n € [0, 1] beschréankt und wenn 5.27(ii) nicht gilt, so besitzt (F),(u,)) ei-
ne konvergente Teilfolge, deren Limes wir e * nennen wollen (u € [0,00)). Mit dem
oben Gezeigten folgt dann

lim ng(1 — F(uy,)) = p < 400
k—o0
im Widerspruch zu 5.27(i).

SchlieBlich betrachten wir (ii) = (i). Wieder nehmen wir an, dass eine Verteilungs-
funktion F’ und eine Folge (u,), existieren, so dass

lim F"(u,) =0 und liminfn(l— F(u,)) =p < +oo

n—oo n—oo

gilt. Dann gibt es eine Teilfolge (u,, ) mit

lim ng(1 — F(up,)) = u.

k—o0

Da p < 400 ist, folgt (im Widerspruch zur Voraussetzung) aus dem oben Gezeigten

lim F™(up,)=¢e¢*>0.

h—o0

Wir widmen uns nun dem Anziehungsbereich der Fréchet-Verteilungen.

Satz 5.28 Ist die Tailfunktion F einer Verteilungsfunktion F in oo regulir variie-
rend mit Index —a und gilt xp = +00, so gilt F € D(®,). Man kann A, = %n und
B, =0 VY n>2 wdihlen.

Beweis: Sei A, = %ﬂ und a,, = Ain = 7,. Wir zeigen, dass fiir alle x

r™* >0
n(l—F(anx))7H—o>o{ o <0 (81)

denn dann folgt mit Lemma 5.27
lim F"(a,2) =€ Lo (T) = Palz)

n—oo
fiir alle x, also die Behauptung. Sei zunéchst x < 0. Dann folgt aus xg = +o00, a, =
Yn — 00 (n — 00). Da z < 0 ist, ergibt sich a,z — —o0, also 1 — F'(a,x) — 1, d. h.
(81) fiir z < 0. Sei x = 0. Dann ist (1 — F(a,x)) konstant und ungleich 0. Damit
folgt wieder (81). Schliefllich sei # > 0. Dann gilt

lim n(1 — F(a,z)) = lim n(l — F(an))w =2~ % lim n(l — F(a,)),

wobei wir im letzten Schritt wieder die regulire Variation von F und 7, — oo
ausgenutzt haben. Da mit Lemma 5.26

lim n(l — F(a,)) =1

n—oo
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gilt, folgt auch fir z > 0 (81). Also gilt die Behauptung. O

Nun wollen wir die Notwendigkeit (75) tiberpriifen.

Satz 5.29 Gilt ' € D(®,) fir ein «, so ist die Tailfuntion F regulir variierend
mit Index —a und es gilt T = +00.

Wir schieben zwei Lemmata voran, die aber in dieser Vorlesung nicht bewiesen
werden sollen. Thre Beweise finden sich in dem Buch von L. de Haan “On regular
variation and its applications”.

Lemma 5.30 Die Tailfunktion F einer Verteilungsfunktion F ist in oo regulir va-
riterend, falls fir jedes € > 0 Folgen (\(€))nen und (a,(€))nen existieren, fir die
folgende Aussagen gelten:

An(€)

i () >1—c.

1. lim,, o

2. limy, 00 ay () = 400.
3. limy, oo An(e) F(an(e)x) =: Nx) emistiert und ist fiir alle x > 0 positiv und
endlich.

Lemma 5.31 (a,), (b,) seien Folgen reeller Zahlen mit

e a,>0 Vn,

. a
o lim, ,o Z—n“ =v>1;

b'n+1*bn — 0

n

o lim, ,.

Dann gilt:
bn

lim — = 0.
n—00 Oy,

Nun sind alle Hilfsmittel bereit gestellt, um Satz 5.29 zu beweisen:

Beweis von Satz 5.29: Nach Voraussetzung gilt fiir geeignete a,, > 0, b, € R

lim F"(a,x + b,) = ®,(x) VaeR. (82)
n—oo
Wir zeigen zunéchst:
b ns| — bn ns
dnslZ0n g Ys>1 und Al gl v (83)
(07 n—r00 a, n—o0
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Wegen (82) gilt fiir alle s > 1
lim F"l (a(ns]x + b[ns}) = q)a(i) Vel

n—oo
Damit folgt wie im Beweis von Lemma 5.19
lim F"(arns)® + bpps)) = CIDi/S VreR.
n—oo
Der Satz von Khinchin liefert

ns bns_bn

a, n—x Qp,

— B, eR

und Q)(l)/s(a:) = &, (A, + By) fiir alle z € R. Es folgt A, = s'/* und B, = 0, also
(83). Durch

n(l)::[ i W und  n(k+1) = [n(k) - s], k> 1

s—1
ist eine Folge (n(k)); definiert. Fiir diese gilt

n(k) 7 und % R (84)

Mit dem ersten Grenziibergang und (83) folgt

lim Inthtl) _ lim Antky-s] _ A, =5 >1
k—o0 an(k) k—o00 an(k)

und b b b b
oy Do) = 0o 1 Bnsl = Byt _

k—o0 an(k) k—o0 an(k)

B, =0.

Mit Lemma 5.31 folgt aus den letzten beiden Gleichungen

bn
—® 0. (85)
Qn (k) k—o0

Aus dem Satz von Khinchin folgt nun aber

lim F") (a,7) = ®o(z) Va €R, (86)
—00
da fiir & — oo trivialerweise Z"—E:; =1 mit (85) auch

bn(k) -0

Qn (k)

—0

und mit (82) wegen n(k) — oo auch

lim Fn(k)(an(k)l‘ + bn(k)) = @a(x) (87)

k—o00

fiir alle € R gilt. Nun soll gezeigt werden, dass F' regulir variierend mit Index —a
ist. Wegen (86) gilt mit Lemma 5.27

n(k)F(an@) — = Va>0.

Bleibt noch zu zeigen, dass die Voraussetzungen von Lemma 5.30 erfiillt sind:
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In)+1 _y o1/a
A (k)

(i) Definitionsgeméaf folgt wegen , dass an@) — oo fiir k — oo gilt.
(ii) Man erinnere sich, dass die Folge (n(k)) von s abhéingt. Fiir s | 1 gilt £ 11,
so dass mit dem zweiten Grenziibergang in (84) fiir alle € > 0 ein s > 1 und

somit eine Folge (n(k)) existiert mit

lim M:1>1—5.
k—oon(k+1) s

Also folgt mit (87) aus Lemma 5.30, dass F' reguldr variierend mit Index —a ist.
Es bleibt zu zeigen, dass xp = 400 gilt. Gilte nun xp < 400, so gibe es wegen
any > 0 fiir jedes k und anp) — oo fiir & — oo ein z > 0, so dass a,wyz > Tr
gelten wiirden fiir alle k. Fiir dieses x wére dann

1= lim F*) (anyr) = Po(x),
k—o00
was im Widerspruch zu 0 < ®,(x) <1 V x > 0 stiinde. Damit ist die Behauptung
bewiesen. O

Wir wenden uns nun dem Anziehungsbereich der Weibull-Verteilung zu. Wieder
zerfallt die Behauptung in zwei Sétze.

Satz 5.32 FEine Verteilungsfunktion F liegt im Anziehungsbereich der Weibullver-
teilung ¥q, falls xp < +oo und die Tailfunktion F* der durch F*(z) = F(xp — 1)
definierten Funktion F* requldr variierend mit Index —a ist. Eine mdgliche Wahl
der Konstanten ist

A;lzan:xg—’yn und B, =0b, = zp.

Beweis: Mit F' ist auch ™ eine Verteilungsfunktion, x7 bezeichne ihren rechten
Randpunkt. Mit Satz 5.28 wissen wir, dass F* im Anziehungsbereich der Fréchet-
Verteilung &, liegt und dass fiir

n

1
a, =, = F*" (1——) und by, =0

n—o00 n—00 n— 00 (]J’;LSL’

1
lim F*"(ayz + b)) = lim F*™(a,z) = lim F" (:CR — ) =®,(z) Vx>0
gilt. Mit a,, := ai und b, := xg gilt daher
. ap
lim F™ (bn — —) =®,(x) Vx>0
n—o0 x
und somit

n—oo

lim F"(a,x + b,) = ®, (—1) = 1a(r) Vz<O.
T
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Da b, = xg und a,, > 0 gilt, ist F'(a,z + b,) = 1 fiir x > 0. Deswegen gilt natiirlich
lim F*(a,x+0b,) =1 Va>0.
n—oo

Somit ist gezeigt, dass F' € D(v),) gilt. Bleibt noch zu zeigen: a,, = xg — Vy-

n

1 1
= inf x>0:F(xR——)21——}
x n

1
a, =7, = inf{x>O:F*($)21——}

1
n
1
= (sup{xR—u>O:F(u)21——}

n
11\
= (xR—inf{u<xR:F(u) > 1——})
n
= (zr— ’Vn)il-
Also gilt: a,, = (aX)™' = 25 — Yn. 0

Wieder bleibt noch zu zeigen, dass die Bedingungen auch notwendig sind, um im
Anziehungsbereich der Weibull-Verteilung zu liegen.

Satz 5.33 Liegt F' in D(¢s), so gilt g < +oo und die Teilfunktion F* der durch
F*(z) :== F(xr—1) fiir alle x > 0 definierten Funktion F* ist in 0o reguldr variierend
mit Index —ao.

Wir beginnen auch diesen Beweis mit einem Lemma, fiir dessen Beweis wir auf das
Buch von de Haan verweisen.

Lemma 5.34 (a,) und (b,) seien zwei Folgen in R mit

(1) a, > 0 fir alle n;

(71) lim,, o0 GZII =~y mit0 <y <1 und

bn+1*bn _
. =0

(117) lim,,
Dann existiert b = lim,, o b, und ist endlich und es gilt

lim b= b

n—oo an

=0.
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Beweis von Satz 5.33: Der Beweis ist dem Beweis des Fréchet-Falls sehr ahnlich.
Es gebe also Folgen (a,), und (b,), mit a, > 0 fir alle n € N und
lim F"(a,x +b,) = va(x) VzeR.

n—oo
Wie im Beweis von Satz 5.29 kann nun gezeigt werden:

ns b ns| bn
lim Ansl _ A, =sY* und lim )
n—oo (A, n—r00 Qp

— B, =0 (88)

fir alle s > 1. Wie im Beweis von Satz 5.29 wird dieselbe Folge (n(k))x in Abhéngig-
keit von s > 1 gewahlt. Mit dieser Folge gilt wegen (88)

lim 220D _ gy sl -1/a (89)
k—o0 an(k) k—o0 an(k)
wnd b b b b
k—o0 QAn (k) k—o0 Qn (k)
Mit Lemma 5.34 folgt daraus
. . . b—=bay
lim b, =0 mit —oo<b<oo und lim ———= =0.
k—o0 k—o0 an(k)
Der Satz von Khinchin liefert wie im Beweis von Satz 5.29
lim F"®) (g +b) = o(z) Vo eR (91)

k—o0

Es soll nun gezeigt werden, dass xg < +0o gilt. Aus 1),(0) = 1 folgt direkt F'(b) = 1,
also zzp < b < +oo. Nun zeigen wir noch, dass F* in +oo regulir variierend mit
Index —oo ist. Da v (—1) < 1 gilt, ist F(—an@) + b) < 1 fiir hinreichend grofle .
Da (an) nach (89) eine Nullfolge ist, kann nicht b > xg gelten, woraus mit xp < b

trivialerweise xp = b folgt. Damit folgt aus (91) mit Uy = ﬁ

1
lim F*"(k)(a*(k)x) = lim F"®) (b - )

n *
k—o0 k—o0 an(k)x

1
= lim F™® <an(k)(— )-l— b)

k—o0 X

1
= Y, (——) fiir alle x> 0.

xz

Da 1) (—2) = o (x) fiir alle 2 > 0 gilt, folgt aus der letzten Gleichung

lim F*"(k)(afl(k,)x) =d,(z) Va>D0.

k—o0

Im Beweis von Satz 5.29 wurde bereits gezeigt, dass daraus folgt, dass F* regulir
variierend mit Parameter —q ist. O

Wir werden nun den Gumbel-Fall diskutieren.
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Satz 5.35 Eine Verteilungsfunktion F' liegt in D(A), falls eine positive, messbare
Funktion g existiert, so dass

I —
fon  1— F(2) ‘

fiir alle x € R gilt. Die Konstanten kénnen dann als a,, = g(v,) und b, = 7, gewdhlt
werden.

Beweis: Der Beweis beruht auf Lemma 5.27. Da v, T xg fir n — oo gilt, ergibt
sich mit Lemma 5.26 und den Voraussetzungen des Satzes

n(l—F(ym+x9(m) .

nll_>r£10n(1 — F(yn +29(m)) = JLTQO n(l—F() =e fiir alle = e R.
Lemma 5.27 gibt dann die Behauptung des Satzes. O

Dass die genannten Bedingungen auch notwendig sind, ist wesentlich aufwendiger
zu zeigen und soll hier nur skizziert werden.

Satz 5.36 Liegt die Verteilungsfunktion F' in D(A), so existiert eine positive, mess-

bare Funktion g mit
1—-F
L Pl ag)
ttxr 1-— F(t)

—T

fir alle x € R.

Als ersten Beweisschritt benotigt man eine allgemeinere Version des Satzes von
Khinchin, die im wesentlichen genauso bewiesen wird wie der Satz von Khinchin
selbst.

Lemma 5.37 G sei eine nicht-entartete Verteilungsfunktion, to € R U {oo} und
(F})i<t, eine Familie von monoton nicht-fallenden, rechtsseitig stetigen Funktionen
mat

lim Fy(z) =1 wund lim Fi(z)=¢>0

T—00 Tr——00

fiir alle t < to. Aufserdem seien a : R — RT und b : R — R Funktionen mit
Fia(t)x +b(t)) — G(z) (t7to)
fiir alle x € C(G). Dann gilt folgende Aquivalenz: Fiir Funktionen o : R — R™ und
B : R — R und eine geeignete nicht-entartete Verteilungsfunktion G gilt genau dann
Fla(ha+8(1) — Glx) (t11) YaeC(G),
wenn es Konstanten A > 0 und B mit

a(t) B(t) —b(?)
% — A und W — B

furt Tty gibt. Dann gilt

G(z) =G(Ax+ B) VazeR
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AuBlerdem bendétigen wir die folgenden Lemmata, fiir deren Beweis fiir wieder auf
das Buch von de Haan verweisen:

Lemma 5.38 Fiir eine Verteilungsfunktion F, die im Anziehungsbereich der Gumbel-
Verteilung liegt, gilt
lim F~(1—tx)
to F—(1 —ty)

(1
1

t) logx
t)  logy

—F(1—
= VeeR" VyeR\{1}.
Lemma 5.39 Fir Verteilungsfunktionen F, die im Anziehungsbereich der Gumbel-
verteilung liegen, gilt
lim s(1 — F(a(s)z +b(s))) =e¢* VzeR.

S—00

Hierbei sei a : RT — RT durch

als) == F- (1 - i) _Fa-d

se S

und b : RY — R durch b(s) := F~(1 — 1) definiert.

s

Nun sind wir in der Lage, Satz 5.36 zu beweisen.

Beweis von Satz 5.36: Mithilfe der vorhergehenden drei Lemmata folgern wir die
Behauptung des Satzes. Wichtig ist vor allem die erweiterte Version des Satzes von
Khinchin. Sei F' eine Verteilungsfunktion mit F' € D(A). Mit Lemma 5.39 wissen
wir, dass

lim s(1 — F(a(s)x +b(s))) =€ *

§—00

mit den dort definierten Funktionen a(-) und b(-) gilt. Wir substituieren s durch die
Funktion

s:(—oc0,zg) — RT
1

t — s(t):= eyt

Da s(t) — oo fiir t 1 zg gilt, ergibt sich

lim 5(£)(1 — Fla(s(t))x +b(s(t)))) = lim 1= F ) =e

fiir alle x € R. Daraus folgt direkt

L— Fla(s()e+b(s0) _ .o
() - 2

lim exp
ttrr

fiir alle x € R. Wir definieren fiir alle t < xr die Funktion F; vermoge

Fy(x) :=exp (—11:—];(50 , xeR.
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Fiir t < zg ist die Funktion rechtsseitig stetig, monoton nicht-fallend und es gilt

. . 1
li B =1 wnd i () = e (s ) =0
(92) impliziert fir diese Funktion

lim Fy(a(s(t))z +b(s(t)) =e " VacR.

ttrgr

Es bleibt also zu zeigen, dass

t— b(s(t))
o)

gilt, denn dann folgt mit der Erweiterung des Satzes von Khinchin

lim Fi(a(s(t)z +t)=e ¢ VazecR

tter

Dies ist aber dquivalent zu

i L= Flals@a 1)
ttxp 1— F(t)

VreR,

also zur Behauptung mit einer Funktion g, die auf (—oo, zr) durch g(t) := a(s(t))
definiert ist und auf ganz R messbar und positiv fortgesetzt werden kann. Also zeigen
wir (93). Nach Definition von b und s gilt:

b(s(t)) = F~(F (1)) <t <b(s(t)(1 +¢)),

da - F(t)
Fit)=1-(1-F@t)<1—- —~
(t) ( (1)) Tz
Ve > 0. Somit folgt

L b(s(t)) _ bs()(1+¢)) — b(s(t)
VS TG@) S a(s(1)) |

Nach Lemma 5.38 konvergiert die rechte Seite dieser Ungleichung fiir t T zx gegen
log(1 +¢), denn:

bs()(1+2) —b(s(t)) b= F@)'(1+e) —b((1—F(t)™)
a(s(t)) a((1 = F(1))~1)
. FA-(0-F@)A+e) ) - F(1-(1-F())
Fr(I=(1=F(t)e ) - F~(1-(1-F()))
los((1+9)7)
(17%10) og(e 1) =log(1+¢).
Also gilt (93) und die Behauptung des Satzes. O
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