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Aufgabe 1: 4 Punkte

Seien W ein Wiener-Prozess bezüglich einer Filtration (Ft)t≥0 und θ ∈ R. Zeigen Sie die
Martingaleigenschaft der folgenden Prozesse:

(i) (W 2
t − t)t≥0 ,

(ii) (exp(θWt − 1
2
θ2t))t≥0 für θ ∈ R.

Aufgabe 2: Sei (Wt)t≥0 ein Wiener-Prozess bezüglich einer Filtration (Ft)t≥0. Zeigen
Sie:

1. (Ws+t −Ws)t≥0 ist ein Wiener-Prozess f.a. s ≥ 0.

2. (−Wt)t≥0 ist ein Wiener-Prozess.

3. (cW t
c2

)t≥0 ist ein Wiener-Prozess f.a. c > 0.

Aufgabe 3: 4 Punkte

Sei (Wt)t≥0 ein Wiener-Prozess bezüglich einer Filtration (Ft)t≥0. DefiniereM = supt≥0Wt.
Zeigen Sie

1. M hat die gleiche Verteilung wie cM für alle c > 0.

2. P(M ∈ {0,+∞}) = 1

3. P(M = 0) = 0

4.
P(sup

t≥0
Wt = +∞) = 1 , P(inf

t≥0
Wt = −∞) = 1.

Hinweis: Nutzen Sie Aufgabe 2. Günstig ist sich zu überlegen, dass

P(M = 0) ≤ P(W1 ≤ 0)P(M = 0)

gilt.



Aufgabe 4: 4 Punkte

Sei X ein bezüglich einer Filtration (Ft)t≥0 adaptierter Prozess und sei Y eine Modifikation
von X. Zeigen Sie:

Enthält F0 alle P-Nullmengen, so ist auch Y adaptiert bezüglich (Ft)t≥0.

Bem: Unter der obigen Zusatzbedingung sind Modifikationen von adaptierten Prozessen
wieder adaptiert. Dies ist ein Grund, wieso diese Zusatzbedingung wichtig ist.
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