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THEMEN: Modellierung, erzeugende Funktion, Permutationen

Aufgabe 1 (4 Punkte)

Doppelkopf wird mit zwei Skatspielen gespielt, bei denen jeweils die 7,8 und 9 aussortiert
wurden. Die restlichen 40 Karten werden zufällig an die vier Spieler verteilt.
Beschreiben Sie die Situation durch einen Wahrscheinlichkeitsraum (Ω, p), stellen Sie die
folgenden Ereignisse als Teilmengen von Ω dar und geben Sie deren Wahrscheinlichkeiten
an:

(1) Der erste Spieler hat mindestens einen „Fuchs“ (Karo-As) auf der Hand.

(2) Ein Spieler erhält beide Kreuz-Damen.

(3) Jeder Spieler könnte im ersten Stich Kreuz-Fehl (d.h. Kreuz-König, Kreuz-Zehn oder
Kreuz-As) bedienen.

Aufgabe 2 (4 Punkte)

(pk)k∈N0 sei eine Wahrscheinlichkeitsverteilung auf N0 (d.h. (N0, p) ist ein Wahrschein-
lichkeitsraum mit p(k) = pk). Die erzeugende Funktion der Verteilung (pk)k∈N0 ist defi-
niert durch

ϕ(s) =
∑
k∈N0

pks
k, |s| < 1.

Ist X eine N0-wertige Zufallsvariable, so bezeichnen wir mit

ϕX(s) =
∑
k∈N0

P (X = k)sk, |s| < 1,

die erzeugende Funktion von X.

(1) Zeigen Sie: ϕ ist auf (−1, 1) unendlich oft differenzierbar und es gilt

pk = ϕ(k)(0)
k! .

Insbesondere ist durch die erzeugende Funktion die Verteilung (pk)k∈N0 eindeutig
festgelegt.
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(2) Bestimmen Sie die Verteilung auf N0, deren erzeugende Funktion die Form

ϕ(s) = e−λ(1−s)

hat.

Aufgabe 3 (4 Punkte)

Es sei X eine N0-wertige Zufallsvariable mit erzeugender Funktion ϕX . Zeigen Sie:

(i) E(X) existiert genau dann, wenn ϕ′X(1−) := lim
s↗1

ϕ′X(s) existiert. In diesem Fall
gilt

E(X) = ϕ′X(1−).

(ii) V (X) existiert genau dann, wenn ϕ′′X(1−) := lim
s↗1

ϕ′′X(s) existiert. In diesem Fall
gilt

V (X) = ϕ′′X(1−)− E(X)2 + E(X).

Aufgabe 4 (4 Punkte)

Sei n ∈ N. Wir betrachten die Menge Ω = Sn der Permutationen, d.h. der bijektiven
Selbstabbildungen, auf der Menge {1, . . . , n} mit der Laplace-Verteilung auf Sn.
Für eine Permutation σ ∈ Sn heiß ein Element i ∈ {1, . . . , n} mit σ(i) = i Fixpunkt der
Permutation.

(1) Bestimmen Sie für 1 ≤ k ≤ n die Wahrscheinlichkeit, dass i1, . . . , ik ∈ {1, . . . , n},
ij 6= il für j 6= l, Fixpunkte einer zufällig ausgewählten Permutation sind.

(2) Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit, dass eine zufällige Permutation keinen Fix-
punkt hat.

(3) Bestimmen Sie mit Hilfe von (1) und (2) die Wahrscheinlichkeit, dass eine Permu-
tation genau k Fixpunkte hat.


