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Aufgabe 3: Ornstein-Uhlenbeck Prozeß als zeittransformierte Brownsche Bewegung

Sei (Xt)t≥0 eine auf einem filtrierten Wahrscheinlichkeitsraum (Ω, (Ft)t≥0,P) definierte
Brownsche Bewegung mit einer Startverteilung µ und Diffusionskonstante σ2 = 1. Defi-
niere für θ > 0 die Funktion v(t) = 1

2θ
(1− exp(−2θt)) und setze

Yt = e−θtX(e2θtv(t))

für alle t ≥ 0.

Wir zeigen, dass Y bezüglich der durch Gt = Fe2θtv(t),t ≥ 0 definierten Filtration ein

Markov-Prozeß ist mit Übergangskern Kt(y, ·) = N(ye−θt, v(t)) für alle y ∈ R, t > 0.
Wegen der Markov-Eigenschaft der Brownschen Bewegung gilt

P(Yt+s ∈ A|Gt) = P(e−θ(s+t)X(e2θ(s+t)v(s+ t)) ∈ A|Fe2θtv(t))
= PX(e2θtv(t))(e

−θ(s+t)X(e2θ(s+t)v(s+ t)− e2θtv(t)) ∈ A)

= PX(e2θtv(t))(e
−θ(s+t)X(e2θ(s+t)v(s)) ∈ A)

= N(e−θ(s+t)X(e2θtv(t)), v(s))(A) = N(e−θsYt, v(s))(A)
= Ks(Yt, A)

für alle s, t ≥ 0,A ∈ B, was die Behauptung impliziert. Man beachte dabei, dass

e2θsv(t+ s)− v(t) = e2θsv(s)

gilt.


