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Aufgabe 1: 4 Punkte

Seien M ein L2-Martingal mit cádlág Pfaden auf einem filtrierten Wahrscheinlichkeits-
raum und σ, τ Stopzeiten, die nur endlich viele Werte annehmen können, so dass σ ≤ τ
gilt. Zeigen Sie ∫

1F1(σ,τ ]dM = 1F (Mτ −Mσ).

für alle F ∈ Fσ.

Aufgabe 2: 4 Punkte

Zeigen Sie, dass für einen Wiener-Prozeß W und T > 0∫
W1(0,T ]dW =

1

2
(W 2

T − T )

gilt.

Aufgabe 3: 4 Punkte

Für einen Wiener-Prozeß W und a ∈ R sei die Stopzeit τa definiert durch

τa = inf{t ≥ 0 : Wt = a}.

Berechnen Sie für a, b > 0 das Doleans-Maß der stochastischen Intervalle (0, τb], (0, τb∧τ−a].
Aufgabe 4: 4 Punkte

Sei M ein L2-Martingal mit cadlag Pfaden.

1. Zeigen Sie, dass M L2-stetig von rechts ist. Dies bedeutet, dass

E(Mt+h −Mt)
2 → 0 für h ↓ 0

gilt für alle t ≥ 0.

2. Zeigen Sie, dass für eine aufsteigende Folge von Stopzeiten (τn)n∈N mit sup τn =∞
gilt

E(MT −MT∧τn)2 → 0 für n→∞.
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