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Blumenthalsches 0-1 Gesetz: Die in der Vorlesung angegebene Form des Blument-
halschen 0-1 Gesetzes ist nur korrekt fiir Anfangsverteilungen der Form u = 4, fiir alle
x € R. Fiir beliebige Anfangsverteilungen ist die Aussage falsch. Ich gebe deshalb hier
nochmals die korrekte Fassung des Gesetzes an. Sei (X;);>0 eine Brownsche Bewegung
auf einem filtrierten Wahrscheinlichkeitsraum (€2, (§¢)i>0, Pz), welche aus € R startet.
Dann gilt P, (A) € {0,1} fiir jedes A € F,.

Beweis: Fiir A € §, existiert ein Ereignis B € Bo,. mit A = {w : X(w) € B). Deshalb
folgt mit der Markov-FEigenschaft

P, (A) = P,(ANA) =P, (AN{X € B})
= E,14Px,(X € B) = E,1,P,(X € B) = P,(A)?,
was die Behauptung impliziert.

In diesem Zusammenhang kann man darauf hinweisen, wie man von Projektionen erzeugte
o-Algebren zur Bestimmung von § benutzen kann. Betrachte also auf (RI%>), 930:%))
die Projektionen

m RO SRy — f(2)

fiir alle ¢ > 0 und setze B; = o(ms : s < t) fur alle ¢ > 0. Dann gilt
FE=X""By) . Fh=X"'(Bu)

fir allet > 0
Aufgabe 1: 4 Punkte

Sei (X¢)¢>0 eine Brownsche Bewegung auf einem filtrierten Wahrscheinlichkeitsraum (€2, (F¢):>0, P).
Setze P, = P(-| Xy = ) fiir alle z € R. Definiere

T = 1nf{t>OXt>0}

7 = inf{t>0:X; <0}
73 = inf{t >0:X, =0}

Zeigen Sie

(i) Jedes 7; ist eine (Sffr)tzo Stopzeit.
(11) IP)()(Tl = O) = ]P()(TQ == O) = IP)()(Tg = 0) =1.

(ili) Py(m > 0) =1 =P,(m3 > 0) fiir alle z < 0



(iv) Py(m2 > 0) =1 =P,(73 > 0) fir alle z > 0.
(v) Ist = N(0,1), so ist P,(11 = 0) = 5 =P,(r2 = 0).
Aufgabe 2: 4 Punkte
Sei (€, (§t)i>0, P) ein filtrierter Wahrscheinlichkeitsraum. Zeigen Sie
1. 7 is eine (§Fey)e>0 Stopzeit genau dann, wenn {7 < t} € §; fiir alle ¢ > 0.
2. Sind o, 7 Stopzeiten beziiglich (§):>0, so auch o + 7.

3. Sei (Tn)nen eine Folge von (F;)i>0 Stopzeiten. Was kénnen Sie iiber sup,, 7, und
inf,, 7,, aussagen?

Aufgabe 3: 4 Punkte

Sei (Wy)i>o eine auf einem filtrierten Wahrscheinlichkeitsraum (€2, (§):>0, P) definierter
Wiener-Prozef3. Definiere die Menge der Nulldurchldufe durch

N ={(s,w) : Wi(w) = 0}.
Zeigen Sie:
1. N ist eine meBbare Teilmenge von B([0,00)) @ Foo-
2. AM{s: Wi(w) = 0}) = OP-fast sicher.

Aufgabe 4: 4 Punkte

Sei (€, (§¢)i>0, P) ein filtrierter Wahrscheinlichkeitsraum und seien 7, o Stopzeiten. Zeigen

Sie:

1- ST/\O’ = 3’7’ N 30

2. {r <o}, {o<7},{r <o},{o <7},{r = o} sind Ereignisse aus F, .-

Abgabe: Die. 11.12.2012 bis spatestens 11.00 im Fach 54 ( Torres), Fach 55 (Blank)



