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Blumenthalsches 0-1 Gesetz: Die in der Vorlesung angegebene Form des Blument-
halschen 0-1 Gesetzes ist nur korrekt für Anfangsverteilungen der Form µ = δx für alle
x ∈ R. Für beliebige Anfangsverteilungen ist die Aussage falsch. Ich gebe deshalb hier
nochmals die korrekte Fassung des Gesetzes an. Sei (Xt)t≥0 eine Brownsche Bewegung
auf einem filtrierten Wahrscheinlichkeitsraum (Ω, (Ft)t≥0,Px), welche aus x ∈ R startet.
Dann gilt Px(A) ∈ {0, 1} für jedes A ∈ FX0+.

Beweis: Für A ∈ FX0+ existiert ein Ereignis B ∈ B0+ mit A = {ω : X(ω) ∈ B). Deshalb
folgt mit der Markov-Eigenschaft

Px(A) = Px(A ∩ A) = Px(A ∩ {X ∈ B})
= Ex1APX0(X ∈ B) = Ex1APx(X ∈ B) = Px(A)2,

was die Behauptung impliziert.

In diesem Zusammenhang kann man darauf hinweisen, wie man von Projektionen erzeugte
σ-Algebren zur Bestimmung von FXt benutzen kann. Betrachte also auf (R[0,∞),B[0,∞))
die Projektionen

πt : R[0,∞) → R; f → f(t)

für alle t ≥ 0 und setze Bt = σ(πs : s ≤ t) für alle t ≥ 0. Dann gilt

FXt = X−1(Bt) , FXt+ = X−1(Bt+)

für alle t ≥ 0

Aufgabe 1: 4 Punkte

Sei (Xt)t≥0 eine Brownsche Bewegung auf einem filtrierten Wahrscheinlichkeitsraum (Ω, (Ft)t≥0,P).
Setze Px = P(·|X0 = x) für alle x ∈ R. Definiere

τ1 = inf{t > 0 : Xt > 0}
τ2 = inf{t > 0 : Xt < 0}
τ3 = inf{t > 0 : Xt = 0}

Zeigen Sie

(i) Jedes τi ist eine (FXt+)t≥0 Stopzeit.

(ii) P0(τ1 = 0) = P0(τ2 = 0) = P0(τ3 = 0) = 1.

(iii) Px(τ1 > 0) = 1 = Px(τ3 > 0) für alle x < 0



(iv) Px(τ2 > 0) = 1 = Px(τ3 > 0) für alle x > 0.

(v) Ist µ = N(0, 1), so ist Pµ(τ1 = 0) = 1
2

= Pµ(τ2 = 0).

Aufgabe 2: 4 Punkte

Sei (Ω, (Ft)t≥0,P) ein filtrierter Wahrscheinlichkeitsraum. Zeigen Sie

1. τ is eine (Ft+)t≥0 Stopzeit genau dann, wenn {τ < t} ∈ Ft für alle t ≥ 0.

2. Sind σ, τ Stopzeiten bezüglich (Ft)t≥0, so auch σ + τ .

3. Sei (τn)n∈N eine Folge von (Ft)t≥0 Stopzeiten. Was können Sie über supn τn und
infn τn aussagen?

Aufgabe 3: 4 Punkte

Sei (Wt)t≥0 eine auf einem filtrierten Wahrscheinlichkeitsraum (Ω, (Ft)t≥0,P) definierter
Wiener-Prozeß. Definiere die Menge der Nulldurchläufe durch

N = {(s, ω) : Ws(ω) = 0}.

Zeigen Sie:

1. N ist eine meßbare Teilmenge von B([0,∞))⊗ F∞.

2. λ({s : Ws(ω) = 0}) = 0P-fast sicher.

Aufgabe 4: 4 Punkte

Sei (Ω, (Ft)t≥0,P) ein filtrierter Wahrscheinlichkeitsraum und seien τ, σ Stopzeiten. Zeigen
Sie:

1. Fτ∧σ = Fτ ∩ Fσ

2. {τ < σ}, {σ < τ}, {τ ≤ σ}, {σ ≤ τ}, {τ = σ} sind Ereignisse aus Fτ∧σ.
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