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Aufgabe 1: Null-Eins Gesetz von Kolmogorov 4 Punkte

Sei (Xn)n∈N0 eine Folge von stochastisch unabhängigen Zufallsgrößen. Sei Fn = σ{X1, · · · , Xn},
n ∈ N, die dazugehörige kanonische Filtration. Für n ∈ N bezeichne mit

Tn = σ{Xn, Xn+1, · · · }

die σ- Algebra der nach n beobachtbaren Ereignisse und mit T = ∩n∈NTn die terminale
σ-Algebra der Ereignisse, die nur im unendlichen beobachtbar sind.

Zeigen Sie, dass P(A) ∈ {0, 1} gilt für jedes A ∈ T.

Aufgabe 2: 4 Punkte

Sei (Xn)n∈N0 ein Martingal bezüglich einer Filtration (Fn)n∈N0 und τ eine Stopzeit mit
P(τ < ∞) = 1,E|Xτ | < ∞ und limn→∞ E|Xn|1{τ>n} = 0. Zeigen Sie, dass dann das
gestoppte Martingal Xτ definiert durch Xτ

n = Xτ∧n für alle n ∈ N0 ein gleichgradig
integrierbares Martingal ist.

Aufgabe 3: 4 Punkte

Sei (Ω,F,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und X eine integrierbare Zufallsvariable. Zeigen
Sie, dass die Familie

{E(X|G) : G Unter σ-Algebra von F}

gleichgradig integrierbar ist.

Aufgabe 4: Doob Meyer Zerlegung 4 Punkte

Sei (Xn)n∈N0 ein zu einer Filtration (Fn)n∈N0 adaptierter Prozeß mit E|Xn| < ∞ für alle
n ∈ N0. Zeigen Sie, dass es P- fast sicher genau eine Zerlegung der Form

Xn = Y +Mn + Λn n ∈ N0

gibt mit

1. Y ist F0-meßbar

2. (Mn)n∈N0 ist ein Martingal mit M0 = 0

3. (Λn)n∈N ist vorhersehbar und λ0 = 0.
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