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1 Einleitung

Ziel der statistischen Entscheidungstheorie ist es, aus zufélligen Beobachtungen Aussa-
gen {iber die wahre, aber unbekannte Verteilung der beobachteten zufélligen Grofe ab-
zuleiten. In der parametrischen Statistik wird dabei vorausgesetzt, dass die der Grund-
gesamtheit zugrunde liegende Verteilung bis auf endlich viele unbekannte Parameter
bereits vollstindig spezifiziert ist. Haufig treten jedoch Situationen auf, in denen kei-
ne Annahmen iiber den vorliegenden Verteilungstyp moglich sind bzw. in denen sich
die vorliegende Verteilungsklasse nicht durch einen endlich-dimensionalen Parameter
beschreiben ldsst. In solchen Fillen kommen nichtparametrische Modelle zur Anwen-
dung. Diese legen die Modellstruktur nicht a priori fest, sondern bestimmen sie aus
den Daten. Der Begriff “nichtparametrisch” bedeutet dabei nicht, dass solche Modelle
iiberhaupt keine Parameter besitzen. Vielmehr ist die Art und Anzahl der Parameter
flexibel und nicht von vornherein festgelegt. Typische Verteilungsfamilien sind hier z.B.

von der Form

W = {W(Q1,Q2) : (Qb Qz) = @} ) W(QluQQ) = Q? ® Qg

mit
0 ={(Q1,Q2) : Q1, Q2 stetige W-Make auf (R,5)}.

Nichtparametrische Testverfahren untersuchen dann beispielsweise, ob die Werte in der
Grundgesamtheit einer bestimmten Verteilung (z.B. einer Normalverteilung) folgen.
Im Folgenden soll zunéchst ein statistisches Problem vorgestellt werden, das uns durch
den gesamten Themenblock hindurch begleiten wird. Dieses werden wir als nichtpara-
metrisches Testproblem formulieren. Ziel dieses Vortrags ist die Vorbereitung auf die
Herleitung eines in noch zu spezifizierendem Sinne besten Tests fiir dieses Problem.
Zwei Teststatistiken spielen dabei eine zentrale Rolle - die Ordnungs- und Rangsta-
tistiken. Nachdem wir diese eingefiihrt haben, untersuchen wir die Md&glichkeiten der
Datenreduktion mithilfe dieser Statistiken. Hierbei stehen die Konzepte der Reduktion
durch Invarianz bzw. durch Suffizienz im Vordergrund. Abschlieffend wird ein Ausblick

auf das weitere Vorgehen bei der Handhabung unseres Testproblems gegeben.



2 Vorstellung der statistischen Problemstellung

Wir wollen zunéchst eine Einfiihrung in die statistische Problemstellung geben, die wir
im Folgenden untersuchen werden.

Zum Vergleich der Giite zweier Behandlungsmethoden I und IT werden n; Messungen
unter Verwendung von Verfahren I und ny Messungen unter Verwendung von Verfah-
ren II durchgefiithrt. Auf Basis der Ergebnisse, repréasentiert durch die Zufallsgréfsen
X1,y Xip, und Xoq, ..., Xop, fiir Verfahren I bzw. II, soll entschieden werden, ob
Verfahren T besser als Verfahren II ist, wobei sich grofere Giite durch hohere Messwer-
te auszeichnet. Dabei nehmen wir an, dass alle Xj;; stochastisch unabhéngig sind mit
Xi; ~ F, fir i € {1,2} und j € {1,...,n;}. Um Notation zu sparen, bezeichne im
Folgenden F; sowohl die Verteilung der X;;, d.h. das W-Maf PXi als auch die zuge-
horige Verteilungsfunktion. Setzen wir also n = ny + ng, so erhalten wir (R™, B") als
Stichprobenraum.

Um nun dieses Problem als nichtparametrisches Testproblem formulieren zu kdénnen,
bendtigen wir vorab noch eine Definition aus dem Bereich der stochastischen Majori-

sierung, der die Einfiihrung einer Halbordnung auf Mengen von W-Mafsen ermdoglicht.

2.1 Einschub: stochastische Majorisierung von W-Mafsen

Definition 2.1. Seien @1, Q2 zwei W-Mafe auf (R, B). Dann heifit Q2 stochastisch
grofer als Qq (alternativ: Q2 majorisiert QQq, in Zeichen Qq = Q1), falls gilt

Q2 ((x,00)) > Q1 ((x,00)) fiir alle x € R.

Gilt auferdem Qs # @1, so schreiben wir Qs = Q1.

()2 ist also stochastisch grofer als @)y, falls fiir alle x € R die Wahrscheinlichkeit fiir
Realisationen grofser als z unter () mindestens so grof ist wie unter (). Dies ist offenbar

dquivalent dazu, dass fiir die zugehorigen Verteilungsfunktionen gilt:
Fo, (x) < Fo, (z) fiir alle z € R.

Definieren wir fiir eine Verteilungsfunktion F' deren Pseudo-Inverse bzw. Quantilfunk-
tion durch
F(y) =inf{zeR: F(z) >y}, ye(0,1),

so impliziert ()5 > ()1 also

Féll (y) =inf{z e R: Fy, (z) >y} <inf{x e R: Fy, (z) > y} = Féj (y) Vye(0,1),



also Féll < FC;; und damit insbesondere Féll (U) < Fégl (U) fiir jede R (0, 1)-verteilte
Zufallsgrofe U. Nach einem Lemma aus WT1 (vgl. Alsmeyer WT, Lemma 36.8) gilt
auperdem fiir jede solche R (0,1)-verteilte Zufallsgrofe U

F3l (U) ~ Qu, F3! (U) ~ Qs

Zu Qq,Qo mit (2 = () existieren somit stets Zufallsgrofen X ~ @y und Y ~ @,
sodass X <.

Lemma 2.2. Seien QQ1,Q2 W-Mafle auf (R, B). Es gilt Q2 = Q1 genau dann, wenn

[o@ai@n < [ @)

fiir jede monoton wachsende Funktion g : R — R gilt.

Beweis. Seien Q1,2 W-Make auf (R, B).

7

=7 : Gelte Q2 = @)1 und sei g : R — R eine beliebige monoton wachsende Funktion.
Wihle nun Zufallsgrofen X, Y auf einem W-Raum (2, F,P) mit X ~ @7 und Y ~ @,
mit X <Y. Dann gilt:

[o@ei@) = [s@r* )
g (X)dP
(V) dP
g (2) P (dr)

g () Q2 (d) .

IN
\\?\\

7 =7 Gelte [g(2) Q1 (dx) < [g(x)Q2(dz) fiir jede monoton wachsende Funktion



g : R — R. Sei x € R beliebig. Dann gilt:

Fou (1) = Qi ((—o00.x])
_ / 1o} (2) Q1 (d2)

= 1—/1(95700) (2) Q1 (dz)
> 1—/1<m,oo) (2) Q2 (dz)

_ / 1 o) (2) Qs (d2)
= Q2 ((—00,7])
= FQQ (:’U)

Somit folgt: Qs = Q1. O

Mithilfe dieser Begrifflichkeiten werden wir nun unsere statistische Problemstellung pra-
zisieren:

Wir definieren
O := {(G1,Gs) : G1, Gy sind stetige W-Make auf (R, B) mit G; = G5 oder G; <X Gy}

und setzen fiir unser Testproblem voraus, dass die uns unbekannten Verteilungen [}
der Xy; bzw. F, der Xy; im Sinne der stochastischen Ordnung vergleichbar sind, d.h.
dass gilt: (F1, F3) € ©.

Sei nun X = (X1, ..., Xo,,). Dann erhalten wir das folgende statistische Experiment

E = (Rn’gn’ (FM F2”2)(F17F2)69> )
Hierfiir lasst sich das oben beschriebene Testproblem formulieren als
H={(F,F)c0:F XF} gegen K ={(F,F;,) €©: F = F>}.

Ist namlich (Fy, Fy) € H, so folgt aus F; < Fy gemil Lemma 2.2 fir alle j €
{1,....om}, ke {l,....,na}:

E(Xy;) = /xFl (dz) < /J:Fg (dr) = E (Xo) .

Im Mittel sind die Messwerte bei Verwendung von Verfahren II also mindestens so hoch

wie bei Verwendung von Verfahren I, d.h. die Hypothese H entspricht der Aussage
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“Verfahren II ist mindestens so gut wie Verfahren I”.
Das nétige “Werkzeug”, das dieses Testproblem handhabbar macht, bilden Ordnungs-

und Rangstatistiken, die wir als néchstes einfiihren wollen.

3 Ordnungs- und Rangstatistiken

Sein > 2 und x = (xy,...,x,) ein Vektor des R"”. Ordnen wir die Komponenten von
x in aufsteigender Grofe, so erhalten wir einen Vektor (z;,,...,x;, ) mit x; < x;, <
... < x; , den wir hiernach mit (m(l), e ,w(n)) bezeichnen.

Definition 3.1. Die Abbildung
Toy :R" = R" (21,...,2,) — (:17(1), . ,ZB(n))
heifit Ordnungsstatistik (OS) und ist B" — B"—messbar mit
ToyR") ={zreR" 2, < ... <z, } € B".

Fiir unser Testproblem betrachten wir eine etwas abgewandelte Form dieser Ordnungs-
statistik, ndmlich T : R™ — R"™ definiert durch T' = (TL(.),TQ’(.)), wobei 17 .y und Ty (.,

die Ordnungsstatistiken der ersten bzw. zweiten Teilstichprobe bezeichnen, d.h.

Tigy (€)= (i), - Ti(my))

fir i € {1,2} und = = (211, ..., 22,,) € R™

Einher mit der aufsteigenden Anordnung der Komponenten eines Vektors z = (x1,...,2,) €
R™ geht die Angabe der Stelle, an der jedes z; im geordneten Tupel (az(l), ceey x(n)) steht.

Falls z; = () gilt, so bezeichnet man r; als Rangzahl von z; in (v1,...,2,).

Definition 3.2. Fihren wir fiir jedes j € {1,...,n} die messbare Abbildung
R;:R"—={l,....,n},z— 21[0700) (xj —x;) = |{i: 2 <}
i=1
ein und definieren

R:R"—={l,....n}" 2~ (R (x),..., R, (x)),

so heifit R Rangstatistik (RS) und es gilt x; = x(r, ) fir alle v = (21,...,2,) € R”
und j € {1,...,n}.



Auf unser Problem gemiinzt betrachten wir die Rangstatistik R : R™ — {1,...,n}" mit
R = (RH, ey Ran) und

2 ng

Rij(x) = i (15 — w1)

k=1 I=1
fiir x = (Ill .. ,$2n2) e R™.

Beispiel 3.3. Fiir n; = 3 Messungen bei Verwendung von Verfahren I und ny = 4
Messungen bei Verwendung von Verfahren IT ergibt sich als Gesamtstichprobe = =
(1.9,2.6,0.4,2.1,2.7,1.9,3.2). Dann gilt:

Toy(z) = (0.4,1.9,1.9,2.1,2.6,2.7,3.2)
T(z) = (0.4,1.9,2.6,1.9,2.1,2.7,3.2)
R(z) = (3,5,1,4,6,3,7).

Wir stellen fest, dass der Rang 3 zweimal auftritt. Dies liegt daran, dass x zweimal die
Komponente 1.9 enthélt. In einem solchen Fall spricht man vom Vorliegen von Bin-
dungen. Man iiberlegt sich leicht, dass R (z) genau dann eine Permutation der Zahlen

1,...,n ist, wenn keine Bindungen vorliegen, d.h. wenn

v €RY ={x = (v1,...,7,) ER" 1wy # x; fiiri # j}.

4 Datenreduktion

Vorbereitend auf die Herleitung eines in noch zu prizisierendem Sinne besten Tests
fiir das oben formulierte Testproblem, wollen wir nun Uberlegungen zu méglichen Da-
tenreduktionen durch die vorgestellten Ordnungs- und Rangstatistiken anstellen. Ein
uns bekanntes Konzept fiir eine Datenreduktion, bei der keine wesentlichen Informa-
tionen verloren gehen, ist das der Suffizienz. Wir wollen zunéchst ein anderes Konzept

vorstellen.

4.1 Reduktion durch Invarianz

Definition 4.1. Sei & = (X, A,20) mit W = (W), ein statistisches Experiment und
G eine Gruppe messbarer bijektiver Abbildungen g : (X, A) — (X,.A) versehen mit der
Komposition o als Verkniipfung. Dann heifit 20 invariant unter G, falls gilt

Wj e Vo eO,gcG.



Ein Testproblem heifst invariant unter G, falls die Verteilungsklassen
Wy ::{WQ:HEH} und W ::{WQ:HEK}
jeweils invariant unter G sind.

Definition 4.2. Sei £ = (X, A,20) mit W = (Wy),eo ein statistisches Experiment
und G eine Gruppe messbarer bijektiver Abbildungen. Sei T : (X, A) — (X', A’) eine
Statistik.

o T heifst invariant unter G, falls T (g (z)) =T (x) fir alle g € G und x € X gilt.

o T heifst mazimalinvariant unter G, falls T invariant unter G ist und zu je zwei

Punkten z,y € X mit T (x) =T (y) ein g € G existiert, sodass g (x) = y.

Ist eine Statistik 7" also invariant, so gilt {g (z): g € G} C T~ (T (x)) fiir alle z € X.
Ist T maximalinvariant, so gilt auch 77! (T (z)) C {g(x) : g € G}, also T~ (T (x)) =
{g(z) : g € G}. Somit besitzen die maximalinvarianten Statistiken unter den invari-
anten die grobte Feinstruktur insofern, als ihre Konstanzbereiche T (T (z)), = € X,
genau den Mengen {g (z) : g € G}, genannt Trajektorie des Punktes = unter G, ent-

sprechen.

Wir betrachten nun die folgende Gruppe messbarer bijektiver Abbildungen:
G, = {K(mm) : (71, mo) € 11, X HnQ},

wobei I1,,, die Gruppe der Permutationen der Zahlen 1, ..., n; bezeichnet und Kz, ,) () :
($1n1(1), e T (n)s T2mp (1) - - - ,w27r2(n2)) fir x = (z11,...,%2m,) € R" und (m,m) €
I1,,, x II,,,. Ein Element K , ~,) € G; permutiert also die ersten n; Komponenten von

x gemak m € II,,, und die iibrigen n, Komponenten gemaf my € I1,,.

Proposition 4.3. Das oben formulierte Testproblem ist invariant unter Gy.

Beweis. Fiir beliebiges K7, r,y € Gy gilt:

n 1o\ Ky K‘/r,‘/r
(F11®F22) (r1,m2) = (}P}?{FLFQ)) (rim2)

K(ﬂ'l,ﬂ’2)(X)
(F1,F2)

(Xlﬂ'l(l)v"'?Xl‘rrl(nl)7X27r2(1)7"'7X27r2(n2)>
(F'1,F2)
X

]P)(FLF2)

= (e Fp).
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Somit folgt die Invarianz des Testproblems unter Gy. OJ

Proposition 4.4. Die Statistik T = (TL(.), TQ’(.)) ist maximalinvariant unter der Grup-
pe Gi.

Beweis. Seien zundchst K, r,) € G; und x € R" beliebig. Dann gilt:

T (Kirymo) () = T (T1my(1)s- > Tlmp(ng)s T2mp(1)s - - - » L2ma(na) )

= (T1m())s > Talma(n1)s T2(ma(1)s - - - 5 T(ma(na)))
= (xly(l), Ce 7‘1.1,(71,1)7 .1'2’(1), Ce 7$2,(n2))
= T(z).

Somit folgt die Invarianz von 7" unter G;.
Seien nun z,y € R™ mit T'(z) = T (y). Dann gilt offenbar ($1,(1),---,$1,(n1))

(3/1,(1), - ,yl’(m)) und (1327(1), - ,xgv(m)) = (yz’(l), . ,y27(n2)). Die jeweiligen Teilstich-
proben von x bzw. y haben also die gleichen Komponenten. Somit existieren m; €

Il,, und m € I, mit (y11,...,Y1n,) = ($1m(1)7 . ,:Elm(m)) und (ya1, - .-, Yon,) =
($2ﬂ2(1), . ,xgm(m)), also y = Kz, =, (z). Dies zeigt die Maximalinvarianz von 7" un-
ter G. O

Wir wollen eine weitere Gruppe messbarer bijektiver Abbildungen betrachten. Hierzu

definieren wir zunéchst fiir eine beliebige Funktion g : R — R
G:R" > R" (z1,...,2,) = (g (x1),...,9(zn)) -
und setzen ferner
G2 :={g:¢g:R — R ist stetig, streng monoton wachsend und bijektiv} .

Proposition 4.5. Das oben formulierte Testproblem ist invariant unter G.

Beweis. Fiir beliebige (F1, Fy) € © und g € G, gilt:

(F" @ F3)" = (F))" @ (F)™ .



Denn sind Ay, ..., A, € B, so gilt:

(Fr @ P2 (Ay x ... x Ay) = (FM @ F) (57 (A x ... x Ay))
= (F"® F?)({z e R": (xi) € AV1 <i<n})
— (RO R (7 (o™ )
= ( "(A )) (971 (Am)) By (971 (An1+1)) :
By (9 (An))
= (F)" (A; x ... x Ay) - (F9)™ (Ap1 X ... X Ayp)
= (F))" @ (F))™ (A x ... x A,).

Die Gleichheit der W-Mafse gilt also auf einem Erzeuger von B" und somit auch auf B".
Ferner sind mit F; und F5 auch FY und Fy stetige W-Mafe auf (R, B). Mit Hilfe von
Lemma 2.2 lésst sich aufserdem leicht zeigen, dass gilt:

Somit folgt:
(F1,Fy) € H(K) & (F},Fy) € H(K).
Es folgt die Invarianz des Testproblems unter Gs. 0J

Ferner stellen wir nun fest:

Proposition 4.6. Die Rangstatistik R ist maximalinvariant unter der Gruppe Go.

Beweis. Seien zunéchst § € Gy und x € R™ beliebig. Dann gilt fiir alle ¢ € {1,2},
jed{l,...,ni}:

Rij (g (x)) = Rij (9 (z11) -+, 9 (Tany))

= §j§jlmm 9 (i) = 9 (i)

k=1 l=1

2 ng
= Z Z Ljo,00) (Tij — i)

k=1 l=1

= R (),

wobel die dritte Gleichheit folgt, da ¢ (z;;) > g (zr) < x5 > xp fiir alle k € {1,2},1 €
{1,...,nx}, da g monoton wachsend und bijektiv ist. Somit folgt R (¢ (z)) = R(x) und
damit die Invarianz von R unter Gs.

Seien nun z,y € R® mit R (x) = R (y). Da die Zufallsgrofen X;; stochastisch unab-
héngig und allesamt stetig verteilt sind, gilt P (3ij # kl : X;; = X)) = 0, sodass wir
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0.B.d.A. z,y € RY, annehmen diirfen. Nun gilt also:

xr = (x(Rn(:c))a s 7x(R2n2($))> = (x(R11(y))7 cee 7x(R2n2 (y))>

Definiere nun g : R — R wie folgt: fiir 2 < z(11) setze g (2) := yu1) + (z — x(n)) und fiir
2 > T(any) Setze g (2) = y(2n2)+(z — x(gnz)). Zwischen je zwei grofenméfiig benachbarten
Beobachtungen z;;) < z(x) setze g linear und stetig fort mit g (x(ij)) = Y(i)- Dann ist
g offenbar stetig. Da auferdem z,y € RY und somit ya1) < ... < yen,) gilt, ist g

auch bijektiv und streng monoton wachsend. Damit ist § € Go. Ferner gilt fiir alle
ie{l,2},5e{1,...,n}:

Yii = YRy ) = 9 (Trs0)) = 9 (Trs6)) = 9 (235)

und somit y = (Y11, .-, Yon,) = (g (z11), ..., 9 (T2m,)) = g (z). Hieraus folgt die Maxi-

malinvarianz von R unter G,. L]

Wir haben nun festgestellt, dass das gegebene Testproblem invariant ist sowohl unter
der Gruppe G; als auch unter der Gruppe G,. Man rechnet nun leicht nach, dass das
Testproblem dann auch invariant ist unter der Gruppe G = (G4, G2), die von G; und
Go erzeugt wird, d.h. der kleinsten Gruppe, die G; und Gy enthilt, denn diese Gruppe
besteht gerade aus allen méglichen Kompositionen von Elementen aus G; bzw. Gs.
Auferdem gilt fiir alle K, ,) € G1,9 € Ga: § 0 Kz, np) = Kz, 1) © §. Denn offenbar
gilt fiir beliebiges = € R":

I (Kimim) (@) = G (T1m)s -+ Timyn)s C2ma(1)s - - - Tama(na))
= (9 (@mw) -0 (@) 9 (@2m) -5 9 (T2man)))
= Kerm) (9(@11) 59 (@1ny), 9 (T21) -, g (T2ny))
= Km) (9 (2)).

Somit erhalten wir fiir die von G; und G erzeugte Gruppe:
G = {§ o K(r,my) : g stetig, streng monoton wachsend und bijektiv, (m,m2) € I, @ II,,, }

Ferner {iberzeugt man sich leicht davon, dass die maximalinvarianten Statistiken 7" und

R unter G; bzw. G, miteinander kommutieren. Betrachten wir nun ihre Hintereinan-
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derschaltung

L:R" —» IR ={rell,:n(l)<...<7(m),7(m+1)<...<7(n)},
z = RoT(z)=ToR(z)= (R (z),R(x)),

wobel R; (y (z) := (Ri) (2),..., Rim, (¢)) fiir i € {1,2}, d.h. R, ordnet dic Rang-
zahlen der Teilstichprobe ¢ nach aufsteigender Grofe.

Proposition 4.7. Die Statistik L ist mazimalinvariant unter der Gruppe G.

Beweis. Seien zundchst © € R", K, r,) € G; und g € G, beliebig. Dann gilt:

L (f] © K(m,m) (aj)) = ToR (g © K(ﬂ'hm (:E»

Dies zeigt die Invarianz von L unter G.
Seien nun x,y € R" mit L (z) = L (y), also R(T (z)) = R (T (y)). Dann folgt zunéchst

aufgrund der Maximalinvarianz von R unter G, die Existenz eines g € Gy mit

T(y)=g(T(x)) =T(g(x)). (4.2)

Hierbei folgt die zweite Gleichheit, da fiir alle § € G und x € R" ¢ (T (z)) =T (g (x))
gilt, da g streng monoton wachsend ist. Nun folgt aus (4.2) und der Maximalinvarianz
von T unter G, die Existenz eines Ky, r,y € G1 mit y = Kz, r,) (§ (7)) = Kz, 706 ().

Hieraus folgt die Maximalinvarianz von L unter G. 0

Nachdem wir einige Uberlegungen zur Datenreduktion durch Invarianz angestellt ha-

ben, gehen wir noch auf die Reduktion durch suffiziente Statistiken ein.

4.2 Reduktion durch Suffizienz

Wir werden zeigen, dass die unter der Gruppe G; maximalinvariante Statistik 7', die
die jeweiligen Teilstichproben nach aufsteigender Grofe ordnet, auch suffizient ist fiir

unser statistisches Experiment. Um dies zu zeigen, benotigen wir das folgende Lemma.
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Lemma 4.8. Sei G eine endliche Gruppe messbarer bijektiver Abbildungen g : (X, A) —
(X, A) und sei T : (X, A) — (V,C) eine Statistik, die die o-Algebra T der unter G

wmwvarianten Mengen induziert, d.h.
THC) =T :={AcA:g(A) = A fiir alle g € G} .
Dann ist T suffizient fir die Familie aller unter G invarianten W-Mafle auf (X, A).

Beweis. BEs bezeichne 20 die Familie aller unter G invarianten W-Make auf (¥, A), d.h.
W = {P: P W-Mak auf (%,.A) mit P = P fiir alle g € G} .

Um zu zeigen, dass T suffizient fiir 20 ist, geniigt es zu zeigen, dass fiir jedes A € A
eine messbare Abbildung f4 : (X, A) — (R, B) existiert, sodass f fiir jedes P € 20 eine
Version des bedingten Erwartungswertes Ep (14 | T') ist, d.h. sodass

/ 1,4dP = / fadP
U U

fir alle A€ A,U € T =0 (T) und P € 20 gilt.
Sei also A € A beliebig. Definiere die Abbildung fa : (X, 4) — (R, B) durch

|Tclz| S (g (@) = @ S 1y ().

geG gcG

fa(z) =

Dann ist fs A-messbar und auferdem unter G invariant. Denn fiir beliebigs h € G und
x e X gilt:

falh(z) = Fé'-zl,q(g(wm
geG
- ﬁ-zlugoh(az))
g€eG
_ |ézu(g(af;»
geG
= fa(z).

Die Invarianz von f4 unter G liefert nun die 7-Messbarkeit von f4. Denn fiir beliebiges
B € B ist offenbar f;' (B) € A und fiir alle h € G gilt

h(fi'(B)) =h((fach)™ (B) =h (" (fi"(B))) = fs"(B)
und somit f;' (B) € T.
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Sei nun P € 20 ein unter G invariantes W-MaRk auf (X,.A) und sei U € T beliebig.

Dann gilt:
fadP = / lyo0g | dP
/U ! ER %

geG
7,
= — Z la09)d
’G| QGG
1
:@2/1MP
geG
52
= —. 1,4 dP?
’G| gGZ(; g(g=1(U))
1
R A
geG

- /1AdIP’ —21

gG(G
_ / 1, dP.
U

Somit folgt fa = Ep(1a | T) =Ep(1a| o (T)) = Ep (14| T) P-fast sicher und damit
die Behauptung. O

Dass dieses Lemma nun tatsichlich die Suffizienz von T = (Tl ) Ty ) fiir unser sta-
tistisches Experiment liefert, sieht man wie folgt ein:

Zundchst bildet die Verteilungsklasse 20 = (F" ® I5?) 1, ,)co Wegen (4.1) eine Teil-
klasse der Familie aller unter G, invarianten W-Mafse. Ist also die Suffizienz von T fiir
die Familie aller unter G; invarianten W-Mafe gezeigt, so folgt auch die Suffizienz von
T fiir 0. Ersteres lasst sich mithilfe von Lemma 4.8 zeigen. Offenbar ist G; eine endli-
che Gruppe messbarer bijektiver Abbildungen auf (R, B") mit |G| = nq! - ny!. Bleibt

also zu zeigen, dass
(B =T :={A€B": Knymy) (A) = A fiir alle (my,m2) € I, x I, }

gilt. Offenbar gilt fiir beliebiges A € B*: T~ (A) = Utrmayettn, xit, Kirim) (ANT (R™))
und daher

T (B") = U Kz m (A) | A€ B*"NT (R

(71,m2) €My XTp,
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Zu zeigen ist also:

T = U Kiry o) (A) | A€ B*NT (R")

(7r177r2)EHn1 XH’VLQ

Hierzu:

“C” Sei A € T beliebig, d.h. A € B" und A = Kz, r,) (A) fiir alle (7, 7m2) € I, x II,,.
Dann gilt: A = U(m,m)eﬂnl <1, Kirr,ma) (A). Auferdem gilt T'(A) = K(#, ) (A) = A fiir
ein geeignetes (7, m2) € II,, x II,,,. Somit folgt A C T'(R™) und daher A € B"NT (R").
“27 8ei B =, K (s, m) (A) mit A € BT (R™). Fiir beliebiges (7, 7) €
IT,, x II,, gilt dann:

m1,m2)Ellny xTTn,

K(ﬂ],fg) (B) = K(ﬂ,@) U K(m,wz) (A)

(7T1 ,7T2)€Hn1 X Hng

= U K(ﬁﬂfz) o K(mmz) (A)

(771 =7T2)€Hn1 X H7L2

= U K m2) (A)

(71,m2) €My XTn,

= B

sowie B = U, ren,, xi1,, Komom) (4) =771 (A) € B*. Alsoist B€ 7.

Nun ldsst sich Lemma 4.8 anwenden und es folgt die Suffizienz von T fiir 0 = (F" ® F3”*) g, p,)co-

5 Zusammenfassung und Ausblick

Wir haben festgestellt, dass das in Abschnitt 2 vorgestellte Testproblem zum Vergleich
zweier Behandlungsmethoden invariant ist sowohl unter der endlichen Gruppe G aller
Permutationen der ersten ny; und der iibrigen ny Komponenten des Beobachtungsvek-
tors, als auch unter der Gruppe Gy basierend auf den stetigen, streng monoton wach-
senden und bijektiven Abbildungen g : R — R. Dabei haben wir gesehen, dass die zu
G gehorende maximalinvariante Statistik 7' = (TL(,), TQ,(.)) zudem suffizient ist fiir das
statistische Experiment £ = (R”,B”, (F™ ®F2”2)(F17F2)€@) . Das Problem lisst sich

nun auf zwei verschiedene Weisen weiterbehandeln:

1. Reduktion durch Invarianz nur unter G; mittels der maximalinvarianten Statistik
T = (TL(.), T27(.)). Hierbei werden nur noch Tests betrachtet, die iiber 7" von den
Beobachtungen abhéngen, d.h. Tests von der Form ¢* o T". Dies bedeutet wegen
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der gleichzeitigen Suffizienz von T zudem keinen Infomationsverlust. Uber diesen

Ansatz gelangen wir zu den Pitmanschen Permutationstests.

. Reduktion durch Invarianz unter G; und G, also unter G, mittels der zugeho-
rigen maximalinvarianten Statistik L = R o T, die die Rangzahlen der ersten
sowie der zweiten Teilstichprobe der Grofse nach aufsteigend ordnet. Somit wer-
den nur noch Tests betrachtet, die iber L vom eigentlichen Beobachtungsvektor
abhéingen. Dies fiihrt dazu, dass die Information der tatsachlich gemessenen Wer-
te aufgegeben und stattdessen nur noch mit deren Ringen weitergearbeitet wird.

Diese Herangehensweise fiihrt zu den Rangtests.
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