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Wichtige Definitionen und Sätze

Satz 1
Für eine Markov-Kette X = (X0, X1, ...) mit Zustandsraum S = {1, ..., k}, Anfangsverteilung µ(0) und
Übergangsmatrix P gilt für alle n ∈ N>0

µ(n) = µ(0) ·Pn.

Dabei bezeichnet µ(n) die Verteilung auf S zum Zeitpunkt n.

Definition 2 (Irreduzibilität)
Eine Markov-Kette ist irreduzibel, wenn es für alle i, j ∈ S ein n gibt, sodass gilt:

P(Xn = j | X0 = i) > 0.

Definition 3 (Aperiodizität)
Eine Markov-Kette X ist aperiodisch, wenn für alle s ∈ S folgende Gleichung gültig ist:

ggT{n ≥ 1 | P(Xn = s | X0 = s) > 0} = 1.

Definition 4 (stationäre Verteilung)

Eine Wahrscheinlichkeitsverteilung π auf S heißt stationär bezüglich einer Markov-Kette mit Übergangsmatrix
P, wenn

π ·P = π

gilt.

Definition 5 (Reversibilität)
Eine Wahrscheinlichkeitsverteilung π auf dem Zustandsraum S = {1, ..., k} ist reversibel bezüglich
einer Markov-Kette X auf S, wenn für alle i, j ∈ S

π(i) ·Pi,j = π(sj) ·Pj,i

gilt. Insbesondere folgt aus der Reversibilität die Stationarität.

Definition 6 (Totalvariations-Abstand)

Seien ν(1) und ν(2) Wahrscheinlichkeitsverteilungen auf S = {1, ..., k}, dann ist der Totalvariations-
Abstand der beiden Verteilungen wie folgt definiert:

dTV (ν(1), ν(2)) = max
A⊆S

∣∣∣ν(1)(A)− ν(2)(A)
∣∣∣ .

Satz 7 (Ergodensatz)
Sei X eine irreduzible und aperiodische Markov-Kette mit Zustandsraum S = {1, ..., k}, stationärer
Verteilung π und einer beliebigen Anfangsverteilung µ(0). Dann gilt

µ(n) n→∞−−−→
TV

π.
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Metropolis-Algorithmus

1. Konstruiere eine (beliebige) irreduzible und aperiodische Markov-Kette mit den Übergangswahr-
scheinlichkeiten K(x, y) auf S mit der Eigenschaft:

K(x, y) > 0 ⇐⇒ K(y, x) > 0 ∀x, y ∈ S.

2. Definiere Akzeptanzwahrscheinlichkeiten

A(x, y) =

{
min

{
π(y)·K(y,x)
π(x)·K(x,y) , 1

}
, wenn K(x, y) > 0

0, sonst.

3. Definiere die Metropolis-KetteM . Dabei sollM folgenden Übergangswahrscheinlichkeiten genügen:

P(x, y) =

K(x, y) ·A(x, y), wenn x 6= y

K(x, y) +
∑
z∈S

K(x, z) · (1−A(x, z)), wenn x = y.

Wahrscheinlichkeitsmaß im Ising-Modell

π(x) ∝ exp{β · (
∑
〈i,j〉

xi · xj + h ·
∑
i∈Λ

xi)} 〈i, j〉 steht für alle benachbarte Paare in Z2, wobei

mindestens eines der Elemente in Λ liegt.

β =
1

T
: inverse Temperatur

h ∈ R : Stärke des externen Feldes.
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