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29. Die Pitmanschen

Permutationstests

Literatur Die einzige Quelle dieses Seminars ist das Kapitel 5 des Skriptes zur Ma-
thematischen Statistik von Gerold Alsmeyer (3. Auflage 2009).

Einleitendes Beispiel: Fiir die Behandlung einer Krankheit liegen zwei neue und
vollig verschiedene Methoden (Medikamente) I und II vor. Zur Uberpriifung, ob Me-
thode I zur Behandlung besser geeignet ist als Methode II, konnten Patienten mit den
Methoden behandelt werden und der Erfolg der Behandlung durch eine Kennzahl dar-
gestellt werden, wobei hohere Zahlen fiir bessere Ergebnisse stehen. Denkbar wiren

zum Beispiel folgende Szenarien:

1. Die Patienten bilden eine inhomogene Gruppe. Daher werden mittels dem Zu-
fallsprinzip von n Patienten n; mit Methode I und ny = n — n; mit Methode
IT behandelt. Jeder Patient liefert am Ende der Behandlung einen Messwert, so

dass zum Beispiel folgende Tabelle zustande kommen kdnnte:

I 68108 59| 7,2]5,3
II|126| 6,9 10,3 | 138

2. Die Patienten besitzen bestimmte identische Ausprigungen (z.B Zwillinge) und
kénnen daher zu Paaren zusammengefiigt werden. Nun wird der eine Patient eines
Paares mit Methode I und der andere Patient mit Methode II behandelt. Jedes
Paar liefert dann am Ende der Behandlung einen Messwert, wobei Werte grofier
0 fiir Methode I und Werte kleiner 0 fiir Methode II sprechen. Eine Beobachtung

kénnte zum Beispiel sein:

I-IT | -58 1 3,9 | -44 | -6,6

Da die beiden Produkte neuartig sind, ist keinerlei Aussage iiber die Verteilung des
Genesungsprozesses moglich, d.h. wir konnen keine sinnvolle (gerechtfertigte) Annahme

iiber den vorliegenden Verteilungstyp machen. Damit ist die Anwendung von bekannten
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guten Tests, wie zum Beispiel dem t-Test oder X2-Test, nicht moglich.

Interessante Fragen: Ist es moglich (zu einen Niveau a € (0,1)) die Behauptung
"Methode I ist zur Behandlung besser geeignet als Methode II’ zu {iberpriifen? Und wie
wiirden in diesem Fall die optimalen Tests aussehen und was heifst in diesem Kontext
eigentlich optimal? Lassen sich fiir das Testproblem zum Beispiel gleichméfig beste

unverfélschte oder gleichméfig beste invariante Tests zum Niveau a € (0, 1) herleiten?

Ziel dieses Vortrags ist die Beantwortung dieser Fragen, also die Entwicklung ’optima-

ler’ Tests unter Verwendung einiger Restriktionen in den beiden obigen Szenarien.

29.1. Der stetige Fall

Wir gehen in diesem Abschnitt davon aus, dass die Beobachtungen einer stetigen Ver-
teilung unterliegen. Diese Annahme ist durchaus kritisch zu hinterfragen, welches wir

kurz im Ausblick auf den diskreten Fall erldutern werden (siehe 29.2).

29.1.1. Zweistichprobenvergleich

Problemstellung 29.1 (Zweistichprobenvergleich)

Zum Vergleich der Giite zweier Verfahren (Behandlungsmethoden) I und II werden n,
Messungen unter Verwendung von Verfahren I und ny Messungen unter Verwendung
von Verfahren II durchgefiihrt. Auf der Grundlage der Ergebnisse, reprisentiert durch
X1,y oo, X, und Xop, ..., Xon, fiir Verfahren I bzw. 11, soll entschieden werden, ob

Verfahren I besser ist als II, wobei sich grifere Giite durch hohere Meffwerte ausdriickt.

Modell 29.2 (Zweistichprobenvergleich)

Wir machen folgende Annahmen:
o (Xij)iz12j=1,..n; sind stochastisch unabhdingig
o Xij NQI fUT'Z: 1,2 Undj: 1, , Ny

e (Q1,Qq) € © mit dem Parameterraum

© = {(Q1,Qs) : Q; stetiges W’Mafl auf (R, B) und Q; = Q2 oder Q; < Qq}
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Erlduterung der Annahmen: Zum einen sichern wir mit der Wahl von ©, dass die
beiden Methoden vergleichbar sind, wodurch eine Untersuchung iiberhaupt sinnvoll
ist. Zum anderen forderen wir gleichzeitig, dass die einzelnen Versuchsergebnisse der
Patientenbehandlungen unabhéngig und identisch verteilt sind (X;; ~ @Q;). Dies impli-
ziert, dass der Behandlungserfolg unabhéngig vom heutigen Zustand des Patienten ist.
Lezteres ist eine sehr wiinschenswerte Voraussetzung, da Abhéngigkeiten das Ergebnis
verfilschen konnten:

Stellen wir uns zum Beispiel die 20-jidhrige Sportstudentin Sarah vor, die gerade ihren
dritten Marathon fiir dieses Jahr absolviert hat und der die Erndhrung unglaublich
wichtig ist (ausgewogen, vitaminreich) und den 70-jihrigen Bankchef Harald, der vor
lauter Schreibtischarbeit sowie Stress dem Rauchen und den Siifigkeiten im iiberdimen-
sionalem Malse zuspricht, die 100kg Marke mit Leichtigkeit iibertrumpft sowie chro-
nisch hohen Blutdruck besitzt. Nun werden Sarah und Harald am selben Tag mit einer
Krebsdiagnose eingeliefert. Der Stationschef entscheidet sich dazu, Sarah mit Methode
I und Harald mit Methode II zu behandeln, und wird in der Folge die Methode verwen-
den, welche schneller zur vollstiandigen Heilung gefiihrt hat. Durch die Missachtung der
unterschiedlichen Voraussetzungen von Sarah (jung, sportlich, gut erndhrt) und Harald
(alt, iibergewichtig, seit Jahren Raucher) kann dieses Vorgehen des Stationschefs nun
aber zu einer Fehlentscheidung fiihren, wenn Sarah zuerst geheilt ist. In diesem Fall
kann trotzdem Methode IT die bessere sein, da sie den ’schwierigen’ Patienten zu heilen
hatte.

Insbesondere ist ein Testergebnis im Bezug auf Abhéngigkeiten zwischen den Patienten

bzw. zwischen Patient und Krankheit/Behandlung kritisch zu hinterfragen.

Gehen wir nun zuriick zum Modell und setzen X = (Xi1,... , Xin,, Xo1, ..., Xop,) und

n = ny + ng, so erhalten wir das statistische Experiment

&= (Rn7 an ( ?1 ® QQLQ)(QLQZ)G@)'

Das Testproblem ldsst sich nun préazisieren in der Form

H={(Q,Q)c0:Q 2Q} gegen K ={(Q,Q)cO:Q;>Qy}

= 1 ist nicht besser als 11 = 1 ist besser als 11



Zweistichprobenvergleich 4

Lemma 29.3
In der Problemstellung 29.1 gilt

* Eqan)(p) =a firalle (Q1,Q:) € J = HNK und ¢ € ®"

o J=0-:={(Q,Q) €0:Q=Q.}, dh
{PY:0ecJ}={Q"®Qy : (Q,Q,) € O_} = {Q": Q stetiges W'Map auf (R, B)}

Bemerkung 29.4

Bezeichnen T (), T5 ) die OS der ersten und zweiten Teilstichprobe von x, genauer
Tiy(x) = (Tiq), -+ > Tiny)), 1 =1,2,

und definieren wir T = (T',.y, Ta,.y), so ist die Statistik T' suffizient fir das Experiment
&= (Rn> Bna (Q?l ® @32)0@1,@2)69)'

Bemerkung 29.5
Die Statistik V

V = T(.) : (IH, . ,x2n2) — (ZE(H), . ,ZE(QnQ)) =T

ist vollstindig und suffizient fir (P )gcy.

Optimalitat im Zweistichprobenvergleich: Bisher sind fiir das vorgestellte Test-
problem weder gleichmifig beste unverfilschte noch gleichmifig beste invariante Tests
zum Niveau « € (0,1) bekannt. Aus diesem Grund werden wir uns mit der Angabe
eines unverfilschten Tests zum Niveau « begniigen, der lediglich auf einer interessanten
Teilmenge K; der Alternative K den Fehler 2. Art gleichméfig unter allen J-&hnlichen
Tests zum Niveau o minimiert.

Wir suchen also eine Losung ¢* von

pred,
Egp*(X) = max Epp(X) firalled e K, C K
pedy

Dies bedeutet, die Hypothese H wird gegen eine eingeschrankte Alternative K1 C K

getestet, wobei die Menge K, im Folgenden genauer spezifiziert wird.
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Satz 29.6 (Einseitiger Pitman-Zweistichprobentest)
Ses

dQ;
AN

Ky = {(Qu@z) €K :301> 2,920 (2) = Cpe”?g(x) firi= 1,2}-

Zum Niveau o € (0,1) wird der Pitman-Test durch

1 >
ny
O (z) =< v falls Y x; =c; (29.1)
=1
0 <

definiert, v =V (x) = x(y fiir x € R%, wobei sich v, € [0,1) und ¢, aus der Gleichung

1 -
—'{xER e —VZI1]>C}' 7' {xGR x(,):y,lej:c;}’:a
j=1

| (29.2)

bestimmen. Dann gilt:

(a) ¢* ist gleichmdfig bester Test fir H gegen K unter allen J-ihnlichen Tests zum
Niveau o, d.h.

' ed;, und Eo(p*)= max Ey(p) firallef e K.

WE‘:I)] @
(b) ©* ist ein unverfilschter Test zum Niveau o fiir H gegen K, d.h. p* € ®L.

Bemerkung 29.7

Teilmengen von K, sind zum Beispiel

My ={(NV (u+§0) (u02)) (ufa)eRX(OOO)}
My ={(T(a, 8 =€), (e, B)) : (a, 8 ) £€(0,8)}
MS = {(Exp(ﬁ - f, Exp ) OO) 75 S (075)}

wobei Exp(B,c) die auf (0,c) gestutzte Exponentialverteilung mit \-Dichte

BePr
1—epPe

f(x) = L(0,0)()

bezeichnet.
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Beweis von Satz 29.6(a).
Beweisidee: Konstruktion des gleichméfig besten Test fiir H gegen K, welcher letzt-

endlich ¢* sein wird. Hierzu gliedern wir den Beweis in drei Schritte.
(1) Umformung des Problems:

Sei ¥ € K. Gesucht ist ein Test ¢ mit

o€ Py, und Ey(¢) = max Ey(p). (29.3)

Qpeq)J,a

Wir wissen bereits, dass die Statistik V'
V=Tu (211, -, Tany) = (1), - -, T(2ny)) 1= ()
vollstindig und suffizient fiir (P) )pes, sowie die Statistik T
T = (Th,0y, To,y) (@11, -+ s Tony) = (T1(1)s -+ s T1(m1)> T2(1)5 - - - 5 Ti(ng))

suffizient fiir £ = (R", B", (Q" ® Q3?)0,,0.)co) ist. Insbesondere gilt somit, dass die
Funktion 6§ — Ey(p|V) auf J konstant ist und wir verwenden die Notation E;(p|V)
fir {Eg(p|V)| 60 € J}. Mithilfe dieser beiden Statistiken folgt unter Anwendung von
Lemma A.13 und Lemma A.14 (Kapital 20: bedingte Tests), dass ein Test ¢ die obigen

Forderungen (29.3) genau dann erfiillt, wenn
s 5J7a = {gp Ej(p|V) =a P-fs. fiir alle 6 € J}

und
Ey(@|V) > Eg(p|V) PY-ALs. fiir alle € & .

Durch Ubergang zu bedingten Verteilungen nehmen diese beiden Forderungen die Form
pEDy, = {90 : / o dPYV = — o YK fs fiir alle 0 € J}, (29.4)
/ ¢ dp) V= > / o dP) V= Y £ fiir alle p € D (29.5)

an. Die Idee besteht nun darin, fiir jedes ¢ € K einen optimalen Test ¢y, also einen
Test, der (29.4) und (29.5) erfiillt, zu konstruieren. Hierzu benétigen wir zuerst die

konkrete Form der reguldr bedingten Verteilung von X gegeben V(X) = v.
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(2) Herleitung der bedingten Verteilungen IP"GX‘V(X):V fiir € ©:

Fiir § € © gilt Py (R%) = 1, also offensichtlich auch P, “)(R2) = 1.

Fiir jedes v € RZ ist ]P’?'V(X):V eine diskrete Verteilung auf der Menge

{Kr(v):me Sut ={(Vr)s -+ s Vn(n)) : ™ € Sn}
={zeR":V(zx)=v} (29.6)
— X, (20.7)

Gegeben ein 0 = (Q1,Q2) € O sei Q ein dominierendes o-endliches Mak fiir Qq, Qs

(z.B.Q=Q;+Qy) und f; := % fiir i = 1, 2. Bezeichnen wir nun mit hy die Q"-Dichte
von PX = Q' ® Q52, also

o(r) = MU 2B () T )

dQ" i=1 j=1
und setzen weiter
E@(l’) = Z hg OKTr(iIZ'),
7T€Sn
- Z h9<<x7r(1)7 7177r(n)))7
TeSy

so gilt

) ho() 5 fiir 0 € © mit hg(v) > 0,

prVO= _ ] eR, P (29.8)
= fiir € © mit hy(v) = 0.
Auf J ergibt sich insbesondere
X|V(X)=v 1
pyIVEO= — - > b (29.9)

wobei 0, das Dirac-Maf in z bildet. Bevor die Formel (29.8) bewiesen wird, noch eine
kurze Bemerkung zur Herkunft der Formel:
Fiir v € R mit hy(v) > 0 ist nach (29.6)

ho(v) = > ho(z)

IEXV
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und somit

h@(V) TEX,
1
z:V(z)=v TEX

Interpretieren kann man dies unter der Voraussetzung Py({V(X) = v}) > 0 als

(X e} n{V(xX)=vh

Py(X € [V(X) =v) = il Py({V(X) =v})

Beweis der Gleichung (29.8):
Fiir die reguldr bedingte Verteilung IP’;QV(X):” gilt fiir alle B € B"NR%,C € B"NRZ

/C P, V= (B) Py X (dv) = P, (X €B,V(X) € C)

und sie ist }P’X(X)—f.s. eindeutig. Damit geniigt es zu zeigen, dass fiir alle B € B" N R},
und C' € B"NRL

/C ( > he(x) 1B(a:)> Py ) (dv) = P, <X €B,V(X) € c)

meXu h@(u)

gilt.

Fiir belichiges C' € B" NR” betrachten wir Py X (C) = PX(V-1(C)).
Es gilt

VO ={z:V(x)eC}= | J{z: V() = v}

veC

und mit C' C R” folgt nach (29.6)

Vo) = U{KW(V) :m € Sy}

veC

=J UK}

veC eSSy

= J UK}

weSy, vel

= | J K:(0).

TI'ESn
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Behauptung: Die (K, (C))zes, sind paarweise disjunkt.
Beweis: Angenommen, es gilt = € Kz(C') N Kz (C) (insbesondere ist dann = € R7,).

Dann existieren 7,7 € C' mit
r=Kz(7) und z = K;(7), (29.10)
also gilt
V(z) =V (Kz()) =7 und V(z) = V(K:(0)) = v, dav, 0 € R”
und somit 7 = 0. Nach (29.10) bedeutet dies
Kn(7) = Kn(7) = 7 € RY,

also folgt ™ = 7.

V() ist somit Vereinigung der disjunkter Mengen K. (C), 7 € S,,, und es ergibt sich
mit K1 = K -1 (%)

P, (C) = PY(VHO))

= Py (|J K (0))

71'6577,

= ) PY(K

TI'GSn

= Z/ hy dQ"

TESH

s Z/_ o(K; 0 K,-1(v)) Q"(dv)

TES, 71(0

= % [ hola ) @)

TESH

S /C ho(Ko (v)) Q" (dv)

TESH

_ /C S (e (v)) Q*(dv)

ﬂESn

- / To(v) Q" (dv).
C

Es gilt also auf B" NR”
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Damit folgt aber fiir alle B € B" MR’ und C' € B"NRZ

L2 50 ) B

zeX,

-/ o ( 3 gzgng(m)) () Q"(dv)

- /C _— (:Zi hg(x)13($)> Q" (dv)

und mit {K;(v): 7€ S,} = {2z € R": V(x) = v} nach (29.6) folgt

- /C oy 2 () 18 (1) Q)

N / K, —1(CNn{hy>0}) Z oltelr) Q)

TESH
_ "(d
7r€ZS /BmK —1(Cn{hy>0}) o) Q ( &
=> B (B NK-1(C N {hg > 0})>-
TES,

Die Mengengleichheit {7 : 7 € S,} = {z~! : 7 € S,} (da (S,,0) eine Gruppe ist)

liefert

=Y By (B NKL(C N {hy > 0}))

7T€Sn

- pgf(Bm( U Ke(C N {Ro >0})))

TI'GS'VL

=Py(XeBxe Kﬂ(Cﬂ{Ee>0}))

TES,

XeB Xec(VHCn{hs > 0}))

(
(

= P, (X € B,V(X) € (Cn{hy > 0}))
(

wobei im letzen Schritt Py(V(X) € {hy = 0}) = f{%:a} he dQ™ = 0 verwendet wird.
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Insgesamt gilt also

/C < > %ZEi;lB($>) Py ™) (dv) = Py (X € B,V(X) e o)_

:EGXV

Da hy(v) > 0 P;/(X)—f.s., besitzt die bedingte Verteilung IP’?W(X):V die Form in (29.8).
Fir 0 = (Q1,Qq) € J = O_ ergibt sich mit Q = Q; offenkundig
hg = 1 sowie hy = n!,

was zZu

fiihrt.
(3) Anwendung des Neyman-Pearson-Lemma:

Mit der in Abschnitt 20 (bedingte Tests) entwickelten Theorie ergibt sich das weitere
Vorgehen. Auf jeder der disjunkten Mengen X, = {z € R}, : V(z) = v},v € R, wird

ein bester Test zum Niveau « fiir IP?,(‘V(X):V gegen ]Pf;'v(X):V konstruiert. Ist ¢* ein
Test, der fiir alle v € RZ den Bedingungen

/w* dpy V= — o (29.11)

ey VO = dpy "= 29.12

/ p" dPy " déirg‘a%x):u:a p dPy (29.12)

geniigt, so folgt Eyp*™ > Eyp fiir alle p € &,

Begriindung: (siehe auch Satz 20.4 im Alsmeyer-Skript)

Fiir jedes ¢ € @, bildet N = {v € R" : [¢ d]P’f'V(X):V # a} eine (IP;/(X))QGJ—
Nullmenge und damit auch eine Pg(x)—Nullmenge fiir alle ¥ € K, denn (PX(X))QGJ
dominiert (IPZ(X))%@. Da aber nach (29.12) fiir v € N°¢

* X|V(X)=v X|V(X)=v
/90 pXIV ) Z/Spdpq9 (X)=v.

gilt, ergibt sich die Behauptung mittels

Bo(v) = [ [0 aey" 0 apl
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Gesucht ist also ein Test ¢* mit den Eigenschaften (29.11) und (29.12), der zusétzlich
nicht von ¢ € K abhingt. Da dies nicht fiir alle ¥ € K moglich ist, wahlen wir
die Menge K, der Verteilungspaare mit Exponentialdichten beziiglich eines N-stetigen

MaBes gM. Sei also ¥ = (Q1,Q2) € K;. Dann gilt mit Q = 2\
_ d(QY' ® Qy?)
_d(Qf ® Q3%)

= Hﬂfi(ﬂfij)

i=1j=1

2 n,;
= [T1]Coe™g(xy)
i=1 j=1
2

= C’gllC’gj exp (Z@wa> HHg (i)

i=1 j=1

= C’"IC”2 exp (61 lej + [ ngj) H Hg Tij)

=1 j=1

2 n;
=G e (w1 ~ ) ZIU N 52(2 1+ szj>> [T11otz)
=1 7=1 = i=1 j=1
= Cgllcgj €exXp ((61 - 52) Z.le —+ 52 Z ]/]) Hg Vj
j=1

7j=1
mit v = (vy,...,1,) := V(z). Ein bester Test ¢, auf &, fiir Pf‘v(x): gegen IP’XW(X) v

ist nach dem Neyman-Pearson-Lemma gegeben durch

1 >
PV CO= ({2
ou(r) = {1 (¥) falls W—({}) = k,(9),
0 <

wobei k,(9),7,(9) durch die Gleichung [ ¢, dIP’f‘V(X):V = « festgelegt werden. Nun
gilt auf X, nach Schritt 2

Py (a}) _ Lo hayo(?)
PYVOO= (2} e, 0u(2)
= M -n!
ho(v)
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Cp, O exp ((51 — f2) Z;il T+ Bo 2?21 Vj> H?:l 9(vj)
= = -nl,

h@(V)

welches offensichtlich monoton wachsend in 27;1 x1; ist (1 > f2). Dies impliziert aber
die Gleichheit der Mengen

{i?ii;zggi = /fu(ﬁ)} = { ixlj = cy(ﬂ)} (29.13)

mit ¢, (¥) eindeutig festgelegt durch k,(¢). Aus der Forderung

/% dPXIVO= _

ergibt sich mittels der reguldr bedingten Verteilung in (29.9) und der Mengengleichheit
(29.13)

reX,
1
=D wul®)
zeX,
_ 1 9
=l Z Lt ase@) T W) s o—e,0))
zeX,

1 Y (9)
= > s ey T D LS e

xEX, tozeXx,

1 -
{x ERY 2= V,lej > cy(ﬁ)}‘
j=1

n!

LIV ;x —aln)}

Dies bedeutet aber, dass ¢, (1), 7,(9) nicht von ¢ abhéingen (wohl aber von v bzw. x).
Mit ¢ := ¢, (¥) und =} := 7,(9) ergibt sich fiir jedes ¥ € K, dass

1 >

o (x) =< falls Y oy, = ¢
j=1

0 <
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der gleichméfig beste Test fiir H gegen {9} unter allen J-ahnlichen Tests zum Niveau
a ist. Durch ¢*(z) = @y (x) erhalten wir dann den gleichméfig besten Test fiir H

gegen K7 unter allen J-dhnlichen Tests zum Niveau « ist. O]

Beweis von Satz 29.6(b).
Wir verweisen hier auf Alsmeyer, Mathematische Statistik, Seite 203ff. O

Bemerkung 29.8 (Durchfiihrung des Tests)
Fir die Auswertung eines Tests wird eine Vertafelung der kritischen Werte ¢, bendtigt.
In Gegensatz zu der Statistik-Vorlesung, wo zum Beispiel im Kapital "Tests im Zu-
sammenhang mit der Normalverteilung" der kritische Wert immer ein durch die Wahl
von « eindeutig bestimmtes Quantil (Fraktil) einer bekannten Verteilungsfunktion dar-
stellte, ist c; aufgrund von v = V(x) = () von der Realisation abhingig und eine
Vertafelung daher nicht mdglich.
Im Folgenden mdchte ich eine einfache Vorgehensweise zur Bestimmung des kritischen
Wertes c;, vorfihren:
Sei

vpe=A{y;ciel}, IC{l,....,n}k|I|=n.

Es gibt (:;1) Teilmengen von {1,... ,n} und zu diesen Iy, ... I/ n\ definieren wir die
ni
Summen s; = Zielj vi,1 <j < (:1), derart dass s; > sy > ... > S(n) Dann kénnen
ni

wir vy, darstellen durch

n . . *
* a(rn) |{VI ) ZVZ‘GVI Vi > CV}‘

Y, =
Y ‘{VI : ZWEV} Vi = Clﬂ;}|
Begriindung: Fir x = (z11,... ,Z1n,,T21,- .. , T2n,) € RY hat die Permutation der
n1
orderen ny; und die der hinteren ng Fintrage keinen Einfluss auf die Summe T1i.
g J
j=1
Daher gilt
ni
{x € R; DX :U’lej > Cf)}‘ = ‘{V} : Z v; > CZ} -n1! -TLQ!
j=1 vi€vy
sowe
ni
{x c R; LX) :U’lej = c:}‘ = ‘{VI . Z Vi :C;} .n1! n2'
7=1 Vi€V
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Hieraus ergibt sich

ni * ni
v
a. {xeR;x():U’lej>C:}’+n—ﬁ {:L‘GR;ZI.I'(.)—U,ZQ?U—CU}‘:&
j=1 J=1
1 . o
- . . ) . |. | v . . | |
i H{I/I. Zyl>cl,} nil-mo!  + o {1/1. ZVZ—C }’ nil-ng e
vi€Vry 2SI 9%
1 . ) Yo : _ _
< T V[.Zl/i>cy + o V[.Zl/i—cy =«
(nl) Vi€EVr <”1) vi€vy

und somit die Formel fir ;.
Aus der Annahme, dass allen Beobachtungen eine stetige Verteilung zugrundeliegt, lisst

V(X

sich aber weiter leicht folgern, dass fir (P, ))geg-fast alle v sogar s; > ... > S(n)

ni

gilt. Mit k* := [a(")] und ¢} = sp+41 folgt somit

2eal2) o (2) oo

Beispiel 29.9 (Anwendung des einseitigen Pitman-Zweistichprobentest)
Wir kénnen nun die Behauptung Methode I ist besser als Methode aus dem einleitenden

Beispiel zum Niveau o € (0,1) testen. Wir beitzen also folgende Daten:
o o =0,05,
e ny =5ny=4 (also n =9) sowie

o die Meflwerte bei Anwendung von Verfahren I bzw. II:

I| 68|108| 59| 72|53
IT| 126 69 10,3 13,8

Es gilt somit
* () = () =126,
e k*=la- ()] =10,05-126] = 6 sowie
e w=a(y) o)) =03

Hieraus ergibt sich ¢, := Sg+41 = Sy, dies bedeutet, wir missen die 7 grofiten Summen

aus jeweils ny = 5 Meflwerten bilden:
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5,3(58|68|69|72|10,8|10,8| 12,6 | 18,8 | > .., vi
* * * * * 54,7
* * * * * 54,4
* * * * * 54,3
* * * * * 53,3
* * * * * 52,8
* * * * * 51,3
" * * * * 51,2

Der einseitige Pitman-Zweistichprobentest ist also gegeben durch

1 >
ni
Sp*(q;) = 07 3 falls Z riy; = 5]., 2 (2914)
j=1
0 <

Da > x; = 6,84+10,84+5,9+ 7,2+ 5,3 = 36 < 51,2 ist o*(x) = 0. Der Test
j=1
entscheidet sich also fir die Hypothese "Verfahren I ist nicht besser als Verfahren

", wobei dies bedeutet, dass die Alternative zum Niveau o = 0,05 nicht gesichert
angenommen werden kann (die Hypothese kann bei Tests zum Niveau o nie gesichert

angenommen werden, da nicht bekannt ist, wie grof§ der minimierte Fehler 2.Art ist).

Bemerkung 29.10

Das Resultat im obigen Beispiel legt nahe, die Hypothese und Alternative zu vertau-
schen, um "Verfahren II ist besser als Verfahren I'" zum Niveau o zu verifizieren. D.h.
die Rollen der beiden Verfahren werden vertauscht (also T=IT und ﬁ:[) und wir testen
"Verfahren I ist besser als 11",

Aufgrund der Gleichheit (:1) = (:2) gilt auch in diesem Test c;, = sz, wobei nun die 7

grofisten Summen aus jeweils 4 MefSwerten gebildet werden miissen:

5,3(58|68|69|72|10,8]10,8| 12,6 | 18,8 | > .., vi
* * * * 47,5

* * * * 44 4

* * * * 44,1

* * * * 44,0
* * * * 43,9

* * * * 43,6

* * * * 43,5
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Es ergibt sich ¢;, = 43,5 < 43,6 =12,6+6,9 + 10,3 + 13,8 und ¢*(z) = 1.
Damit kann zum Niveau o = 0,05 "Verfahren II ist besser als Verfahren 1" verifiziert

werden.

29.1.2. Verbundene Stichproben

Erinnern wir uns an die Annahmen in der Problemstellung 29.1, so haben wir deren
Giiltigkeit in der Realitat kritisch gedugt. Dies lag vor allem an der Tatsache, dass das
Behandlungsergebnis hiufig vom sonstigen Zustand des Patienten (Alter, Sportlich-
keit, Erndhrungsgewohnheiten) abhéngt. In unserem iiberspitzten Beispiel mit Sarah
und Harald wurde deutlich, dass die Behandlungsergebnisse der Methoden I und II
nur sinnvoll interpretierbar sind, wenn die Patienten identische Voraussetzungen mit-
bringen. Optimal wire daher ein und dieselbe Person zuerst mit Methode I und beim
nichsten Krankheitsausbruch mit Methode II zu behandeln. Die verbundene Stichpro-
be nimmt diesen Ansatz auf, indem sie Paare von Patienten bildet, deren Eigenschaften

in moglichst vielen heilungsrelevanten Komponenten iibereinstimmen.

Problemstellung 29.11 (Verbundene Stichprobe)
Modifikation des Zweistichprobenvergleichs

Zum Vergleich zweier Behandlungsmethoden I und I werden dieses Mal zundchst Paa-
re von Versuchseinheiten mit gleichartigen Komponenten (z.B. eineiige Zwillinge, Au-
genpaare) gebildet und anschliefend auf ein Mitglied eines Paares Methode I, auf das
andere Mitglied Methode II angewendet. Die Differenz der MefSwerte interpretiert man
als Auswirkung der Unterschiede zwischen I und II, wobei sich griffere Giite wie zuvor
durch hohere Meffwerte ausdriickt.

Wir bezeichnen die MefSwerte im i-ten Paar, i = 1,... ,n, mit Xy; und Xo;, wobei
(X11, ..., Xqn) die Ergebnisse bei Verwendung von Methode I und (Xa1, ... , Xo,) die

Ergebnisse bei Verwendung von Methode II reprasentieren.

Modell 29.12 (Verbundene Stichprobe)

Wir machen folgende Annahmen

e Die Vektoren (X11,Xo1), ..., (X1n, Xon) sind stochastisch unabhingig und iden-

tisch verteilt
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e Die Stichprobendifferenz

Xi:=Xyu—Xg, 1=1,...,n
—XiZ:XQZ'—XM, 1= N 1
besitzl eine stetige Verteilung P bzw. P~.

e F bezeichne die Verteilungsfunktion der X; und F~ die der —X;, d.h. es gilt

F~(t)=1—F(=t) fir allet €R.

e P c § mit Parameterraum

§:={Q: Q stetiges WMaf auf (R,B) mit Q = Q™ oder Q < Q7}

Wir wollen iiberpriifen, ob Methode I besser ist als Methode II. Mathematisch bedeutet
dies, dass die Verteilung der X; die der —X; stochastisch majorisiert, d.h. fiir alle t € R
gilt

P((t,00)) = P~ ((t, 00))

mit strikter Ungleichheit fiir mindestens ein ¢. Das Testproblem ldsst sich also in der

Form

H={QeF:Q=Q} gegen K={Qe€F:Q>Q}

= [ ist nicht besser als 11 = 1 ist besser als 11

bei gegebenem statistischem Experiment

&€= (R" B",(Q")ges)
prazisieren.

Lemma 29.13
In der Problemstellung 29.11 gilt

e Eg(p) = [pn ¢ dQ" =« fir alle Q € J=HNK und ¢ € d*

o J=3,={Q€eF:Q=Q}, d.h. J ist die Menge der stetigen, in 0 symmetri-
schen Verteilungen auf (R, B).
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Bemerkung 29.14
Die Statistik 'V

Vi.x= (.Il R ,l’n) — |$|(.) = T(.)(]x1|,... ,\xn\)

ist vollstandig und suffizient fir (Q")gez, -

Auch fiir die Modifikation des Zweistichprobenvergleichs sind bisher weder gleichméakig
beste unverfilschte noch gleichméfkig beste invariante Tests zum Niveau a € (0,1)
bekannt. Daher begniigen wir uns erneut mit der Angabe eines unverfilschten Tests
zum Niveau «, der lediglich auf einer interessanten Teilmenge K; der Alternative K

den Fehler 2. Art gleichméafig minimiert.

Satz 29.15 (Einseitiger Pitman-Symmetrietest)

Ses
dP

KI::{PGK d»\()

= Cyeg(|z]) mit B >0 und g > 0}.

Zum Niveau o € (0,1) wird der Pitman-Symmetrietest durch

1 >
O (x) =<, falls Y x; =c; (29.15)
=1
0 <
definiert, v = V(z) = |z[¢) = T()(|lz1l,. .. |za]) fir z € Ry = {y € R" : |y| #

ly;| fiir i # j}, wobei sich v € [0,1) und ¢ aus der Glezchung

1 - ,
S |HmER|7,é 7|(y Zx]>c H 2n BT {IG]R?é z|(y ,Z:L‘j:cv}':a
j=1

bestimmen. Dann gilt:

(a) ¢* ist gleichmdfig bester Test fir H gegen Ky unter allen J-dihnlichen Tests zum
Niveau o (J = Fs), d.h.

' ed;, und Eo(p*)= max Ey(p) firallef e K.

906(1)704

(b) ©* ist ein unverfilschter Test zum Niveau « fiir H gegen K, d.h. p* € ®L.
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Beweis von Satz 29.15.

Die Beweisfiihrung ist weitgehend analog zum Beweis des Satzes 29.6. [

Bemerkung 29.16

Als Teilmenge von Ky sei hier
My = {N(,0%) = (1, 0%) € (0,00)%}

erwdahnt.

29.2. Der diskrete Fall - Ausblick

Kritikpunkt von Anwendern:
Die Voraussetzung stetig verteilter Beobachtungen, die dafiir sorgt, dass (mit Wahr-

scheinlichkeit 1) keine Bindungen innerhalb der Stichprobe entstehen.

Die Kritiker berufen sich auf die begrenzte Mefsgenauigkeit in der Praxis, aufgrund
derer man eigentlich immer nur diskrete Messdaten erhilt. Daher ist die Annahme,
dass nur bindungsfreie Realisationen moglich sind (selbst wenn die Beobachtungen

tatsichlich von einer stetigen Verteilung herriihren), nicht gerechtfertigt.

In diesem Subabschnitt wird nun die Parametermenge

D =D(S) :={(Q1,Q2) : Q; WMak mit Trager C S und Q; = @, oder Q; < Qy},
anstelle von © bzw.

D =D(5) :={Q: Q W'Mak mit Trager C S und Q = Q™ oder Q < Q7 },

anstelle von § zugrundegelegt. Hierbei ist S eine beliebige abzidhlbare Teilmenge von

R, wobei typischerweise S = dZ fiir ein d > 0 gilt.

Betrachten wir den Beweis von Aussage (a) des einseitigen Pitman-Zweistichprobentests,
so fillt auf, dass nur bei der Berechnung der bedingten Verteilung IP’?'V(X):V die Stetig-
keit der auftretenden Verteilungen verwendet wurde. Es verursacht aber keine groferen
Probleme die Verteilung IP’?'V(X):V im diskreten Fall (also unter der Annahme, dass v
identische Eintrége besitzen kann) zu berechnen. Daher kénnen die Pitmanschen Per-
mutationstests fiir den diskreten Fall aufgestellt und mit dem analogen Vorgehen wie

im stetigen Fall bewiesen werden.



A. Anhang

A.1. Stochastische Majorisierung

Definition A.1 (stochastisch grofer)
Seien Q und P zwei W’Mafe auf (R, B). Dann heifit Q stochastisch grifier als P (al-

ternative Q magorisiert P), falls
Q((z,00)) > P((z,00)) [Fo(z) < Fp(x)] fiir alle x € R.

Notation: Q = IP.
Gilt auferdem P # Q, so schreiben wir Q = P.

Die anschauliche Interpretation liegt auf der Hand: Q ist stochastisch gréfer als P,

wenn Q fiir jeden Wert z € R mehr Masse rechts von x als P besitzt. Dies impliziert:

Satz A.2
Seien X,Y Zufallsvariablen sowie Q,P W’Mafle mit X ~ Q,Y ~ P. Dann gilt die
Implikation

Q=P = EX>EY.

21
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A.2. Testtheorie

Setting: Gegeben sei ein statistisches Experiment £ = (X, A, (Wy)peco ), bestehend aus
einem messbaren Raum (&', A) und einer Familie (Wy)pco von W’Maken auf (X, .A).
Zudem sei X : (Q, F) — (X, A) eine Zufallsvariable mit Py = W.

Definition A.3 (Statistik/Test)

Sei (X', A') ein Messraum. Eine messbare Funktion
T: (X,A) — (X A)
heifst Statistik. Fin Test oder eine Testfunktion auf X ist eine Statistik @ mit
v: X —10,1].
Wir betrachten in den folgenden Abschnitten ein Testproblem H gegen K mit
e HKC®O

e HUK =0 und

e HNK =1.

A.2.1. GleichmaBig beste Tests

Definition A.4 (Test zum Niveau «)
Ein Test ¢ heifit Test zum Niveau o € (0,1), falls

EQQO(X) S (e

fiir alle 6 € H. Es bezeichne ®, die Gesamtheit aller Tests zum Niveau o.

Definition A.5 (Gleichmifig bester Test)
Ein Test o* heifit gleichmaflig bester Test zum Niveau o € (0, 1), falls p* € ®,, und

Egp*(X) = max Egp(X) fir alle 0 € K.
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Satz A.6 (Neyman-Pearson-Lemma)
Seien Qo und Q1 W’Mafe auf (X, A) mit Dichten fy bzw fi bzgl. eines dominierenden

Mafes pi (etwa pp = Qo + Q1 ).
Ferner sei a € (0,1) und ®, = {¢ : ¢ Test mit [ ¢ dQy < a}. Dann gilt:

e (Hinreichende Bedingung) Sei i) ein Test mit

1. fwdQQZOé

2. Es existiert ein k € [0,00) derart, dass

) = L filz) > kfolx) Lt (A1)
0 fl(QT) < k’fo(l’)

Dann folgt
[0 0 = [ o da (4.2)

o (Existenz) Es existiert ein Test 1, der die Voraussetzungen (A.1) und (A.2)
erfillt.

A.2.2. Unverfdlschte Tests
Definition A.7 (Unverfilschtheit)
FEin Test ¢ heifit unverfilscht zum Niveau « € (0,1), falls
o Fyo(X) <a firaleecH
o Fyo(X)>a firallefeK
Es bezeichne @ die Gesamtheit aller unverfilschten Tests zum Niveau a.

Definition A.8 (Gleichmifig bester unverfilschter Test)
Ein Test ©* heifsit gleichmdfiig bester unverfilschter Test zum Niveau o € (0,1), falls
©* € ®L und

Egp™(X) = max Egp(X) fir alle 0 € K.

@
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A.2.3. J-3hnliche Tests

Definition A.9 (J-Ahnlichkeit)
Sei J eine beliebige Teilmenge von ©. Ein Test ¢ : X — [0, 1] heifit dhnlich auf J zum

Niwveau o oder auch J-dhnlich zum Niweau o, falls
Eg(p(X)) =a fir alle 0 € J.

Die Menge aller solcher Tests bezeichnen wir mit @ ;.

Satz A.10

Bezeichne W = W(X, A) die Menge der W’ Mafle auf (X, A). Sei ¢ ein Test auf (X, A)
und H, K der topologische Abschluss von H, K bzgl. dy (dy(P,Q) := sup 44 |P(A4) —
Q(A)]). Dann gilt

1. die Gitefunktion P — Epyp ist gleichmdfig stetig auf W(X, A) beziiglich dy .

2. Ist ¢ ein unverfilschter Test zum Niveau o fiur H gegen K, wobet H K C W
beliebig mit J = HNK # 0, so ist o J-ihnlich zum Niveau a.

A.2.4. Suffienz und Volistandigkeit von Statistiken

Definition A.11 (Suffizienz)

Fine Statistik T : (X, A) — (X', A’) heifst suffizient fir €, falls fir jedes A € A eine
mefbare Abbildung W(A|T =) : X' — [0,1] exzistiert, so dass W(A|T = -) fir jedes
0 € O eine Version der faktorisierten bedingten Wahrscheinlichkeit Wo(A|T = ) bildet.
Dies bedeutet, dass

Wo(ANT1(A)) = . W(A|T =t) W (dt)

fir alle Ae A;A" € A" und 0 € © gelten soll.

Eine Statistik 7' heiftt also suffizient fiir £, falsch die bedingte Verteilung P?‘T(X):t

unter jedem Py dieselbe ist, d.h. von # nicht mehr abhéngt.
Definition A.12 (Vollstandigkeit)
FEine Statistik T : (X, A) — (X', A’) heifit vollstandig fir €, falls die Implikation gilt:

Eyf(T(X)=0fa.0cO0=f=0P, " fs fa.0cO
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A.2.5. Bedingte Tests (Kapital 20 Alsmeyer)

Nun sei & = (X, A, (Wp)geo) ein statistisches Experiment mit © C R d > 2. Zudem
bezeichne T : (X, A) — (X', A’) eine suffiziente Statistik fiir £ und wir definieren
Eor(p) :=Ey(poT(X)).

Wegen der Suffizienz von T existiert zu jedem Text ¢ ein ebenso guter Test ¢ der
Form ¢ o T, und zwar ¢ = W (p|T). Aus diesem Grund betrachten nur noch das durch
T reduzierte Experiment T = (X', A", (W] )peo), wobei jetzt ®;, die Menge aller
J-ghnlichen Tests ¢ : X’ — [0, 1] bezeichne.

Lemma A.13 (Lemma 20.2 im Alsmeyer)
Sei V. (X, A) — (X", A") eine vollstindige und suffiziente Statistik fiir (W{ )ecy.
Dann qgilt:

YeEDd;, & Er@V)=a W] -fs. firallecJ.

Lemma A.14 (Lemma 20.3 im Alsmeyer)
Sei ) € ©\ J und V wie in Lemma A.13. Dann gilt fir * € ®;,:

Ey7r(*) = max Eyr(v) <<  Eyr(Q*|V) > Eyr(|V) Wi -fs. fiir alle ) € ®y,.

¢€<I’J,a
Zusammenfassend besagen A.13 und A.14, dass bei Vorliegen einer vollstdndigen und
suffizienten Statistik V' fiir W, )se s die folgenden Problemstellungen édquivalent sind:
1. Finde einen Test ¢ : X’ — [0, 1] mit
o Epr(¢*)=afiralled e J

] E&T('(ﬁ*) = Inax Eﬂ,T(w)

w€q>],a

2. Finde einen Test ¢" : X’ — [0, 1] mit
e Er(¢|V)=a W]l s firallefeJ

o Eyr(¢*|V) >Eyr(¢|V) Wl-fs. fiir alle ¢ € &,



