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1 Einleitung

Die Theorie der Groÿen Abweichungen ist ein Teilgebiet der Wahrscheinlichkeitstheo-

rie, das sich mit dem Studium sehr seltener Ereignisse beschäftigt. In allen einfüh-

renden Texten über die Wahrscheinlichkeitstheorie werden asymptotische Aussagen wie

das Schwache und das Starke Gesetz der Groÿen Zahlen oder der Zentrale Grenzwert-

satz behandelt. Diese beschreiben das normale Verhalten einer Partialsummenfolge von

unabhängig, identisch verteilten Zufallsgröÿen. Die Theorie der Groÿen Abweichungen

möchte im Gegenzug das Abweichungsverhalten analysieren. Dabei spielt unter Ande-

rem die Betrachtung der Wahrscheinlichkeit der Ereignisse { 1
n
Sn > x} beziehungsweise

{ 1
n
Sn < −x} eine zentrale Rolle. Nun stellt sich vielleicht die Frage, warum die Theorie

der Groÿen Abweichungen eine so groÿe Rolle spielt. Die Liste der Anwendungen dieser

Theorie zumindest ist lang und wächst ständig. Als Beispiel seien an dieser Stelle nur

die Statistik und die Informationstheorie genannt. Aber bei Infragestellen dürfte allein

ein Gedanke an die geringe Wahrscheinlichkeit, im Lottospiel Sechs Richtige zu tippen,

zunächst einmal etwaige Zweifel beiseite räumen.

Das Thema meines Seminarvortrages - Der Satz von Gärtner-Ellis - stellt eine weit rei-

chende Verallgemeinerung des Satzes von Cramér dar, der sich innerhalb der Theorie

lediglich auf den Fall von unabhängig, identisch verteilten Zufallsvariablen beschränkt.

In meinem Vortrag werde ich zunächst kurz darauf eingehen, was genau unter einem

Prinzip Groÿer Abweichungen verstanden wird. Davon ausgehend werde ich nach einer

Einführung grundlegender De�nitionen und Voraussetzungen den Satz von Gärtner-Ellis

formulieren und beweisen.

2 Das Prinzip Groÿer Abweichungen

Seien X1, X2, ..., Xn unabhängig, identisch verteilte Zufallsgröÿen, deren Varianz σ2

existiert und E(X1) = 0 gelte. Wir betrachten die Partialsummenfolge (Sn)n∈N und

möchten ihr Verhalten für groÿe n diskutieren. Dabei liegt unsere Betrachtungsweise

auf der Analyse des Abweichungsverhaltens, also der Wahrscheinlichkeiten sehr seltener

Ereignisse.

Zunächst wollen wir de�nieren, was wir unter einem Prinzip Groÿer Abweichungen ver-

stehen:

Es sei (E,d) ein metrischer Raum und BE die Borel-σ-Algebra auf E, d.h. die von den

o�enen Mengen erzeugte σ-Algebra. Ferner seien (µn)n∈N eine Folge von Wahrschein-
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lichkeitsmaÿen auf (E,BE) und (γn)n∈N eine Folge positiver Zahlen mit γn → ∞.

De�nition 2.1. (Prinzip Groÿer Abweichungen): Wir sagen, die Folge (µn)n∈N genügt

einem Prinzip Groÿer Abweichungen mit Ratenfunktion I und Skala γn, falls eine Funktion

I: E → [0,∞] existiert mit:

1. 0 ≤ I(x) ≤ ∞ für alle x ∈ E

2. I ist von unten halbstetig, d.h. für jede Folge (xn)n∈N in E und für jedes x ∈ E

gilt: (xn→x) → (lim infn→∞ I(xn) ≥ I(x)).

3. Für jedes I < ∞ ist die Menge { x ∈ E : I(x) ≤ s }, s ≥ 0 kompakt in E.

4. Für jede abgeschlossene Menge F ⊂ E gilt:

lim supn→∞
1
γn

log µn (F) ≤ - infx∈F I(x)

5. Für jede o�ene Menge G ⊂ E gilt:

lim infn→∞
1
γn

log µn (G) ≥ - infx∈G I(x)

Bemerkung. Die Bedingung 4. nennen wir auch obere Schranke für abgeschlossene

Mengen, Bedingung 5. analog untere Schranke für o�ene Mengen.

3 Grundlegende De�nitionen und Voraussetzungen

De�nition 3.1. Es sei (Zn) eine Folge von reellwertigen, borelmessbaren Zufallsvekto-

ren auf dem Wahrscheinlichkeitsraum (Ω,B(R),P). Dann ist die Momentenerzeugende

Funktion de�niert als

φn(t) := E(exp(< t, Zn >)), t ∈ Rd, n ∈ N

Ferner de�nieren wir die logarithmische Momentenerzeugende Funktion als

log φn(t) := log(E(exp(< t, Zn >))), t ∈ Rd, n ∈ N

Die Fenchel-Legendre-Transformierte ist de�niert als

Λ∗(x) := sup
λ∈Rd
{< x, λ > −Λ(λ)} mit Λ(λ) := lim

n→∞

1

n
log φn(nλ)

De�nition 3.2. (exponierter Punkt) Ein y ∈ Rd heiÿt exponierter Punkt von Λ∗, wenn

ein λ ∈ Rd existiert, sodass für alle x 6= y gilt:

< λ, y > −Λ∗(y) >< λ, x > −Λ∗(x)

Ein solches λ heiÿt exponierende Ebene zu y.
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These. 1. Für jedes λ ∈ Rd existiere Λ(λ):= limn→∞
1
n
log φn(nλ) ∈ [-∞,∞]

2. Es gelte 0 ∈ int(DΛ), wobei DΛ:= {λ ∈ Rd : Λ (λ) < ∞}

Lemma 3.3. Λ hat die Eigenschaften:

1. Λ ist konvex und Λ > - ∞

2. Λ∗ ist eine Ratenfunktion und konvex.

De�nition 3.4. (Relatives Inneres) Für jede nicht-leere Menge C ⊆ Rd ist das relative

Innere von C de�niert als die Menge

ri(C) := {y ∈ C : x ∈ C → y − ε(x− y) ∈ C für ein ε > 0}

Bemerkung. • Das relative Innere ist sozusagen das Innere aus der Menge selbst

heraus betrachtet.

• Es gilt: int(A) ⊂ ri(A).

• Wenn A = {x}, dann ist int(A) = ∅, während ri(A) = A.

De�nition 3.5. (Exponentielle Stra�heit) Eine Familie (µn)n∈N von Wahrscheinlich-

keitsmaÿen auf (E,BE) heiÿt exponentiell stra� auf der Skala (γn), falls es zu jedem ε

> 0 eine kompakte Menge K gibt, sodass

lim sup
n→∞

1

γn
log µn(Kc) ≤ −ε

Lemma 3.6. Für alle Folgen (an)n∈N und (bn)n∈N in (0,∞) gilt:

lim
n→∞

1

n
log(an + bn) = lim

n→∞

1

n
log(max{an, bn})

De�nition 3.7. De�niere Λ∗(S) := infx∈S Λ∗(x) mit S ⊂ Rd.

4 Das Gärtner-Ellis Theorem

Satz 4.1. (Gärtner-Ellis): Wir setzen die obige These als gültig voraus. Dann gilt:

1. lim supn→∞
1
n
log µn(F) ≤ - infx∈F Λ∗(x) für alle F ∈ Rd abgeschlossen

2. lim infn→∞
1
n
log µn(G) ≥ - infx∈G∩F Λ∗(x) für alle G ∈ Rd o�en, wobei F die

Menge der exponierten Punkte von Λ∗ bezeichnet, deren exponierende Hyperebene

zu D0
Λ gehört.

3. Gilt zusätzlich für Λ:
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(a) Λ ist auf Rd von unten halbstetig.

(b) Λ ist di�erenzierbar im Inneren von DΛ.

(c) Gilt entweder DΛ = Rd oder Λ ist steil, d.h. limn→∞ |Λ(λn)| = ∞ für jede

Folge (λn) im Inneren von DΛ, die gegen den Rand von DΛ konvergiert.

Dann können wir G ∩ F durch G ersetzen und µn genügt einem Prinzip Groÿer Abwei-

chungen auf Rd mit Rate n und Ratenfunktion Λ∗.

Beweis. Der Beweis des Satzes gliedert sich in drei Teile. Zunächst wird die obere Schran-

ke, danach die untere Schranke und schlieÿlich der Übergang von G ∩ F zu G gezeigt.

Teil 1: obere Schranke

Wir beweisen die Behauptung zunächst für kompakte Mengen. Sei dazu ε > 0 beliebig

und Λ∗ε := min {Λ∗(y) - ε, 1
ε
} für y ∈ Rd. Es handelt sich also um eine durch 1

ε
nach

oben beschränkte, sich an Λ∗ annähernde Minorante von Λ∗.

Da Λ∗ε(y) ≤Minorante Λ∗(y) =Def. supλ∈Rd (<y,λ> - Λ(λ)), existiert für jedes y ein λy

∈ Rd, sodass

< y, λy > −Λ(λy) ≥ Λ∗ε(y) ⇐⇒ Λ∗ε(y) ≤< y, λy > −Λ(λy) (1)

Ferner �nden wir für jedes y ∈ Rd eine Umgebung Ay von y, sodass

inf
x∈Ay

< x, λy >≥< y, λy > −ε ⇐⇒ inf
x∈Ay

< x− y, λy >≥ −ε gilt. (2)

Wir leiten nun die exponentielle Tschebysche�- Ungleichung für eine Zufallsvariable Y

her:

P (Y ≥ δ) = P (exp(nY ) ≥ exp(nδ))

= P (exp(nY − nδ) ≥ 1)

= P (exp(n(Y − δ)) ≥ 1)

= P (| exp(n(Y − δ))− 0| ≥ 1)

≤ E(exp(n(Y − δ)))
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und wenden diese an. Dann erhalten wir mit (2):

µn(Ay) = P (Zn ∈ Ay)

≤(2) P (< Zn − y, ty >≥ −ε)

= P (exp(n < Zn − y, ty >) ≥ exp(−nε))

= P (exp(n < Zn − y, ty > +nε) ≥ 1)

≤Tscheby E(exp(n < Zn − y, ty > +nε))

= exp(nε)E(exp(n < Zn − y, ty >))

= exp(nε) exp(−n < y, ty >)E(exp(n < ty, Zn >))

= exp(nε) exp(−n < y, ty >)E(exp(< nty, Zn >))

=Def. exp(εn) exp(−n < y, ty >)φn(nty)

Sei K ⊂ Rd eine kompakte Menge. Dann hat die Überdeckung
⋃
y∈K Ay von K eine

endliche Teilüberdeckung
⋃
i=1,...,N Ayi und wir erhalten mit der obigen Abschätzung:

1

n
log µn(K) ≤ 1

n
log[N max

i=1,...,N
µn(Ai)]

=
1

n
log[N max

i=1,...,N
(exp(εn) exp(−n < y, tyi >)φn(ntyi))]

=
1

n
logN +

1

n
log exp(εn) + max

i=1,...,N
(
1

n
(−n < y, tyi >) +

1

n
log φn(ntyi))

=
1

n
logN + ε+ max

i=1,...,N
(− < y, tyi > +

1

n
log φn(ntyi))

=
1

n
logN + ε− min

i=1,...,N
(< y, tyi > −

1

n
log φn(ntyi))

N ist konstant und für n→∞ erhalten wir:

lim sup
n→∞

1

n
log µn(K) ≤ ε− min

i=1,...,N
(< y, tyi > − lim sup

n→∞

1

n
log φn(ntyi))

= ε− min
i=1,...,N

(< y, tyi > −Λ(tyi))

≤(1) ε− min
i=1,...,N

Λ∗ε(yi)

≤ ε− Λ∗ε(K)

Für ε → 0 folgt nun wegen Λ∗ε(y) → min {Λ∗(y) - 0, ∞} die gewünschte Abschätzung
für kompakte Teilmengen:

lim sup
n→∞

1

n
log µn(K) ≤ −Λ∗(K) (3)

Die Erweiterung kompakter Mengen zu abgeschlossenen ergibt sich nun durch den Beweis

der exponentiellen Stra�heit von (µn)n∈N. Ist C eine abgeschlossene Teilmenge des Rd,

dann ist C ∩ [−N,N ]d kompakt für alle N > 0.



4 DAS GÄRTNER-ELLIS THEOREM 7

• Vollständigkeit wird durch den Rd gewährleistet.

• Die Beschränktheit ergibt sich durch den Schnitt.

Wir müssen noch zeigen, dass die Ungleichung für den Grenzwert N → ∞ gilt, da wir

wissen, dass limN→∞ (C ∩ [−N,N ]d) = C.

Sei dazu N' := [−N,N ]d. Dann gilt:

lim sup
n→∞

1

n
log µn(C) ≤1 lim sup

n→∞

1

n
log µn[(C ∩N ′) ∪ (Rd −N ′)]

= lim sup
n→∞

1

n
log(µn[(C ∩N ′)] + µn[(Rd −N ′)])

=Lemma 3.5. lim sup
n→∞

1

n
log max{µn[(C ∩N ′)], µn[(Rd −N ′)]}

=(3) max{−Λ∗(C ∩N ′), lim sup
n→∞

1

n
log µn(Rd − [−N,N ]d)}

für alle N > 0

1 (C ∩ N'), (Rd - N') sind disjunkt und enthalten zusammen ganz C

Es fehlt nun noch zu zeigen, dass limN→∞ lim supn→∞
1
n

log µn (Rd - [−N,N ]d) = -

∞ gilt, denn damit ist dann Teil 1) bewiesen.

Seien dazu uj die j-ten Einheitsvektoren im Rd für j = 1, ..., d. Da wir die These als

gültig voraussetzen, �nden wir einen Vektor nahe bei Null, sodass gilt:

∃δ > 0 : ∀iΛ(±δui) <∞.

Wir wenden nun die exponentielle Tschebysche�-Ungleichung an und es folgt für alle i:

P (Z(i)
n ≤ −N) = P (exp(nδ(−Z(i)

n )) ≥ exp(nδN))

= P (exp(−nδZ(i)
n − nδN) ≥ 1)

≤Tscheby E(exp(−nδZ(i)
n − nδN))

= exp(−nδN)E(exp(−nδZ(i)
n ))

= exp(−nδN)E(exp(< −nδ, Z(i)
n >))

=Def. exp(−nδN)φn(−nδui)



4 DAS GÄRTNER-ELLIS THEOREM 8

Analog erhält man:

P (Z(i)
n ≥ N) = P (exp(nδZ(i)

n ) ≥ exp(nδN))

= P (exp(nδZ(i)
n − nδN) ≥ 1)

≤Tscheby E(exp(nδZ(i)
n − nδN))

= exp(−nδN)E(exp(nδZ(i)
n ))

= exp(−nδN)φn(nδui)

Dadurch können wir nun abschätzen, wie wahrscheinlich es ist, dass eine Komponen-

te der Zufallsvariable nicht in das Intervall [-N,N] fällt. lim supn→∞
1
n

log µn (Rd -

[−N,N ]d) beschreibt hingegen die Wahrscheinlichkeit, dass die ganze Zufallsvariable

auÿerhalb liegt. Diese ist sicherlich kleiner, als wenn ≥ 1 Komponenten auÿerhalb liegen:

lim sup
n→∞

1

n
log µn(Rd − [−N,N ]d) ≤ lim sup

n→∞

1

n
logP (∃i ∈ {1, ...d} : Z(i)

n /∈ [−N,N ])

≤3.5. max
i=1,...d

lim sup
n→∞

1

n
log µn(max{exp(−nδN)φn(−nδui),

exp(−nδN)φn(nδui)})

=Def. −δN + max
i=1,...d

max{Λ(−δui),Λ(δui)}

Da Λ(± δui) < ∞ vorausgesetzt wurde, folgt nun:

lim sup
n→∞

1

n
log µn(Rd − [−N,N ]d) < −∞

Das zeigt uns die exponentielle Stra�heit und beendet den Beweis für die obere Schranke.

Teil 2: untere Schranke

Sei Bε(y) ein o�ener Ball um y mit Radius ε. Es reicht aus, zu zeigen:

lim
ε→0

lim inf
n→∞

1

n
log µn(Bε(y)) ≥ −Λ∗(y) ∀y ∈ F

Da für jede o�ene Teilmenge G gilt:

µn(G) ≥ µn(Bε(y)) ∀y ∈ G ∩ F ∀ε ≤ ε0(y)

mit ε0 > 0 so klein, dass Bε0(y) ⊂ G, erhalten wir die Behauptung für n → ∞, ε → 0

und wenn wir das In�mum über alle x ∈ G ∩ F bilden.

Sei nun ein y ∈ F und η ∈ int(DΛ) eine exponierende Hyperebene zu y. Dann gilt:

Λ(η) := lim
n→∞

1

n
log φn(nη) <V or. ∞
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und es folgt limn→∞ φn(nη) < ∞.

Also ist φn (nη) < ∞ für ein genügend groÿes n und wir können ein assoziiertes Wahr-

scheinlichkeitsmaÿ µ′n de�nieren (analog wie im Beweis vom Satz von Cramér):

dµ′n
dµn

(x) =
1

φn(nη)
exp(n < x, η >) (4)

mit y ∈ Rd und leiten damit eine Abschätzung von unten her:

1

n
log µn(Bε(y)) =

1

n
log

∫
Bε(y)

µn(dx)

=(4) 1

n
log

∫
Bε(y)

φn(nη) exp(−n < x, η >)µ′n(dx)

=
1

n
log φn(nη) +

1

n
log

∫
Bε(y)

exp(−n < x, η >)µ′n(dx)

≥1 1

n
log φn(nη) +

1

n
log[exp(−n(< y, η > +ε|η|))]

∫
Bε(y)

µ′n(dx)

=
1

n
log φn(nη)− < y, η > −ε|η|+ 1

n
log µ′n(Bε(y))

1 <x,η> = <y,η> + <x - y,η> ≤ <y,η> + ε|η|, weil x ∈ Bε(y)

Zusammenfassend erhalten wir:

lim
ε→0

lim inf
n→∞

1

n
log µn(Bε(y)) ≥ [lim inf

n→∞

1

n
log φn(nη)− < y, η >] + lim

ε→0
lim inf
n→∞

1

n
log µ′n(Bε(y))

=Def. [Λ(η)− < y, η >] + lim
ε→0

lim inf
n→∞

1

n
log µ′n(Bε(y))

Nach Teil 1 gilt:

Λ∗(y) ≥ [< y, η > −Λ(η)] ⇐⇒ [Λ(η)− < y, η >] ≥ −Λ∗(y)

und daraus folgt:

lim
ε→0

lim inf
n→∞

1

n
log µn(Bε(y)) ≥ −Λ∗(y) + lim

ε→0
lim inf
n→∞

1

n
log µ′n(Bε(y))

Es fehlt nun noch zu zeigen, dass limε→0 lim infn→∞
1
n

log µ′n(Bε(y)) = 0 gilt, denn

dann ist die Behauptung gezeigt. Im Gegensatz zum unabhängig, identisch verteilten Fall

benötigen wir nun ein anderes Argument:
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Wir bilden die Momentenerzeugende Funktion φ′n von µ′n und erhalten:

φ′n(nλ) =

∫
exp(< nλ, x >)µ′n(dx)

=Def.

∫
(exp(< nλ, x >)

1

φn(nη)
exp(n < x, η >)µn(dx))

=

∫
(exp(n < λ+ η, x >)µn(dx))

φn(nη)

=
φn(n(λ+ η))

φn(nη)

Da Λ′(λ) =Def. limn→∞
1
n

log φ′n(nλ) = limn→∞
1
n
(log(φn(n(λ+η))

φn(nη)
)) = limn→∞

1
n
(log

φn(n(λ + η)) - log φn(nη)) =Def. Λ(λ + η) - Λ(η), nach Konstruktion Λ(η) < ∞ und

nach Voraussetzung Λ > - ∞, erfüllt φ′n die Bedingung 1) der These. Λ′(λ) erfüllt die

Bedingung 2), da Λ′(0) = Λ(0 + η) - Λ(η) = Λ(η) - Λ(η) = 0 und Λ(x) konvex ist.

Damit erhalten wir folgende Relation:

Λ′∗(y) :=Teil 1 sup
λ∈Rd

[< y, λ > −Λ′(λ)]

=Def. sup
λ∈Rd

[< y, λ > −Λ(λ+ η) + Λ(η)]

=λ′:=λ+η sup
λ′∈Rd

[< y, λ′ − η > −Λ(λ′)] + Λ(η)

= sup
λ′∈Rd

[< y, λ′ > −Λ(λ′)]− < y, η > +Λ(η)

=Def. Λ∗(y)− < y, η > +Λ(η) (5)

Lemma 3.3. sagt uns, dass Λ′∗ eine Ratenfunktion ist. Also können wir Teil 1 des Satzes

anwenden und erhalten:

lim sup
n→∞

1

n
log µ′n(Rd −Bε(y)) ≤ − inf

x∈(Rd−Bε(y))
Λ′∗(x) =Def. −Λ′∗(Rd −Bε(y))

für alle ε > 0.

Λ′∗ besitzt kompakte Niveaumengen und nimmt wegen der Unterhalbstetigkeit auf diesen

ihre Minima an. Dann gilt mit De�nition 3.6.: Λ′∗(Rd - Bε(y)) = Λ′∗(y0) für ein y0 6= y.

Ferner wissen wir, dass y ∈ F ein exponierter Punkt ist und η ∈ int(DΛ) eine exponierende

Hyperebene für y. Wir wenden nun die De�nition eines exponierten Punktes mit y0 auf

(5) an:

Λ′∗(y0) =(5) Λ∗(y0)− < y0, η > +Λ(η)

≥1 [Λ∗(y0)− < y0, η >]+ < y, η > −Λ∗(y) >2 0

1 da Λ∗ (y) ≥Teil 1 <y,η> - Λ (η) ⇐⇒ Λ (η) ≥ <y,η> - Λ∗(y)

2 da Λ∗ (y0) - Λ∗(y) > <y0 - y, η> für alle y0 ∈ Rd, y0 6= y
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Damit folgt: lim supn→∞
1
n

log µ′n(Rd - Bε(y)) ≤ - Λ′∗(Rd - Bε(y)) = - Λ′∗(y0) < 0 für

alle ε > 0 und da für jedes n µ′n(Rd) = 1, folgt limε→0 lim infn→∞
1
n

log µ′n(Bε(y)) =

0.

Teil 3: Übergang von G ∩ F zu G

Lemma. (Rockafellar) Wenn Λ die Bedingungen 3a) - c) des Satzes von Gärtner-Ellis

erfüllt, dann gilt: ri(DΛ∗) ⊂ F.

Bemerkung. Nach Lemma 3.3. ist Λ∗ konvex, damit ist DΛ∗ eine konvexe Menge. Λ∗

ist eine Ratenfunktion, also konstant ungleich ∞. Damit ist DΛ∗ 6= ∅ und ri(DΛ∗) 6= ∅.

Wir wollen nun zeigen, dass Λ∗(G ∩ F) = Λ∗(G) gilt.

Es gilt: infx∈(G∩ri(DΛ∗ ))Λ
∗(x) ≥ infx∈G∩FΛ∗(x) ≥ infx∈GΛ∗(x) und das ist nach De�ni-

tion 3.6. äquivalent zu: Λ∗(G ∩ ri(DΛ∗)) ≥ Λ∗(G ∩ F) ≥ Λ∗(G). Auf Grund des Lemmas

von Rockafellar reicht es nun, zu zeigen:

Λ∗(G ∩ ri(DΛ∗)) ≤ Λ∗(G)

Falls G ∩ DΛ∗ = ∅ → G ∩ ri(DΛ∗) = ∅ → Λ∗(G ∩ ri(DΛ∗)) = ∞ → Λ∗(G) = ∞,

also nehmen wir an, dass DΛ∗ nicht-leer ist. Sei nun z ∈ ri(DΛ∗) und y ∈ G ∩ DΛ∗ .

1. Fall: DΛ∗ besteht aus genau einem Punkt → y = z.

2. Fall: DΛ∗ besteht aus unendlich vielen Punkten. Da es sich um eine konvexe Menge

handelt, liegt die Strecke yz in DΛ∗ und wir �nden ein α > 0, sodass αz + (1 - α)y ∈
G ∩ ri(DΛ∗).

Nun folgt mit obiger De�nition:

Λ∗(G ∩ ri(DΛ∗)) ≤ Λ∗(αz + (1− α)y)

≤ lim
α→0

Λ∗(αz + (1− α)y)

≤Λ∗konvex lim
α→0

[αΛ∗(z) + (1− α)Λ∗(y)]

= Stetigkeit von Λ∗ auf ri(DΛ∗ ) Λ∗(y)

Bilden wir nun das In�mum über alle y ∈ G ∩ DΛ∗ , erhalten wir Λ∗(G ∩ ri(DΛ∗)) ≤
Λ∗(G ∩ DΛ∗) ≤ Λ∗(G) und damit die gewünschte Behauptung.
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