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1 Einfiihrung

Der Satz von Sanov wurde erstmals von Sanov in den 1930er Jahren fiir den Spe-
zialfall I' = R bewiesen. Er thematisiert die Abweichungen vom Starken Gesetz der
Groflen Zahlen und befasst sich dabei mit der Konvergenzgeschwindigkeit.

2 Die 7-Topologie

Im Folgenden betrachten wir den Wahrscheinlichkeitsraum (X', F) und bezeichnen
die Menge aller Wahrscheinlichkeitsfunktionen mit P.

Fir Pe P, AcIl und € > 0 sei
UP Ae)={P €P:|P(A)—-PA)| <ei=1,..k} (1)

Eine Basis der 7-Topologie ist gegeben durch alle Mengen dieser Form. Die 7-
Topologie ist die grobste Topologie, die alle Abbildungen P +— P(F) stetig macht
fiir alle F € F.

Die Menge aller Partitionen A = (A1, ..., A;) von X in eine endliche Anzahl von
Mengen A; € F wird bezeichnet mit II.

3 Der Kullback-Leibler-Abstand
Wir betrachten auf einer endlichen Menge {1, ..., k} die Wahrscheinlichkeitsvertei-

lungen P = (p1,...,px) und @ = (qi1, ..., qx). Der Kullback-Leibler-Abstand (bzw. die
relative Entropie) wird definiert als

k
Di
D(P||Q) =) pi *log -
i=1 v

mit den Konventionen: 0 x log 0 = 0 * log %; t * logé = +oo fir t > 0.

Der Kullback-Leibler-Abstand der Wahrscheinlichkeitsmafle P € P, Q € P wird
definiert als

D(P||Q) = ilégD(PAHQ““) (2)

mit PA = (P(A1)7 : ’P(Ak))a QA = (Q(Al)a s >Q(Ak:>)



4 Empirische Mafle

Seien X,..., X, Zufallsgrofien mit X; € X, dann nennt man das Wahrscheinlich-
keitsmaf3

~ 1<
P.(F)=— 0..(F), FeF
(F)= 236
das empirische Maf3 der Folge X1, ..., X,,. Hierbei bezeichnet ¢, das Diracmaf§ in x.

Fiir jede Menge A ist ﬁz(A) der relative Anteil der Treffer der Folge Xi,..., X, in
der Menge A.

5 Der Satz von Sanov
Fiir unabhéngige Zufallsgréfien, die beziiglich () € P verteilt sind, erfiillen die re-

sultierenden empirischen Mafle das Prinzip grofler Abweichungen in der 7-Topologie
mit der guten Ratenfunktion D(-||@). Das bedeutet fir I' C P :

1 ~

. . - n . > _ I

fiminf 2 log @"({x: P € T)) > = inf  D(PIQ) ®)
1 ~

llir:s;}p SlogQ"({x: P eI} < chllfTFD(PHQ) (4)

und die ,,Divergenzballe“

B(Q, ) ={P: D(P||Q) < a} ()

sind kompakt beziiglich der 7-Topologie.

6 Anmerkungen

i. Um sicherzustellen, dass Q"({z : P, € I'}) wohldefiniert ist, wird iiblicherweise
eine Messbarkeitsbedingung an die erlaubten Mengen I' C P gestellt. Alter-
nativ kann I' C P beliebig gewéhlt werden, wenn Q"({z : P, € T'}) als das
innere Ma$ in (3) oder als das d&ulere Mafl in (4) interpretiert wird.

ii. Die Bedingung der unteren Grenze kann verschirft werden, indem die Behaup-
tung fiir die Topologie 7y gezeigt wird. Eine Basis dieser Topologie wird durch
Mengen Uy(P, A,e) = {P' € U(P, A,¢) : P(A;) =0 = P'(A;) = 0} definiert
mit A= (A;,...,A;) € Tund e >0



7 Lemma

Sei P, (k) die Menge der Wahrscheinlichkeitsverteilungen auf der Menge {1,...,k}
der Form P = (%,..., ") € P,(k) mit den natiirlichen Zahlen ny,...,n;. Fiir ein
solches P sei 7,,(P) die Menge aller Tupel der Lange n mit Eintrdgen aus {1,...,k},
bei denen i € {1,...,k} n;-Mal vorkommt.

i. Es gilt: [P, (k)] < (n+ 1)k

ii. Fir P € P,(k) und jede Verteilung Q auf {1,...,k} gilt:

8 Beweis Satz von Sanov

8.1 Beweis fiir (3)
Behauptung: liminf,_, % log Q" ({x : P, e I'}) > —D(P||Q) fir P € int, ().

Wihle P, € P,(k) fiir alle natiirlichen Zahlen n, sodass P, — PA mit P,(i) = 0,
wenn P(A;) = 0. Dann gilt: |P,(i) — P(A;)| <, fiir alle t = 1,..., k und geeignete
€, — 0. Und es folgt:

Q"({z: P, eTh)>Q"({z: P, € Up(P, Ae))}) > Q"({z: PA=1P,}

Lemma(it)

= (@Y(Ta(P)) 2 (n+ )P

Durch die Wahl der P, folgt D(P,||Q*) — D(P#||Q*) und per Definition
D(PA||Q*) < D(PJ|Q). Damit gilt die Behauptung.

8.2 Beweis fiir (5)
Behauptung: B(Q,«) = {P : D(P||Q) < a} ist kompakt in der 7-Topologie.

Wir betrachten die Menge M aller endlich additiven Mengenfunktionen auf (X', F)
mit Werten im Intervall [0, 1]. M ist eine abgeschlossene Menge von

0,1)F = {f : F — [0,1]} versehen mit der Produkttopologie, der grobsten Topolo-
gie, die alle Abbildungen f +— f(F)) mit F' € F stetig macht.

Da [0, 1]” nach dem Satz von Tychonov kompakt ist, ist M als abgeschlossene Teil-
menge einer kompakten Menge auch kompakt.

Die Definition des Kullback-Leibler-Abstands iibertréigt sich unverdndert auf P und
Q aus M. Offensichtlich ist fiir jede Partition A € II die Teilmenge

{P € M : D(PA||Q*) < a} C M abgeschlossen und daher kompakt. Als Schnitt
fir alle A € T ist K = {P € M : D(P||Q) < a} auch kompakt. Wenn @) € P dann
ist die kompakte Menge K C P und daher K = B(Q, «).

Wire allerdings P € M nicht o-additiv, dann existiert eine absteigende Folge von

4



Mengen F,, € F mit leerem Schnitt und lim, ., P(F,) > 0 , wohingegen aus der
o-Additivitdt folgt Q(F,) — 0. Daraus ergibt sich D(P4"||Q*) — oo fiir die
Partitionen A, = (F,, F¢) und daher D(P||Q) = oo und folglich P ¢ K. Dies ver-
vollstiindigt den Beweis, da die Teilraumtopologie P C M C [0,1]” per Definition
der 7-Topologie gleicht.

8.3 Beweis fiir (4)
Fiir den Beweis fiithren wir folgende Notation ein:
M={PA:Pel}, T(A) ={PeP:PAecTA} fir Acll
1. Behauptung: ¢;.I" = () 4o - (A)

DaI' C I'(A), bleibt zu zeigen:
Pec,IT'(A)VAcIl= U(P, A e¢) von P schneidet I' Ve > 0.
Sei A= (Ay,...,Ar) €llund P e T(ANU(P, A,e) (#£0,da P € cl,T(A))

o Pel(A) " EY pra)=P(A),i=1,... kfirein Pel

o P eUP A L' Peu(p A e
Daraus folgt: U(P, A,e) NT # ()
2. Behauptung: T'(A)NB(Q, o) # B mit A = (A; ... Ay) € Tund a > sup 4y inf per D(PA]|QA)
Aus der Wahl von « folgt die Existenz eines Wahrscheinlichkeitsmafles Perl

mit D(PA[|Q4) < «. Mit Hilfe dieses P konstruiere nun das Wahrscheinlich-
keitsmaBl P € I'(A) wie folgt:

P(F) = QgﬁgQ(FmA) FeF

mit der Konvention, dass fir Q(A;) = 0 der zugehorige Term gleich Null
gesetzt wird. Dann gilt:

k
Daraus folgt: P € I'(A), da PA = PA und

DPAIQ*) = 3 Pl lon oz = 3o Pl s o

Des weiteren gilt D(PA||QA) = D(P5||Q5) fiir alle Partitionen B € II, die A
verfeinern. Zusammen mit der Definition von D(P||Q) fiithrt dies zu

D(P||Q) = D(PA||Q4), sodass P € B(Q, a).

goh

= D(PA|Q*)

b}



3. Behauptung: ¢l,I'N B(Q,«) # 0 mit A= (A;...A;) €11
und a > sup 4op inf per D(PA]|QA)

Fiir jede Ay,...,An € II mit A € II verfeinert jedes A; gilt I'(A) C T'(A4;),
i=1,...,m. Aus (2.) folgt somit

m

((T(A) N B(Q.a)) # 0 (6)

i=1

Aufgrund der Kompaktheit von B(Q, «) sind auch die Mengen

c.T'(A) N B(Q,«a), A € II kompakt in der 7-Topologie und alle endlichen
Kollektionen dieser Mengen haben nach (6) keinen leeren Schnitt. Es folgt,
dass der Schnitt all dieser Mengen ebenfalls nicht leer ist. Mit Hilfe von (1.)
folgt die Behauptung.

4. Behauptung: (4)
Fiir jede Partition A € II gilt:

Q"({z: P, eT) <Q*"({z: P, eT(A)}) = Q"({z: PAeTANP.(k)})

Lemma(4) i Avn — . Lemma(ii) k_—ninfper D(PAHQA)
< (41" max (QY)(T.(P)) < (n+1)%
PGFAmPn(k)
und daher:

1 N
- 1 "l < inf [ ANOAY — — iy Al OA
hmsupnlogQ {z: P, eT}) < }lré%[ inf D(P||Q7)] ilé};{}ljlépr(P 1Q7)

n—00 Pel

3.
< — inf D(PAOA) < — inf D(P
Sosup i e PENQT) < = inf D(PIQ)

Damit gilt die Behauptung.
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