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Aufgabe 25
Es seien 0 < q < p < 1 gegeben. Die Folge (Yi)i sei uiv bezüglich P mit

P(Y1 = 1) = p = 1−P(Y1 = 0)

und uiv bezüglich Q mit

Q(Y1 = 1) = q = 1−Q(Y1 = 0)

und Xn := dQ
dP

∣∣
An

für n = 1, 2, . . . .

(i) Zeigen Sie: (Xn)n ist ein Martingal bezüglich P.

(ii) Zeigen Sie: (Xn)n konvergiert sowohl P-f.s. als auch Q-f.s.. Bestimmen Sie jeweils
den Limes.

(iii) Ist (Xn)n gleichmäßig integrierbar bezüglich P?

Aufgabe 26
Es seien Y1, ..., Yn uiv bzgl. P mit P(Y1 = 0) = P(Y1 = 1) = P(Y1 = −1) = 1

3
. und uiv

bzgl. Q wobei Y1 gleichverteilt auf [−2, 2] ist unter Q. Betrachte dann R := 1
2
P + 1

2
Q

mit der σ-Algebra A = σ(Y1, ..., Yn). Bestimmen Sie die folgenden verallgemeinerten
Radon-Nikodym-Dichten:

dQ

dP

∣∣∣∣
A
,
dP

dR

∣∣∣∣
A

und
dQ

dR

∣∣∣∣
A
.

Aufgabe 27
Es sei (Yi)i eine Folge von bezüglich P unabhängig und identisch standardnormalver-
teilten Zufallsvariablen. Weiter sei (Yi)i auch unabhängig bezüglich Q, wobei Yi die Ver-
teilung N (mi, 1) bezüglich Q für jedes i ∈ N hat. Betrachte die kanonische Filtration
An, und A∞ = σ(

⋃
nAn).

(i) Bestimmen Sie die Radon-Nikodym-Dichte Xn = dQ
dP

∣∣
An

.

(ii) Zeigen Sie:

Q� P auf A∞ ⇐⇒
∞∑
i=1

m2
i <∞.

Bitte wenden.
http://wwwmath.uni-muenster.de/statistik/gantert/WT2WS08



Aufgabe 28
Die Folge (αi)i reeller Zahlen erfülle αi > 0 für alle i ∈ N. Die Zufallsvariablen Y1, Y2, ...
seien bezüglichP unabhängig und alle exponentialverteilt mit Parameter 1 und bezüglich
Q seien die Yi unabhängig und jeweils exponentialverteilt mit Parameter αi für i ∈ N.
Weiter sei An = σ(Y1, Y2, ..., Yn) und A∞ = σ(

⋃
nAn).

(i) Bestimmen Sie die Radon-Nikodym-Dichte Xn = dQ
dP

∣∣
An

.

(ii) Geben Sie eine notwendige und hinreichende Bedingung dafür an, dass

Q� P auf A∞

gilt.


