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Aufgabe 9
Es sei (Yi)i eine Folge von beschränkten, unabhängigen und identisch verteilten Zufalls-
größen. Wir definieren

Mn := e
λ

nP
i=1

Yi−nϕ(λ)
.

Bestimmen Sie die Funktion ϕ so, dass für jedes λ ∈ R die Folge (Mn) ein Martingal
bezüglich der kanonischen Filtration ist.

Aufgabe 10
Es sei (Yn)n eine Folge von unabhängigen Zufallsvariablen die

P(Yn = −1) =
n

n+ 1
, P(Yn = n) =

1

n+ 1

erfüllen, und An = σ(Y1, ..., Yn) sei die kanonische Filtration. Dann ist Mn :=
∑n

i=1 Yi
ein Martingal. Zeigen Sie:

(i) P( lim
n→∞

Mn =∞) = 1.

(ii) P( lim
n→∞

Mn = −∞) = 1.

Hinweis: Modifizieren Sie Satz 14.18 aus der Vorlesung WT 1.

Aufgabe 11
Gegeben sei jeweils ein Wahrscheinlichkeitsraum (Ω,A,P) und eine Folge von Zufalls-
variablen (Xn)n∈N mit der kanonischen Filtration (An). Weiter sei eine Folge (Nn)n∈N0

von Zufallsvariablen definiert.
Überprüfen Sie jeweils, ob es sich bei (Nn)n∈N0 um ein Sub-/Supermartingal bzgl. (An)
handelt und bestimmen Sie die Doob-Zerlegung.

(i) X1, X2, ... uiv mit P(Xi = −1) = 1 − P(Xi = 1) = 2
3
für i ∈ N und N0 := 0,

Nn :=
∑n

i=1Xi für i ∈ N.

(ii) X0 := 1 P-f.s., P(Xi = 2x|Xi−1 = x) = P(Xi = x|Xi−1 = x) = 1
2
für i ∈ N und

Nn := Xn für n ∈ N0.

(iii) X0, X1, ... uiv mit P(Xi = −1) = P(Xi = 2) = 1
2
für i ∈ N0 und N0 := 0,

Nn := Nn−1 +Xn ·Xn−1 für i ∈ N.

Bitte wenden.
http://wwwmath.uni-muenster.de/statistik/gantert/WT2WS08



Aufgabe 12
Es bezeichne (Sn)n die symmetrische Irrfahrt auf Z, d.h. S0 = 0 und Sn =

∑n
i=1Xi wobei

die Xi unabhängig und identisch Bernoulli
(

1
2

)
verteilt sind. Bekannt ist, dass (Sn) ein

Martingal ist, also ist (|Sn|) ein Submartingal. Wir betrachten (Mn) und (An) so, dass
|Sn| = Mn + An die Doob-Zerlegung von (|Sn|) ist. Zeigen Sie:

(i) An = #
{
i ∈ {0, ..., n− 1}

∣∣|Si| = 0
}

(ii) E |Sn| =
∑bn−1

2
c

i=0

(
2i
i

) (
1
2

)2i
Klausurtermin: Die Klausur wird am 30.01.2009 (Freitag) ab 14 Uhr geschrieben.


