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Aufgabe 1
Sei (Ω,A,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und X ∈ L1(P) eine Zufallsvariable. Sei
G ⊆ A eine Teil-σ-Algebra von A. Wir definieren die bedingte Varianz von X bezüglich
G wie folgt:

Var (X|G) := E
[(
X −E[X|G]

)2∣∣∣G].
(i) Zeigen Sie: Var (X|G) = E[X2|G]−E[X|G]2.

(ii) Zeigen Sie: Var (X) = E[Var (X|G)] + Var (E[X|G]).

(iii) X1, X2, ... seien unabhängig mit EXi = m und Var (Xi) = σ2 für alle i = 1, 2, ....
Die Zufallsvariable T sei unabhängig von X1, X2, ..., mit Werten in {0, 1, 2, ...} und
ET <∞. Wir setzen ST =

∑T
i=1Xi. Aus der Vorlesung ist bekannt, dass

EST = m ET.

Zeigen Sie:
Var (ST ) = σ2

ET +m2Var (T ).

Aufgabe 2
Sei (Zn) ein Verzweigungsprozess, d.h.

Z0 = 1, Zn+1 =
Zn∑
k=1

Yk,n+1

mit Yk,n ∈ L1, Yk,n u.i.v. und Yk,n ∈ N0 für alle k, n ∈ N. Sei weiter m := EYk,n und
An = σ(Z0, Z1, ..., Zn) für n = 0, 1, 2, .... Zeigen Sie, dass

(
Zn

mn

)
ein Martingal bezüglich

(An) ist.

Aufgabe 3
Polyas Urne: Eine Urne enthalte zum Zeitpunkt 0 genau eine rote und eine schwarze
Kugel. Zu jedem Zeitpunkt (von 1 an) wird eine Kugel gezogen, die gezogene Kugel in
die Urne zurückgelegt und eine weitere Kugel derselben Farbe hinzugefügt.
Sei Xi (i ∈ N) der Indikator dafür, dass im i-ten Zug eine schwarze Kugel gezogen wird
und An = σ(X1, X2, ..., Xn). Sei

Mn =
Sn + 1

n+ 2
=

∑n
i=1Xi + 1

n+ 2

der Anteil der schwarzen Kugeln nach dem n-ten Mal Ziehen (und Zurücklegen). Ist
(Mn) ein Martingal bezüglich (An)?

Bitte wenden.
http://wwwmath.uni-muenster.de/statistik/gantert/WT2WS08



Aufgabe 4

(i) Zeigen Sie: Ist (Mn)n∈N ein Martingal mit Mn ∈ L2 für alle n ∈ N, so sind die
Zuwächse

∆Mn := Mn −Mn−1

paarweise unkorreliert.

(ii) Zeigen Sie, dass für Martingale unter der Annahme

sup
n∈N

E
[
(∆Mn)2

]
<∞

ein schwaches Gesetzt der großen Zahlen gilt, d.h. zeigen Sie, dass

lim
n→∞

P

(∣∣∣∣Mn

n

∣∣∣∣ > ε

)
= 0

für alle ε > 0 gilt.

Übungsbeginn: Freitag 17.10.2008

Übungsgruppen: Kommen Sie am ersten Freitag zur Übung Ihrer Wahl. Sollte
es dabei zu Platzproblemen kommen wird alles weitere vor Ort
geklärt.

Aufgabenblätter: Die Aufgabenblätter werden jeweils dienstags in der Vorlesung
herausgegeben und während des Tages ins Internet gestellt.

Klausur: Hinreichend für die Zulassung zur Scheinklausur sind 50% der
auf den Übungsblättern erreichbaren Punkte.

Übungsschein: Für den Erwerb des Scheins ist das Bestehen der Klausur
notwendig.

Sprechstunden: Prof. N. Gantert: Donnerstag 14:00 - 15:00 Uhr, Zimmer 218
M. Ebbers: nach Vereinbarung, Zimmer 215


