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1 EinleitungGl�uk, Zufall und Shiksal haben seit jeher im Zentrum des menshlihen In-teresses gestanden. Sp�atestens seit der Er�ndung des Gl�uksspiels und seinersystematishen Durhf�uhrung um gr�o�ere Geldbetr�age gibt es den Wunshnah einem systematishen, wissenshaftlihen Studium des Zufalls und sei-ner Gesetze. Diese Erforshung geshieht in der Mathematik durh die Dis-ziplin der Stohastik.Shon die Erfahrung lehrt uns, dass es selbst in haotishen und rein zuf�alli-gen Prozessen Regelm�a�igkeiten gibt: Selbst wenn man niht wei�, was dern�ahste Wurf einer fairen M�unze bringen wird, so "wei�" man doh, dass auflange Siht gesehen in etwa 50% aller F�alle "Kopf" und in den anderen 50%"Zahl" fallen wird. Dieses Wissen hat Jakob Bernoulli 1713 (posthum) inseiner "Dotrine of Chane" bewiesen und ver�o�entliht. Es ist die erste For-mulierung eines "Gesetzes der gro�en Zahlen". Wenig sp�ater analysierte derfranz�osishe Mathematiker de Moivre die Fluktuationen um dieses Gesetz dergro�en Zahlen und erhielt die ber�uhmte Gau�she Glokenkurve (die fr�uherauf dem 10 DM-Shein abgedrukt war). Dies ist die erste Version dessen,was heute allgemeiner als der zentrale Grenzwertsatz bekannt ist.Nihtsdestotrotz war es f�ur diese Mathematiker und ihre Nahfolger nihteinfah, ihre Resultate mathematish exakt zu formuieren. Dies lag in ersterLinie daran, dass man, bevor man daran geht zu formulieren, was die Re-gelm�a�igkeit in einem zuf�alligen Experiment ist, zun�ahst beshreiben muss,was denn ein zuf�alligen Experiment, was denn Zufall, was denn Wahrshein-lihkeit ist.Eine intuitive Herangehensweise w�urde sih das obige "Wissen" (gemeint ist,das Gesetz der gro�en Zahlen, dass ja ohne eine Fundierung der Wahrshein-lihkeitstheorie noh niht auf siherem Boden steht) zunutze mahen und esals Axiom postulieren. Die Wahrsheinlihkeit eines Ereignisses w�urde dannde�niert als der Limes der relativen H�au�gkeiten seines Eintretens in einersehr langen Versuhsreihe. Das Problem in dieser De�nition liegt darin, dassdieser Limes der relativen H�au�gkeiten nur typisherweise gegen die zugrundeliegende Wahrsheinlihkeit konvergieren wird: Dass man in einem Bernoulli-Experiment der L�ange n (wobei wir uns n sehr gro� vorstellen) mit Erfolgs-wahrsheinlihkeit p = 12 nur Erfolge beobahten ist durhaus m�oglih, es istnur extrem unwahrsheinlih. Um dieses typisherweise zu mathematisierenbr�auhte man also am besten shon den Begri� der Wahrsheinlihkeit, derja erst erkl�art werden soll. Unabh�angig von dieser Shwierigkeit sto�en wir2



bei einer solhen Modellierung von Wahrsheinlihkeit als Limes der relativenH�au�gkeiten auf ein zweites, tehnishes Problem: wollen wir mit einer sol-hen De�nition ein Theorem beweisen, m�ussen wir etwas �uber alle typishenVersuhsausg�ange in einer sehr langen Reihe von Experimenten aussagen;wie man sih leiht vorstellen kann, ist dies niht gerade eine einfahe Aufga-be, so dass selbst relativ "�ubersihtlihe" mathematishe Sahverhalte einenshwierigen Beweis haben k�onnen.Aus diesen Gr�unden formulierte Hilbert bei seinem erinnerungsw�urdigen Vor-trag 1900 auf dem Weltkongress in Paris die axiomatishe Begr�undung derWagrsheinlihkeitstheorie (und Physik (!)) als das sehste seiner ber�uhmtgewordenen 23 Probleme. Der entsprehende Passus aus dem HilbertshenVortrag zeigt auh heute noh die enge Verwandshaft von Stohastik undmathematisher Physik: "Durh die Untersuhungen �uber die Grundlagen derGeometrie wird uns die Aufgabe nahegelegt, nah diesem Vorbilde diejenigenphysikalishen Disiplinen axiomatish zu behandeln, in denen shon heutedie Mathematik eine hervorragende Rolle spielt; dies sind in erster Linie dieWahrsheinlihkeitsrehnung und die Mehanik.Was die Axiome der Wahrsheinlihkeitsrehnung (Vgl. Bohlmann, UeberVersiherungsmathematik 2te Vorlesung aus Klein und Rieke, Ueber ange-wandte Mathematik und Physik, Leipzig und Berlin 1900) angeht, so sheintes mir w�unshenswert, da� mit der logishen Untersuhung derselben zugleiheine strenge und befriedigende Entwikelung der Methode der mittleren Wer-te in der mathematishen Physik, speiell in der kinetishen Gastheorie Handin Hand gehe."Darauf folgt ein l�angerer Abshnitt �uber weitere Probleme der Physik, dieeiner Mathematisierung bed�urfen.Das Problem der Axiomatisierung der Wahrsheinlihkeitstheorie wurde 1933durh A. N. Kolmogorov gel�ost. Er verband die Wahrsheinlihkeitstheo-rie mit dem damals jungen Feld der Ma�theorie. Diese Verbindung l�ost dasProblem der Axiomatisierung der Wahrsheinlihkeitstheorie auf beinahe ge-niale Art und Weise: Eine Wahrsheinlihkeit ist nah Kolmogorov nihtsanderes als ein Ma� auf der Menge aller m�oglihen Versuhsausg�ange eineszuf�alligen Experiments. Um auh die relativen Ha�au�gkeiten bei mehrfaherAusf�uhrung des Experiments zu einem solhen Ma� zu mahen, fordert manweiter, dass die Gesamtmasse des Ma�es eins sein soll.Von diesem Ausgangspunkt entwikelte sih die gesamte moderne Wahr-sheinlihkeitstheorie: Angefangen von den Gesetzen der gro�en Zahlen und3



dem Zentralen Grenzwertsatz, die zumindest in Spezialf�allen shon langebekannt waren, �uber die Theorie stohastisher Prozesse, bis hin zum sehrjungen Gebiet der Finanzmathematik (und vieles, vieles mehr).Dieser Kurs soll die wesentlihen Konzepte der Wahrsheinlihkeitstheorieaufzeigen. Zun�ahst sollen die daf�ur notwendigen Grundlagen der Ma�theoriewiederholt werden und typishe wahrsheinlihkeitstheoretishe Konzepte derMa�theorie neu vorgestellt werden.Auf dieser Grundlage wollen wir dann die zentralen S�atze der Wahrsheinlih-keitstheorie entwikeln: Gesetze der gro�en Zahlen, Zentrale Grenzwerts�atze,Prinizipien gro�er Abweihungen und Ergodens�atze. Dies geshieht nat�urli-herweise zun�ahst f�ur den Fall unabh�anginger Zufallsgr�o�en. Abh�angige Zu-fallsvariablen kommen in der Wahrsheinlihkeitstheorie h�au�g in der Formsogenannter stohastisher Prozesse vor. Diese sollen im zweiten Teil derVorlesung etwas genauer studiert werden. Insbesondere wollen wir dort denstohastishen Prozess, die Brownshe Bewegung, kennenlernen, und sehen,wie er aus bekannten Prozeesen als Limesprozess gewonnen werden kann.2 Grundlagen der Ma�theorie2.1 MengensystemeWie shon in der Einleitung erw�ahnt, basiert die Modellierung eines sto-hastishen Ph�anomens auf der Angabe eines Tripels (
;F ;P). Wir nen-nen (
;F ;P) einen Wahrsheinlihkeitsraum, falls die folgenden Bedingun-gen erf�ullt sind.De�nition 2.1 Ein Wahrsheinlihkeitsraum ist ein Tripel (
;F ;P), so dass� 
 eine Menge ist� F eine �{Algebra �uber 
 ist und� P ein Ma� auf F mit P(
) = 1 ist.Um diese De�nition mit Leben zu f�ullen, m�ussen wir allererst de�nieren,was eine �{Algebra und was ein Ma� �uber einer �{Algebra sein sollen undwas ihre Eigenshaften sind. Die Idee der Einf�uhrung einer �{Algebra be-steht darin, dass sie s�amtlihe Mengen versammelt, die wir messen wollen4



(bzw. mit obiger Interpretation, denen wir eine Wahrsheinlihkeit zuerken-nen wollen). W�unshenswert w�are es nat�urlih F = P(
), also die �{Algebragleih der Potenzmenge der zugrunde liegenden Menge zu w�ahlen. Leider istes niht immer m�oglih, Ma�e mit gewissen zus�atzlihen Eigenshaften aufder Potenzmenge von 
 zu de�nieren (wir werden dies an anderer Stelle se-hen). Eine �-Algebra ist gewisserma�en eine Minimalforderung, die wir andie Menge der Teilmengen von 
 stellen wollen, deren Ma� wir bestimmenk�onnen wollen.Nat�urlih wollen wir stets 
 messen k�onnen. Au�erdem wollen wir mit einerMenge A � 
 immer auh ihr Komplement A messen k�onnen. Shlu�enlihwollen wir mit einer Folge von (An)n2N, An � 
, auh ihre VereinigungSn2N An messen k�onnen.Dies f�uhrt zu folgender De�nition:De�nition 2.2 Ein Mengensystem A � P(
) hei�t �{Algebra �uber 
, fallsgilt 
 2 A (2.1)A 2 A =) A 2 A (2.2)Falls An 2 A f�ur n = 1; 2; : : : dann ist auh [n2NAn 2 A: (2.3)Beispiele f�ur �{Algebren sindBeispiel 2.3 1. P (
) ist eine �-Algebra.2. Ist A eine �{Algebra �uber 
 und 
0 � 
, dann istA0 := f
0 \ A : A 2 Ageine �{Algebra �uber 
0 (die sogenannten Spur-�-Algebra ).3. Sind 
;
0 Mengen und ist A eine �{Algebra �uber 
, ist fernerT : 
! 
0eine Abbildung. Dannn istA0 := �A0 � 
0 : T�1[A0℄ 2 A	eine �{Algebra �uber 
0. 5



Bemerkung 2.4 Die Vereinigung zweier �{Algebren (�uber derselben Menge
), d.h. A1 [ A2 := fA 2 A1 oder A 2 A2gis i.a. keine �{Algebra.Dagegen ist f�ur eine beliebige Indexmenge I und �{Algebren Ai; i 2 I �uberderselben Menge 
 \i2I Aistets eine �{Algebra.Dies impliziert, dass f�ur ein Mengensystem E � P (
) eine kleinste �{Algebra � (E) existiert, die E enth�alt. In der Tat muss man nurS := fA is a �-algebra, E � Agbetrahten. Dann ist � (E) = \A2SAeine �{Algebra. O�ensihtlih gilt E � � (E) und � (E) ist minimal mit dieserEigenshaft. E hei�t auh der Erzeuger von �(E).Oftmals wird ein Erzeuger auh selbst shon eine Struktur tragen. Diesebekommen eigene Namen:De�nition 2.5 Ein Mengensystem R � P (
) hei�t Ring, falls es den fol-genden Anforderungen gen�ugt ; 2 R (2.4)A;B 2 R =) AnB 2 R (2.5)A;B 2 R =) A [B 2 R (2.6)Falls zus�atzlih 
 2 R (2.7)gilt, dann hei�t R eine Algebra.
6



Es bliebe zu bemerken, dass f�ur einen Ring R unnd A;B 2 R auhA \ B = An (AnB) 2 Rist.Manhmal ist es niht einfah, festzustellen ob ein Mengensystem eine �{Algebra ist oder niht. Der folgende Begri� geht auf Dynkin zur�uk und hilftuns dieses Problem zu l�osen.De�nition 2.6 Ein System D � P (
) hei�t Dynkin{System, falls es denfolgenden Kriterien gen�ugt 
 2 D (2.8)D 2 D =) D 2 D (2.9)F�ur jede Folge (Dn)n2N paarweise disjunkter Mengen in (2.10)D ist ihre Vereinigung[n2NDn auh in D:Beispiel 2.7 1. Jede �{Algebra ist ein Dynkin{System.2. Sei j
j endlih und j
j = 2n; n 2 N.Dann ist D = fD � 
; jDj ist geradegein Dynkin{System, f�ur n > 1 aber keine Algebra, also auh keine �{Algebra.Der Zusammenhang zwishen Dynkin{Systemen und �{Algebren wird imfolgenden Satz gekl�artTheorem 2.8 Ein Dynkin{System D ist eine �{Algebra genau dann, wennes durhshnittsstabil ist, d.h. wenn mit A;B 2 D auhA \B 2 D (2.11)gilt. 7



Beweis. Der Beweis �ndet sih beispielsweise im Buh von Bauer [?℄, Satz2.3.�Ahnlih wie �-Algebren gibt es zu jedem Mengensystem E � P (
) ein klein-stes Dynkin{System D (E), dass von E erzeugt wird und es enth�alt. Hinterden meisten der zentralen Anwendungen von Dynkin{Systemen stekt dasTheorem 2.9 F�ur jedes Mengensystem E mitA;B 2 E =) A \B 2 Egilt D (E) = � (E) :Beweis. Da jede �{Algebra ein Dynkin{System ist, D (E) � � (E) :W�usstenwir umgekehrt, dass D (E) eine �{Algebra ist, so folgte auh die umgekehrte� (E) � D (E) : Dazu m�ussen wir nah Theorem 2.8 nur zeigen, dass D (E)\-stabil ist. Dazu sei f�ur D 2 D (E)DD = fQ 2 P(
) : Q \D 2 D(E)g (2.12)Man rehnet nah, dass DD ein Dynkin{System ist. F�ur jedes E 2 E wissenwir laut Voraussetzung, dass E � DE und somit D (E) � DE. Dies aber zeigt,dass f�ur jedes D 2 D (E) und jedes E 2 E gilt: E \D 2 D (E). Daher folgtE � DD und somit auh D (E) � DD f�ur alle D 2 DD. �Ubersetzt man dieszur�uk, ergibt sihE \D 2 D (E) f�ur alle E,D 2 D (E)also genau das, was man f�ur die Anwendung von Theorem 2.8 ben�otigt.2.2 Volumen, Inhalt, Pr�ama�, Ma�Oft hat man, wenn man ein Ma� �uber einem Mengensystem konstruierenwill, eine a priori Vorstellung, was das Ma� gewisser Mengen sein sollte. Bei-spielsweise hat man f�ur Teilmengen von Rd den intuitiven (und korrekten)Eindruk, dass ein Ma�, das die Rehteken [a; b[= [a1; b1[� : : : [ad; bd[ mit ih-rem geometrishen Volumen , d.h. mit Qdi=1 (bi � ai) misst, interessant seink�onnte. Die Frage, ob man dann auh andere Mengen als Rehteke messenkann, stellt sih nat�urliherweise. Kann man beispielsweise auh einen Kreis8



messen? Shon seit Arhimedes wissen wir, dass eine M�oglihkeit darin be-steht, den Kreis (oder die Kugel) durh Rehteke zu approximieren (voninnen oder von au�en). Dies h�angt nat�urlih sehr davon ab, dass die Klas-se der Rehteke sehr reih ist, also reih genug, um beispielsweise Kugelnzu approximieren. Eigentlih ist nat�urlih an dem Spezialfall 
 = Rd undeinem Volumen, das von Rehteken herkommt, nihts Besonderes, obshonwir diesen Fall mit besonderer Genauigkeit anshauen wollen.In diesem Abshnitt wollen wir allgemein das Konzept von Volumina (In-halten) und Ma�en, die von Inhalten stammen, diskutieren. Hierzu ist eshilfreih, diese Begri�e zun�ahst zu de�nieren.De�nition 2.10 Sei R ein Ring. Eine Mengenfunktion� : R ! [0;1℄ (2.13)hei�t Volumen, falls � (;) = 0 (2.14)und � n[i=1Ai! = nXi=1 � (Ai) (2.15)f�ur alle paarweis disjunkten Mengen A1; : : : ; An 2 R und alle n 2 N. EinVolumen hei�t Pr�ama�, falls� 1[i=1Ai! = 1Xi=1 � (Ai) (2.16)gilt f�ur alle paarweise disjunkten Folgen (Ai)i2N 2 R.Wir nennen (2.15) endlihe Additivit�at und (2.16) �-Additivit�at.Shlie�lih nennen wir ein Pr�ama� ein Ma�, falls der zugrunde liegende Ringshon eine �-Algebra ist. Falls �(
) <1, hei�t das Ma� � endlih; falls eseine Folge 
n 2 A mit 
n " 
 und � (
n) <1 gibt, hei�t � �{endlih.Beispiel 2.11 Sei R ein Ring �uber 
 und f�ur ! 2 
 seiÆ! (A) = � 1 ! 2 A0 sonstf�ur A 2 R. Dann ist Æ! (�) ein Pr�ama�. Ist R eine �-Algebra , dann ist Æ!sogar ein Ma�, das sogenannte Dira-Ma�.9



Beispiel 2.12 Sei 
 eine abz�ahlbar unendlihe Menge und A die AlgebraA := fA � 
 : A �nite or A �niteg .De�niere � (A) = � 0 falls A endlih ist1 falls A endlih istf�ur A 2 A. Dann ist � ein Volumen, aber kein Pr�ama� ( �Ubung).Einige leiht nahzupr�ufende Folgerungen f�ur Volumina sind:Lemma 2.13 Sei R ein Ring und A;B;A1; A2; : : : 2 R. Sei � ein Volumen�uber R. Dann gilt:� (A [ B) + � (A \ B) = � (A) + � (B) (2.17)A � B =) � (A) � � (B) (2.18)A � B; � (A) <1 =) � (BnA) = � (B)� � (A) (2.19)�( n[i=1Ai) � nXi=1 � (Ai) (2.20)und falls die (Ai)i2N paarweise disjunkt sind und S1n=1Ai 2 R1Xn=1 � (An) � � 1[i=1An! : (2.21)Beweis. Den Beweis f�uhrt der interessierte Leser entweder selbst oder liestihn in einem beliebigen Ma�theoriebuh nah.Falls � ein Pr�ama� ist, erhalten wir f�ur A1; A2; :: 2 R mit S1i=1Ai 2 R, dass� 1[n=1An! = � 1[n=1Bn! = 1Xn=1 � (Bn) � 1Xn=1 � (Ak) . (2.22)gilt.Eine wihtige Konsequenz der �{Additivit�at ist eine Stetigkeit Eigenshaftder Pr�ama�. Um die Notation zu vereinfahen, shreiben wir En " E, fallsE1 � E2 � : : : und E = S1n=1En und En # E, falls E1 � E2 � : : : undE = T1n=1En. 10



Theorem 2.14 Sei R ein Ring und � ein Volume �uber R. Betrahte(a) � ist ein Pr�ama�.(b) F�ur (An)n ; An 2 R; An " A 2 R giltlimn!1� (An) = �(A)() F�ur (An)n ; An 2 R; An # A 2 R und � (An) <1 giltlimn!1�n (An) = � (A)(d) F�ur alle (An)n ; An 2 R mit � (An) <1 und An # ; giltlimn!1� (An) = 0.Dann gilt (a), (b)) (), (d)Falls � endlih ist, sind (a)� (d) sogar �aquivalent.2.3 Der Satz von Carath�eodoryEines der Sh�usselprobleme der gesamten Ma�theorie besteht darin zu kl�aren,unter welhen Voraussetzungen sih ein ein Volumen � �uber einem Ring Rauf eine gr�o�ere �-Algebra ausgeweitet werden kann, d.h. wann gibt es eine�-Algebra A � R und ein Ma� ~� auf A, so dass ~� j R = �. Eine notwendigeBedingung daf�ur haben wir shon gesehen: � muss ein Pr�ama� (weil einMa� �-additiv ist). Wir werden nun die erstaunlihe Tatsahe kennenlernen,dass diese Eigenshaft auh shon hinreihend ist (was den Namen Pr�ama�rehtfertigt).Theorem 2.15 (Carath�eodory) F�ur jedes Pr�ama� � �uber einem Ring R�uber 
 gibt es mindestens eine Art � zu einem Ma� auf die �-Algebra � (R)fortzusetzen.
11



Beweis. Im ersten Shritt benutzen wir die geometrishe Idee der �Uber-dekungen. Wir wollen eine gegebene Menge so genau wie m�oglih mit �-Algebra Elementen approximieren. F�ur ein gegebenes Q � 
 sei C (Q) dieMenge aller Folgen (An)n;An 2 R mit Q � S1n=1An. De�niere �� auf P (
)verm�oge�� (Q) := � inf fP1n=1 � (An) ; (An)n 2 C (Q)g ,falls C (Q) 6= ;1 sonst (2.23)Diese Funktion hat die folgenden Eigenshaften�� (;) = 0 (2.24)�� (Q1) � �� (Q2) falls Q1 � Q2 (2.25)�� 1[n=1Qn! � 1Xn=1 �� (Qn) (2.26)f�ur alle Folgen (Qn)n,Qn 2 P (
). Dies ist eine �Ubungsaufgabe. Bemerkenun, dass f�ur alle A 2 R und Q 2 P (
) gilt�� (Q) � �� (Q \ A) + �� (Q \ A) (2.27)und �� (A) = � (A) : (2.28)F�ur den Beweis von (2.27) k�onnen wir nat�urlih �� (Q) <1 annehmen undsomit C (Q) 6= ;. Aus der endlihen Additivit�at von Pr�ama�en erhalten wir1Xn=1 � (An) = 1Xn=1 � (An \ A) + 1Xn=1 � (An \ A)f�ur alle (An)n 2 C (Q). Dar�uber hinaus gilt (An \ A)n 2 C (Q \ A) und(AnnA)n 2 C (QnA). Daher istP1n=1 � (An) � �� (Q \ A)+�� (QnA). Hierausfolgt (2.27).(2.28) folgt, da (A; ;; ;; : : :) 2 C (A) wegen � (A) � �� (A).Die Bedeutung der obigen Beobahtung liegt in der Tatsahe, dass wir zeigenwerden, dass das System A� aller Mengen, die (2.27) gehorhen, eine �-Algebra ist und dass �� j A� ein Ma� ist.12



(2.27) zeigt, dass R � A�, also � (R) � A�. (2.28) shlie�lih zeigt, dass�� j R = �, also dass �� eine Fortsetzung von � ist und danah hatten wirja gesuht.Der Beweis wird durh die folgende De�nitition 2.17 und Theorem 2.18 ab-geshlossen.�Ubung 2.16 Man beweise 2.24, 2.25 und 2.26.Tipp f�ur 2.26: F�ur jedes " > 0; n 2 N k�onnen wir (Am;n)m 2 C (Qn) �nden,so dass ����� 1Xm=1 � (Am;n)� �� (Qn)����� < "2�nDann ist (Am;n)n;m2N 2 C 1[m=1Qm! .De�nition 2.17 Eine Funktion �� auf P (
) mit (2.24) - (2.26) hei�t �au�e-res Ma� auf 
. A � 
 hei�t ��- messbar, falls (2.27) gilt f�ur alle Q � 
.Theorem 2.18 Sei �� ein �au�eres Ma� �uber 
. Das System A� der �� -messbaren Mengen ist eine � - Algebra. �� j A� ist ein Ma�.Beweis. Bemerke dass (2.27) �aquivalent ist zu�� (Q) = �� (Q \ A) + �� (QnA) f�ur alle Q 2 P (
)) . (2.29)In der Tat: wenden wir (2.26) auf die FolgeQ \ A;QnA; ;; ;; ::: (2.30)an, erhalten wir sofort�� (Q) � �� (Q \ A) + �� (QnA) f�ur alle Q 2 P (
) .(2.29) impliziert, dass 
 2 A� und dass mit A 2 A� auh A 2 A� gilt.Als n�ahstes zeigen wir, dass A� eine Algebra ist. Seien also A;B 2 A�.Wendet man die de�nierende Eigenshaft (2.29) auf B (und Q = Q \A undQ = Q \ A) an, erh�alt man�� (Q \ A) = �� (Q \ A \ B) + �� (Q \ A \B)13



�� (Q \ A) = �� (Q \ A \ B) + �� (Q \ A \B)Da auh A 2 A� gilt, bekommen wir�� (Q) = �� (Q \ A) + �� (Q \ A)= �� (Q \ A \ B) + �� (Q \ A \B) (2.31)+ �� (Q \ A \B) + �� (Q \ A \ B) .Da dies f�ur alle Q 2 P (
) gilt, k�onnen wir auh Q durh Q \ (A [ B)ersetzen. Somit folgt�� (Q \ (A [ B)) = �� (Q \ A \B) + �� (Q \ A \ B) + �� (Q \ A \B)(2.32)f�ur alle Q 2 P (
). (2.31) zusammen mit (2.32) ergibt�� (Q) = �� (Q \ (A [B)) + �� (Qn (A [ B))f�ur alle Q 2 P (
). Dies zeigt, dass A [B 2 A�.In den folgenden beiden Shritten zeigen wir, dass die Algebra A� ein \{stabiles Dynkin{System, somit eine �{Algebra.Sei also (An)n eine Folge paarweise disjunkter Mengen in A� und setze A :=S1n=1An. (2.32) ergibt durh Induktion:�� Q \ n[i=1Ai! = nXi=1 �� (Q \ Ai)f�ur alle n 2 N ; Q 2 P (
). Bedenkt man, dass wir aus obigem shon wissen,dass Bn := Sni=1Ai 2 A� und dass QnBn � QnA gilt und daher�� (QnBn) � �� (QnA)folgt, erhalten wir�� (Q) = �� (Q \ Bn) + �� (QnBn) � nXi=1 �� (Q \ Ai) + �� (QnA) .Unter Zuhilfenahme von (2.26) ergibt sih�� (Q) � 1Xi=1 �� (Q \ Ai) + �� (QnA) � �� (Q \ A) + �� (QnA) .14



Nah dem, was wir eingangs bemerkt hatten, bedeutet dies aber shon, dass�� (Q) = �� (Q \ A) + �� (QnA) = 1Xi=1 �� (Q \ Ai) + �� (QnA) . (2.33)gilt. Also ist A 2 A�. Wir haben somit gezeigt, dass A� ein Dynkin{Systemist.Au�erdem ist A� eine Algebra. Aber ein Dynkin{System, das eine Algebraist, ist \ - stabil (weil A \B = (A [ B). Also ist A� eine � - algebra.W�ahlt man nun A = Q in (2.33), erh�alt man�� (A) = 1Xi=1 �� (Ai) :Also ist �� eingeshr�ankt auf A� ein Ma�.Nat�urlih w�are es noh sh�oner zu wissen, dass � niht nur auf A� fortgesetztwerden kann, sondern dass diese Fortsetzung auh eindeutig ist. Dies ist invielen F�allen in der Tat wahr. Der Beweis benutzt auf instuktive Art dieTehnik der Dynkin{Systeme.Theorem 2.19 Sei E ein \{stabiler Erzeuger einer �{Algebra A �uber 
. Esexistiere eine Folge (En)n ; En 2 E mit S1i=1Ei = 
. Sind dann �1; �2 zweiMa�e �uber A mit �1 (E) = �2 (E) f�ur alle E 2 E (2.34)und �1 (En) <1 f�ur alle n 2 N. (2.35)Dann gilt �1 = �2.Beweis. Sei Ê das System aller E 2 E mit �1 (E) = �2 (E) < 1. F�ur einbeliebiges E 2 Ê betrahteDE := fD 2 A : �1 (E \D) = �2 (E \D)g .Man rehnet nah, dass DE ein Dynkin{System ist (�Ubung). Da E \{stabilist, folgt E � DE, aufgrund von (2.34) und der De�nition von DE. Daher15



gilt D (E) � DE. Andererseits impliziert die \{Stabilit�at von E , dass A =D (E) = � (E) und daher (da DE � A), dass DE = A. Somit folgt�1 (E \ A) = �2 (E \ A) (2.36)f�ur alle E 2 Ê und A 2 A. Wegen (2.35) hei�t dies insbesondere�1 (En \ A) = �2 (En \ A)f�ur alle A 2 A; n 2 N . Der Rest des Beweises besteht darin, A in St�uke zuzershneiden. Wir de�nierenF1 := E1 and Fn := Enn n�1[i=1 Ei! n 2 N .Dann sind die (Fn) paarweise disjunkt mit Fn � En undS1n=1 Fn = S1n=1En =
. Da Fn \ A 2 A erhalten wir mit (2.36):�1 (Fn \ A) = �1 (En \ Fn \ A) = �2 (En \ Fn \ A) = �2 (Fn \ A) .f�ur alle A 2 A und n 2 N . DaA = 1[n=1 (Fn \ A)folgt aus der �{Additivit�at von �1 und �2�1 (A) = 1Xn=1 �1 (Fn \ A) = 1Xn=1 �2 (Fn \ A) = �2 (A) f�ur alle A 2 Awas dasselbe ist wie �1 = �2.Shon die Konstruktion im Beweis des Satzes von Carath�eodory legt nahe,dass man das Ma� von A 2 A� durh Ma�e von Ringelemente approximiertwerden kann. Dies ist auh der Inhalt des folgendenTheorem 2.20 Sei � ein endlihes Ma� �uber einer �{Algebra A �uber 
, dievon einer Algebra A0 �uber 
 erzeugt wird. Dann gibt es zu A 2 A eine Folge(Cn)n2N ; Cn 2 A0, so dass � (A�Cn)! 0 (2.37)wenn n!1. Hier shreiben wir f�ur zwei Mengen A;B � 
A�B := AnB [ BnA.Beweis. Den Beweis �ndet man beispielsweise im Buh von Bauer [?℄, Satz5.7. 16



2.4 Das Lebesgue{Ma�Wendet man die oben eingef�uhrten Tehniken auf den Fall Rd , kommen wirauf ein besonders wihtiges Ma�, das Lebesgue-Ma�. Wie shon oben weitererw�ahnt haben wir in diesem Fall ein intuitives Gef�uhl, dass man einfahengeometrishen Objekten, z.B. Quadern, ihr geometrishes Volumen zuordnensollte. Wir wollen dieses Ma� auf subtilere Mengen ausweiten.De�nition 2.21 Seien a; b 2 Rd . Mit dem Quader [a; b[ meinen wir[a; b[:= �x 2 Rd : ai � xi < bi; i = 1:::d	�Ahnlih de�nieren wir ℄a; b[; ℄a; b℄, and [a; b℄.Weiter sei J d := �℄a; b℄ : a; b 2 Rd	und Fd := ( n[i=1Ji; n 2 N ;Ji 2 J d) .�Ubung 2.22 Fd ist ein Ring �uber Rd .Mit diesen Vorbereitungen k�onnen wir die Methoden des vorigen Abshnittsanwenden. Das zugeh�orige Volumen auf Fd ist das geometrishe Volumen.De�nition 2.23 Sei I 2 J d; I =℄a; b℄. Wir de�nieren� (I) = � Qdi=1 (bi � ai) falls I 6= ;0 sonstTheorem 2.24 Es gibt ein eindeutiges Volumen � auf Fd, so dass � eineErweiterung von � auf J d ist. � ist ein Pr�ama�.Beweis. Man kontrolliert, dass F 2 Fd als F = Sni=1 Ii mit paarweise dis-junkten Ii 2 Fd geshrieben werden kann. Shlussrihtig de�niert man � (F )als � (F ) = nXi=1 � (Ii) :Durh �Ubergang zur gemeinsamen Verfeinerung zweier Darstellungen von Fsehen wir, dass dies wohlde�niert ist.17



Um zu sehen, � auh ein Pr�ama� ist, m�ussen wir �uberpr�ufen, dass � ;-stetigist. Sei also (Fn)n2N eine fallende Folge aus Fd. Wir zeigen, dassÆ := limn!1� (Fn) = infn!1� (Fn) > 0impliziert, dass T1n=1 Fn 6= ;.Da jedes Fn eine endlihe Vereinigung disjunkter Elemente aus J d ist, k�onnenwir Gn 2 Fd �nden, so dassGn � Gn � Fn undj� (Gn)� � (Fn)j � 2�nÆ:Sei Hn := Tni=1Gi, dann ist Hn 2 Fd und Hn � Hn+1 ebenso wie Hn � Gn �Fn. Fn ist beshr�ankt. Daher ist �Hn�n eine Folge beshr�ankter und daherkompakter Teilmengen des Rd mit Fn � Hn+1. Daher gilt T1n=0Hn 6= ; (unddaher auh T1n=1 Fn 6= ;), wenn nur Hn 6= ; f�ur jedes n. Dazu zeigen wir� (Hn) � � (Fn)� Æ �1� 2�n� � Æ2�n (2.38)wobei nur die erste Ungleihung zu zeigen ist. Dies zeigt man mit Induktion�uber n. F�ur n = 1 rehnet man (2.38) nah. Ist die Hypothese f�ur n wahr,so folgt � (Hn) � � (Fn)� Æ �1� 2�n�und � (Gn+1) � � (Fn+1)� Æ2�(n+1)und Gn+1 [Hn � Fn+1 [ Fn = Fn. F�ugt man dies zusammen, ergibt sih� (Hn+1) � � (Fn+1)� Æ2�(n+1) � Æ �1� 2�n�� � (Fn+1)� Æ �1� 2�(n+1)� .Dies zeigt, dass Hn 6= ; f�ur alle n und daher das Theorem.Daher wissen wir, dass � ein �-endlihes Pr�ama� auf Fd ist. Aus dem letztenAbshnitt erhalten wir sofortKorollar 2.25 Das Pr�ama� � auf Fd kann eindeutig zu einem Ma� � auf� �Fd� erweitert werden. � (f�ur das wir manhmal �d shreiben, um die Di-mensionsabh�angigkeit anzudeuten) hei�t das Lebesgue-Ma�, � �Fd� die Bo-relshe �{Algebra; sie k�urzt man Bd ab.18



Von einem topologishen Gesihtspunkt ist das folgende Resultat sehr zufrie-denstellend.Theorem 2.26 Seien Od; Cd; und Kd die Systeme aller o�enen, geshlosse-nen und kompakten Teilmengen des Rd . Dann giltBd = � �Od� = � �Cd� = � �Kd� (2.39)Beweis. Wegen Kd � Cd gilt � �Kd� � � �Cd�. Andererseits ist jedes C 2 Cddie abz�ahlbare Vereinigung von Mengen in Cn 2 Kd.Man w�ahlt z.B.Kn := �x 2 Rd : jjxjj � n	dann ist C = S1n=1 (C \Kn). Daher Cd � � �Kd�, was insgesamt zeigt, dass� �Cd� = � �Kd�. Andererseits ist das Komplement einer o�enen Menge einegeshlossen Menge. Daher� �Od� = � �Kd� = � �Cd� .Shlie�lih kann man ℄a; b℄ 2 J d als abz�ahlbaren Durhshnitt von ℄a; b(n)[shreiben, wo b(n) = �a1 + 1n; ::; ad + 1n� .Daher gilt Bd = � �J d� � � �Od�. Andererseits ist ℄a; b[2 Od die Vereinigungvon ℄a;~b(n)℄ 2 J d, wobei~b(n) = �a1 � 1n; ::; ad � 1n� .Shlie�lih ist jede o�ene Menge G 2 Od die abz�ahlbare Vereinigung von℄a; b[2 Od (z.B. denen mit rationalen Koordinaten). Dies zeigt � �Od� � Bd,daher � �Od� = Bd und dies zeigt den Satz.Das Lebesgue{Ma� ist der Prototyp eines Borel{Ma�es, d.h. eines Ma�es auf�Rd ;Bd�. Ein genauerer Blik zeigt, dass es der Startpunkt in Dimension einsist, jedem Intervall ℄a; b℄ seine L�ange b� a als Ma� zuzuweisen. Dies ist geo-metrish vern�unftig, aber i.a., besonders wenn wir an Wahrsheinlihkeitendenken, ist dies nat�urlih niht notwendig. Man k�onnte beispielsweise einebeliebige steigende Funktion F : R ! R, die �uberdies rehtsseitig-stetig istund dem Intervall [a; b[ das Ma� F (b)�F (a) zuzuweisen. Hierbei ist es not-wendig, dass F steigt, da es sonst Intervalle negativen Ma�es g�abe und dieRehtsstetigkeit ben�otigen wir wegen der Stetigkeit von Ma�en.19



De�nition 2.27 Eine Funktion F hei�t ma�erzeugend, falls F steigend undlinks-stetig ist. Ist limx!1 F (x)� limy!�1 F (y) = 1, so hei�t F Verteilungs-funktion.Der Beweis des folgenden Theorems ist gr�o�tenteils sehr �ahnlih zur Kon-struktion des Lebesguema�es.Theorem 2.28 Sei F ma�erzeugend. Dann gibt es genau ein Ma� �F aufB1 mit �F (℄a; b℄) = F (b)� F (a) .Dar�uberhinaus gilt: falls G eine andere ma�erzeugende Funktion auf R mit�F = �G ist, dann gilt F = G+  f�ur ein .Um die Eigenshaften des Lebesguema�es weiter zu untersuhen, m�ussen wireinen kleinen Einshub �uber den Zusammenhang von Ma�en und Abbildun-gen bringen. Dies geshieht im n�ahsten Abshnitt.2.5 Messbare Abbildungen und Bildma�eSei 
 eine Menge und A eine �{Algebra �uber 
 (wir nennen (
;A) einenmessbaren Raum). Dar�uber hinaus sei � ein Ma� auf A. In diesem Abshnittdiskutierebn wir, wie man ein Ma� � auf einen anderen messbaren Raum(
0; A0) mit Hilfe einer Abbildung "teleportiert".De�nition 2.29 Seien (
;A) ; (
0;A0) messbare R�aume. Eine Abbildung T :
! 
0 hei�t A� A0{messbar, falls giltT�1 (A0) 2 A f�ur alle A0 2 A.0 (2.40)Beispiel 2.30 Jede konstante Abbildung ist messbar, dennT�1 (A0) 2 f;;
) f�ur alle A0 2 A0.Im Prinzip kann man allerlei Eigenshaften messbarer Abbildung �ahnlihdiskutieren wie die Eigenshaften stetiger Abbildungen in Topologie. Wiruntersuhen hier nur die o.g. "Teleportations"-Eigenshaften messbarer Ab-bildungen sowie eine Proposition, die uns sp�ater n�utzlih sein wird.20



Theorem 2.31 Sei T : (
;A)! (
0;A0) messbar. Dann de�niert f�ur jedesMa� � auf (
;A) T (�) (A0) := � �T�1 (A0)� ; A0 2 A0ein Ma� auf (
0;A0).Beweis. Dies folgt unmittelbar aus der Eigenshaft inverser Abbildungen,dass f�ur paarweise disjunkte (A0n)n2N in A0 auh (T�1 (A0n))n2N paarweisedisjunkt sind und dassT�1 1[n=1A0n! = 1[n=1T�1 (A0n) .De�nition 2.32 Das Ma� T (�) in Theorem 2.31 hei�t Bildma� von � unterder Abbildung T .Proposition 2.33 Es seien (
;F) und (
0;F 0) Ma�r�aume und E 0 ein Er-zeuger von F 0. Eine Abbildung T : 
 ! 
0 ist genau dann messbar, wenngilt T�1(A0) 2 F f�ur alle A0 2 F 0 (2.41)Beweis. Sei S 0 := fS 0 � 
0 : T�1(S 0) 2 Fg:S 0 ist eine �-Algebra . Folglih ist F 0 � S 0 genau dann wenn E 0 � S 0.Umgekehrt ist F 0 � S 0 gerade die Messbarkeit von T , w�ahrend E 0 � S 0dasselbe ist wie (2.41).Ein sehr wihtiges Beispiel, n�amlih �Rd ;Bd� und Abbildungen T , die Trans-lationen sind, diskutieren wir als n�ahstes.2.6 Eigenshaften des Lebesgue{Ma�esBetrahten wir also Translationen T , d.h. eine Translation um a 2 Rd alsoeine Abbildung Ta : Rd ! Rd mit Ta (x) = a + x f�ur alle x 2 Rd .Proposition 2.34 Das Lebesgue-Ma� ist translationsinvariant, d.h. Ta ��d� =�d f�ur alle a 2 Rd . 21



Beweis. Dies folgt sofort, da f�ur jedes I 2 J d gilt�d (I) = Ta ��d� (I) .Die Translarionsinvarianz ist sogar harakteristish f�ur das Lebesgue{Ma�.Sei W := [0; 1[ der Einheitsw�urfel in Rd (0 und 1 seien d-dimensionale Vek-toren). Dann giltTheorem 2.35 Sei � ein Ma� auf �Rd ;Bd� mit Ta (�) = � f�ur alle a 2 Rdund � := �(W ) <1: (2.42)Dann gilt � = ��d: (2.43)d.h. bis auf Skalierung ist das Lebesgue{Ma� das einzige translationsinvari-ante Ma� auf (Rd ;Bd).Beweis. Der Trik ist, dass � (W ) auh � (Wn) festlegt, woWn = [0; 1n [2 J dund dass jedes I 2 J d beliebig gut approximiert werden kann durh Wn0s.All dies folgt aus der Translationsinvarianz. Genaueres �ndet man bei Bauer[?℄, Satz 8.1.Tats�ahlih gilt sogar viel mehr: Sei W die MengeW �Rd� := �T : Rd ! Rd : d (T (x) ; T (y)) = d (x; y) for all x; y 2 R	 ;d.h. die Menge aller Abbildungen, die sih als orthogonale, lineare Abbildungplus einen Shift shreiben lassen. Es stellt sih heraus, dass das Lebesgue{Ma� invariant ist unter allen T 2 W.Theorem 2.36 F�ur jedes T 2 W gilt T (�d) = �d.Beweis. T 2 W l�asst sih darstellen alsT (x) = T0(x) + a; ; x 2 Rmit a 2 Rd und einer orthogonalen linearen Abbildung T0. Wir wissen shon,dass das Lebesgue{Ma� translationsinvariant ist. Daher gen�ugt es den Fall,22



dass T orthogonal ist, also insbesondere T (0) = 0 gilt, zu betrahten. F�ur soein T , a 2 Rd und b = T�1(a) giltTa Æ T = T Æ Tb (2.44)wo T(x) = x +  (�Ubung 2.37 unten). Unter Ausnutzung der Translations-invarianz von �d erhalten wir alsoTa(T (�d)) = T (Tb(�d)) = T (�d)f�ur alle a 2 Rd . Dies aber hei�t, dass � := T (�d) translationsinvariant ist.Also folgt T (�d) = ��d mit � = �(W ), und W = [0; 1[. BetrahteB1(0) := fx 2 Rd : jjxjj � 1g:Mit T ist auh T�1 orthogonal und somit gilt T�1[B1(0)℄ := B1(0). Daherfolgt aus T (�d) = ��d�d(B1(0)) = �d(T�1[B1(0)℄) = T (�d)(B1(0)) = ��d(B1(0)):Da �d(B1(0)) =2 f0;1g impliziert dies � = 1.�Ubung 2.37 Man zeige (2.44).Es gilt sogar noh mehr:Theorem 2.38 F�ur jedes T 2 GL(d;Rd) giltT (�d) = 1jdetT j�d: (2.45)Beweis. Sei T 2 GL(d;Rd) eine invertierbare, lineare Abbildung. Wie imBeweis von Theorem 2.36 zeigt man, dass T (�d) translationsinvariant ist. Da�(T ) := T (�d)(W ) <1 (W := [0; 1[)gilt, erhalten wir T (�d) = �(T )(�d): (2.46)Um �(T ) zu brehnen, bemerken wir, dass f�ur S 2 GL(d;Rd)�(S � T ) = �(S)�(T ) (2.47)23



(siehe �Ubung 2.39 unten). Das hei�t � ist ein Homorphismus von GL(d;R)in die multiplikative Gruppe R n f0g. Aus der linearen Algebra wissen wir,dass es einen Homomorphismus� : R n f0g ! R n f0ggibt, so dass �(T ) = �(detT ):Falls also detT = 1, wissen wir, dass �(T ) = 1. F�ur beliebiges T sei  :=detT 6= 0. F�ur � 6= 0 seiD� : (x1; : : : ; xd) 7! (x1; : : : xd�1; �xd):O�ensihtlih gilt detD� = �. De�niert man S := T Æ D1= , so ergibt sihdetS = 1 mit T = S ÆD . Da D translationsinvariant in den ersten d� 1Koordinaten ist und die d'te Koordinate um einen Faktor  gestrekt wird,sehen wir dass D(�d) = 1jj�d:Dies kann man sofort f�ur Intervalle kontrollieren und dann mit Standar-dargumenten auf beliebige Mengen fortsetzen. Da � ein Homorphismus mit�(S) = 1 ist, erhalten wir�(T ) = �(S ÆD) = �(S)�(D) = �(D) = 1jj = 1j detT j :�Ubung 2.39 Man zeige, dass � aus (2.46) der Gleihung (2.47) gen�ugt.Die folgende �Ubung zeigt, dass das obige Theorem in gewissem Sinne auhf�ur Abbildungen mit vershwindender Determinante gilt.�Ubung 2.40 Sei T : Rd ! Rd eine lineare Abbildung mit det T = 0. Manzeige, dass es f�ur alle A 2 Bd eine messbare Menge N � Rd mit �d(N) = 0gibt, so dass T (A) � N . In diesem Sinne gilt (2.45) auh hier.Die Translationsinvarianz des Lebesgue{Ma�es begr�undet auh zwei seinerwihtigsten Eigenshaften (die gewisserma�en "Niht-Eigenshaften" sind,denn sie sagen etwas �uber das Nihtbestehen gewisser Qualit�aten des Lebesgue{Ma�es aus). Die erste davon sagt i.w.: "Das Lebesgue{Ma� gibt es niht aufR1". Diese Aussage ist analog (und folgt im wesentlihen den gleihen Ide-en) wie die Aussage, dass es keine Laplaeverteilung auf einer unendlihenMenge gibt. 24



Theorem 2.41 Auf (R1 ;B1) gibt es kein translationsinvariantes Ma� �,das beshr�ankten Mengen W mit nihtleerem Inneren eine positive, endliheMasse zuweist, d.h. 0 < � (W ) <1.Beweis. Angenommen obiges � existiert. Wir nehmen eine abgeshlosseneKugel mit Radius 0 < " < p22 . SeiB" (y) := fx 2 R1 : kx� yk < "g .B" (0) h�atte ein positives Ma�, da es einen kleinen W�urfel enth�alt. Anderer-seits sind die (B" (ei))1i=1 disjunkt (wobei die ei die i'ten Einheitsvektorenbezeihnen) und  1[i=1B" (ei)! � B3(0): (2.48)(2.49) implieziert, dass � (S1i=1B" (ei)) endlih ist. Aber wegen der Transla-tionsinvarianz haben alle B" (ei) das gleihe Ma�. Dann hat aber S1i=1B" (ei)ein unendlihes Ma� im Widerrspruh zu dessen Beshr�anktheit.Die Translationsinvarianz des Lebesgue{Ma�es ist es auh, die verhindert,dass alle Teilmengen Rd messbar sind:Theorem 2.42 Bd 6= P �Rd�, d.h. es gibt niht{messbare Teilmengen desRd .Beweis. Es gen�ugt den Fall d = 1 zu betrahten. Wir studieren die folgende�Aquivalenzrelation � auf R:x � y :() x� y 2 Q (2.49)Da es f�ur jedes x 2 R, ein n 2 Q mit n � x < n + 1 gibt, k�onnen wir f�urjede �Aquivalenzklasse bzgl. � einen Repr�asentanten in [0; 1[ w�ahlen. Somitgibt es eine Menge K � [0; 1[, die genau ein Element jeder �Aquivalenzklasseenth�alt. (Bemerke, dass wir hier vom Auswahlaxiom Gebrauh mahen.) Kgen�ugt [y2Q (y +K) = R (2.50)und y1 6= y2 ) (y1 +K) \ (y2 +K) = ;. (2.51)25



Angenommen K ist messbar. Dann gilt aufgrund der oben bemerkten Dis-junktheit � [y2Q (y +K)! = � (R) =1Aus der Translationsinvarianz von � bekommen wir:� (y +K) = � (K) f�ur alle y 2 QDa Q abz�ahlbar ist, kann � (K) niht Null sein. Andererseits ist[y2Q\[0;1℄ (y +K) � [0; 2[:Daher kann � (K) auh niht positiv sein. Dies ist ein Widerspruh, also istK niht messbar.3 Eine Einf�uhrung in die IntegrationstheorieIn diesem Kapitel konstruieren wir zu vorgelegtem Ma� ein Integral.Aus gutem Grund (z.B. weil das Supremum einer Folge von R{wertigen Funk-tionen auh den Wert unendlih annehmen kann) wollen wir Funktionen mitWerten in R := R [ f�1g integrieren. Die zugeh�orige Borel �{Algebra istde�niert alsB1 := fB;B [ f1g; B [ f�1g; B [ f1g [ f�1gjB 2 B1g:O�ensihtlih ist B1 eine �{Algebra mitR \ B1 := B1:Eine Funktion f : 
! R hei�t numerishe Funktion, falls sie A�B1-messbarist.Beispiel 3.1 Beispielsweise sind alle Indikatoren1A(!) := � 1 ! 2 A0 ! =2 Af�ur A 2 A numerishe Funktionen. 26



Fakt 3.2 F�ur Indikatoren gelten die folgenden Rehenregeln� A � B ) 1A � 1B A;B 2 A:� 1S1i=1 Ai = supi 1Ai Ai 2 A:� 1T1i=1 Ai =Q1i=1 1Ai Ai 2 A:Ob eine Funktion eine numerishe Funktion ist, l�asst sih shnell feststellen.Proposition 3.3 Sei (
;A) ein messbarer Raum. Dann ist f : 
 ! RA� B1-messbar, dann und nur dann, wennff � �g 2 A f�ur alle � 2 R (3.1)Beweis.Wegen Proposition 2.33 ist lediglih zu zeigen, dass J := f[�;1℄; � 2Rg die �-Algebra B1 erzeugt. Nun ist [a; b[= [a;1℄ n [b;1℄: und damit�(J ) = B1 � J . Weiter enth�alt J die Punkte f1g := T1n=1[n;1℄ undf�1g := R nS1n=1[�n;1℄: Dies gen�ugt um die Behauptung zu zeigen.Die folgende Tatsahe ist leiht zu zeigenFakt 3.4 �Aquivalent sind:1. f ist A� B1-messbar.2. ff � �g 2 A f�ur alle � 2 R.3. ff > �g 2 A f�ur alle � 2 R.4. ff < �g 2 A f�ur alle � 2 R.5. ff � �g 2 A f�ur alle � 2 R.Neben der Messbarkeit von f und g interessiert und nat�urlih auh dieMessbarkeit aus f und g zusammengesetzter Funktionen. Dies wird im fol-genden vorbereitet.Proposition 3.5 Seien f; g numerishe Funktionen. Dann sind ff � gg,ff < gg, ff = gg und ff 6= gg messbar.
27



Beweis. Da Q abz�ahlbar ist, folgt die Behauptung ausff < gg = \q2Qff < qg \ fq < ggundff � gg = fg < fg; ff = gg = fg � fg \ ff � gg; ff 6= gg = ff = gg:Proposition 3.6 Seien f; g numerishe Funktionen. Dann sind auh f � gund f � g { falls de�niert { messbar.Beweis. Mit g ist auh �g messbar, denn f�g � �g = fg � ��g. Also istmit f+g auh f�g messbar. Desweiteren ist mit g auh g+t, t 2 R messbar,denn fg + t � ag = fg � �� tg. F�ur alle messbaren reellen Funktionen f; gist nun ff + g � �g = ff � �g + �g;was zusammen mit dem oben Bemerkten und Proposition 3.5 die Messbarkeitvon f � g beweist. Weiter istf � g = 14 �(f + g)2 � (f � g)2� :Nun ist mit f auh f 2 messbar, dennff 2 � �g = ff � p�g \ ff � �p�g:Dies zeigt die Behauptung f�ur relle Funktionen. Die Erweiterung auf nume-rishe Funktionen folgt, denn die Mengen ff � g = �1g und ff � g = �1gsind messbar, wenn die entsprehenden Operationen de�niert sind.Der folgende Satz ist essentiell f�ur das weitere Vorgehen in der Integrations-theorieTheorem 3.7 Sei (fn)n2N eine Folge numerisher Funktionen auf einemmessbaren Raum (
;A). Dann sind auh die folgenden Funktionen messbarsupn fn; infn fn; lim supfn; lim infn fn28



Beweis. sup fn ist messbar, weilfsupn fn � �g = 1\n=1ffn � �g:Weiter ist infn fn = � supn�fn, lim sup fn = infn supm�n fm und lim infn fn =� lim sup�fn. Daher sind alle obigen Funktionen messbar.Korollar 3.8 Seien f; (fn)n2N messbare Funktionen auf einem messbarenRaum (
;A). Dann ist f�ur alle ninfm=1:::n fm und supm=1:::n fm (3.2)und (falls existent) limn fn (3.3)und jf j messbar.Beweis. (3.2) folgt aus dem vorhergehenden Satz, wenn man fk = fn f�uralle k � n setzt. F�ur (3.3) rufe man sih ins Ged�ahtnis dass, falls limfnexistiert, man limfn = lim sup fn hat. Shlie�lih istjf j = f+ � f�;wo f+ = max(f; 0) und f� = (�f)+ messbar sind.3.1 Konstruktion des IntegralsDie Grundidee bei der Konstruktion des Ma�integrals ist niht sehr vershie-den von der, die zur Konstruktion des Riemann{Integrals: Wenn (
;A) einmessbarer Raum mit einem Ma� � ist und A 2 A, dann beshreibt die Indi-katorfunktion 1A geometrish ein verallgemeinertes "Rehtek" in 
�R mitKantenl�angen �(A) und 1. Daher sollte manZ 1Ad�gleih �(A) setzen. Trotzdem gibt es essentielle Untershiede zwishen demMa�integral und dem Riemannintegral, die wesentlih daher kommen, dassRiemann von den Mengen A forderte, dass sie die Gestalt von Intervallenhaben m�ussten.Die elementarsten Funktionen, die man integrieren m�ohte, nennen wir wie-der Treppenfunktionen (oder Elementarfunktionen):29



De�nition 3.9 Sei (
;A) ein messbarer Raum. Eine Treppenfunktion oderElementarfunktion ist eine Abbildung der Formf(!) = nXi=1 �i1Ai(!):Hier sind die Ai 2 A, i = 1; : : : ; n paarweise disjunkt mit SAi = 
 und�i � 0. Die Menge der Elementarfunktionen auf (
;A) k�urzen wir mitE := E(
;A) (3.4)ab.De�nition 3.9 und die Betrahtungen im vorigen Abhnitt implizierenLemma 3.10 Es seien u; v 2 E und � 2 R+ . Dann gilt auh �u; u +v;maxfu; vg;minfu; vg 2 E.Beweis. O�ensihtlih.Das folgende Lemma bereitet die Integration von Treppenfunktionen vorLemma 3.11 Sei u 2 E:u = mXi=1 �i1Ai = nXi=1 �i1Bi :Dann gilt mXi=1 �i�(Ai) = nXi=1 �i�(Bi):Beweis. Der Beweis beruht auf einem Standardtrik, n�amlih von den (Ai)und (Bi) zu einer gemeinsamen Verfeinerung (Ai\Bj)i;j �uberzugehen. WegenAi = Snj=1(Ai \Bj) und Bj = Smi=1(Ai \Bj) folgt wegen der Additivit�at von� �(Ai) = nXj=1 �(Ai \Bj) und �(Bj) = mXi=1 �(Ai \ Bj);was wegen �i = �j auf (Ai \ Bj) die Behauptung impliziert:mXi=1 �i�(Ai) =Xi;j �i�(Ai \ Bj) =Xi;j �i�(Ai \Bj) = nXi=1 �i�(Bi)Somit ist die folgende De�nition wohlde�niert:30



De�nition 3.12 Sei u 2 E mit der Darstellungu = nXi=1 �i1Ai: (3.5)Dann ist Z ud� := nXi=1 �i�(Ai)das (�)-Integral von u. Hier ist � ein Ma� auf (
;A). R ud� ist unabh�angigvon der speziellen Darstellung (7.2).Die folgenden Eigenshaften des Integrals von Elementarfunktionen pr�uftman shnell nahProposition 3.13 Seien u; v 2 E; � 2 R+ und A 2 A. Dann giltZ 1Ad� = �(A); (3.6)Z �ud� = � Z ud�; (3.7)Z (u+ v)d� = Z ud�+ Z vd�; (3.8)u � v ) Z ud� � Z vd� (3.9)Beweis. (3.6) und (3.7) sind o�ensihtlih.F�ur (3.8) seien u = mXi=1 �i1Ai v = nXj=1 �j1Bj : (3.10)Dann ist u+ v eine Elementarfunktion mitu+ v =Xi;j (�i + �j)1Ai\Bj :
31



Da Ai = Snj=1(Ai \ Bj) und Bj = Smi=1(Ai \ Bj) ebenso eine Partition istwie (Ai)i und (Bj)j, folgtZ (u+ v)d� = Xi;j (�i + �j)�(Ai \ Bj)= Xi;j �i�(Ai \ Bj) +Xi;j �j�(Ai \Bj)= Z ud�+ Z vd�:(3.9) folgt wieder per �Ubergang zu einer gemeinsamen Verfeinerung der Dar-stellungen u =Xi;j �i1Ai\Bj und v =Xi;j �j1Ai\Bj :u � v impliziert, dass �i � �j auf Ai \Bj 6= ; und hieraus folgt die Behaup-tung.Die letzte Proposition hei�t insbesondere, dass f�ur u 2 E und Ai 2 A,�i 2 R+ , so dass u = nXi=1 �i1Ai(wobei wir niht mehr fordern, dass die (Ai)i eine Partition bilden) immernoh R ud� =Pni=1 �i�(Ai) gilt.Wir werden nun das Integral f�ur numerishe Funktionen de�nieren. Diesgeshieht zun�ahst f�ur positive Funktionen, sp�ater werden wir dann belie-bige Funktionen als Di�erenz zweier positiver Funktionen shreiben. DieShl�usselidee ist es eine numerishe Funktionen durhTreppenfunktionen zuapproximieren. Der wesentlihe Untershied zur Konstruktion des Riemann-integrals besteht darin, dass die Klasse der Elementarfunktionen bei uns i.a.gr�o�er ist als die Klasse der Treppenfunktionen bei der Konstruktion desRiemannintegrals.Das folgende Lemma spielt eine Shl�usselrolle bei unseren weiteren �Uberle-gungen:Lemma 3.14 Seien u; (un)n 2 E. Weiter sei die Folge (un) steigend. Danngilt u � supn un ) Z ud� � supn Z und�:32



Beweis. u habe die folgende Darstellungu = mXi=1 �i1Aimit Ai 2 A und �i 2 R+ . Sei � 2 (0; 1). Da un messbar ist, folgtBn := fun � �ug 2 A:De�nitionsgem�a� gilt auf Bn: un � �u1Bn, alsoZ und� � � Z u1Bnd�:Nun ist (un) wahsend und u � supn un. Daher folgt Bn " 
 und daherAi \ Bn " Ai f�ur alle i. Da � von unten stetig ist, erhalten wirZ ud� = mXi=1 �i�(Ai) = limn!1 mXi=1 �i�(Ai \Bn) = limn!1Z u1Bnd�:Also supn Z und� � � supn Z u1Bnd� = � limn!1Z u1Bnd� = � Z ud�:Da � 2 (0; 1) beliebig war, folgt die Behauptung des Lemmas.Korollar 3.15 F�ur zwei wahsende Folgen (un) und (vn) in E giltsup un = sup vn ) supn Z und� = supn Z vnd� (3.11)Beweis. Es gilt un � sup vm und vm � sup un f�ur alle n;m. Damit folgt dieBehauptung aus dem vorhergehenden Lemma.De�nition 3.16 E�(
;A) = E� bezeihnet die Menge aller numerisherFunktionen, f�ur die es eine wahsende Folge (un) in E gibt, so dassf = sup un:Der Punkt ist, dass Korollar 3.15 uns sagt, dass supn R und� unabh�angig istvon der speziellen Wahl der Folge (un), mit der wir f approximieren. Daherde�nieren wir 33



De�nition 3.17 Sei f 2 E�. Wir de�nieren das Integral von f bez�uglih �durh Z fd� = supn Z und�;wobei (un) eine wahsende Folge in E ist, dief = sup ungen�ugt.Bemerke, dass E � E�. Ebenso �uberpr�uft man, dass mit f; g 2 E� und� 2 R+ gilt: �f; f + g; f � g;minf; g;max f; g 2 E�Z �fd� = � Z fd�;Z (f + g)d� = Z fd�+ Z gd�;f � g ) Z fd� � Z gd�Somit ist das Integral eine positive, steigende Linearform auf der Menge allerinetgrierbarer Funktionen.Es mag niht zu sehr �uberrashen, dass Lemma 3.14 von f 2 E� geerbt wird.Dies ist trotzdem einer der wesentlihen Vorteile des neuen Integralbegri�s.Theorem 3.18 (Levi, Satz von der monotonen Konvergenz):Sei (fn)n eine wahsende Folge in E�. Dann gilt sup fn 2 E� undZ sup fnd� = sup Z fnd�. (3.12)Beweis. De�niere f := sup fn. F�ur fn 2 E� gibt es eine Folge (um;n)m in E,die gegen fn aufsteigt. Es istvm := max (um;1; :::um;m) 2 E.Da die (um;n) wahsend sind, sind dies auh die (vm)m. O�ensihtlih vm �fm, also vm � f . Andererseits gilt f�ur m � n dass um;n � vm und somitsupm2N umn = fn � supm2N vm.34



Daher gilt sup vm = f , was f 2 E� impliziert. Aber dann gilt de�nitions-gem�a� R fd� = sup R vnd�. Nun folgt aus vn � fn dass R vnd� � R fnd�gilt. Dies zeigt, dass Z fd� � Z fnd�.Die umgekehrte Ungleihung R fd� � R fnd� ist o�ensihtlih, da fn � ff�ur alle n 2 N .Korollar 3.19 Sei (fn)n eine Folge in E�, dann gilt1Xn=1 fn 2 E�und Z 1Xn=1 fnd� = 1Xn=1 Z fnd�.Beweis.Man wende den Satz von der monotonen Konvergenz auf (f1 + :::+ fn)nan.Es stellt sih nat�urlih die Frage, wie gro� denn die Menge E� ist. Die Antwortmag ein wenig �uberrashen, wenngleih sie einfah zu beweisen ist.Theorem 3.20 f 2 E� genau dann wenn f eine positive, numerishe Funk-tion ist.Beweis. Eine Rihtung ist klar. F�ur die andere seiAin = � �f � i2n	 \ �f < i+12n 	 i = 0; :::; n2n � 1ff � ng i = n2nund un = n2nXi=0 i2n1Ain.Dann ist un 2 E und (un)n ist wahsend mit sup un = f .Shlie�lih breiten wir das Integral auf beliebige numerishe Funktionen aus.Wir de�nieren f�ur eine numerishe Funktion ff+ := max (f; 0) und f� := max (�f; 0) .Dann gilt f = f+� f�. Aus der Additivit�atsforderung f�ur Integrale erhaltenwir die folgende De�niton: 35



De�nition 3.21 Eine numerishe Funktion f hei�t integrierbar, falls R f+d�und R f�d� reelle Zahlen sind. In diesem Falle seiZ fd� := Z f+d�� Z f�d�. (3.13)Bemerkung 3.22 1. (3.13) ist auh dann sinnvoll, wenn entweder R f+d�oder R f�d� unendlih sind (aber niht beide). In diesem Falle sprihtman von Quasi-Integrierbarkeit.2. Falls 
 = Rd ,A = Bd und � = �d spriht man auh vom Lebesgue{Integral.Nahfolgend diskutieren wir einige Eigenshaften des Integrals:Theorem 3.23 F�ur eine numerishe Funktion f sind �aquivalent.1. f is integrierbar.2. Es gibt eine integrierbare Funktion g, so dass jf j � g3. jf j ist integrierbar.Beweis. Der Beweis ist niht shwierig und bleibt dem Leser �uberlassen.�Ubung 3.24 Seien f ,g integrierbar und � 2 R. Man zeige, dass �f ,f + g,max (f; g), min (f; g) integrierbar sind und dassZ �fd� = � Z fd� und Z (f + g) d� = Z fd�+ Z gd�.gilt.Proposition 3.25 f; g seien integrierbar. Dann giltf � g =) Z fd� � Z gd� (3.14)����Z fd����� � Z jf j d� (3.15)(3.15) hei�t Dreieksungleihung. 36



Beweis. f � g impliziert f+ � g+ und f� � g�. Daher folgt (3.14) dieMonotonie des Integrals auf E�.(3.15) ist ein Spezialfall von (3.14), da f � jf j und �f � jf j.De�nition 3.26 Sei (
;A) ein messbarer Raum und � ein Ma� darauf;dann sei L1 (�) := ff : 
! R; f is integrierbargder Raum aller integrierbarer Funktionen.Bemerkung 3.27 Bemerke, dass die obige De�nition von L1 (�) die Messbar-keit von f einshlie�t.Fakt 3.28 L1 (�) mit der punktweisen Addition und Multipliation mit reel-len Zahlen ist ein Vektorraum.Beispiel 3.29 1. Sei (
;A; �) so, dass � endlih ist, d.h. � (
) < 1.Dann ff : f � onstg � L1=�.Aus den obigen �Uberlegungen folgt dann, dass auhff : 
! R; f ist messbar und beshr�ankt g � L1 (�) .2. Seien �; � zwei Ma�e auf (
;A). Eine numerishe Funktion f : 
! �Rist (�+ �){integrierbar, genau dann wenn sie �{integrierbar und � -integrierbar ist. Dann giltZ fd (�+ �) = Z fd�+ Z fd�. (3.16)Dies pr�uft man leiht nah f�ur Treppenfunktionen und zieht es dann�uber die Standardargumente hoh auf allgemeine numerishe Funktio-nen. Insbesondere giltL1 (�+ �) = L1 (�) \ L1 (�) .Bislang haben wir nur Integrale �uber 
 betrahtet. Integrale �uber beliebigemessbare Teilmengen A � 
 de�niert man wie folgt:37



De�nition 3.30 Sei f 2 E� [L1 (�). Dann ist f�ur A 2 A das Integral �uberA de�niert als ZA fd� := Z f1Ad�.Insbesondere R fd� = R 
fd�.�Ubung 3.31 Es sei (
;A) ein messbarer Raum und � ein endlihes Ma�auf (
;A). Zeigen Sie, dass falls f der uniforme Limes einer Folge (fn)n2Nin L1 (�) ist, dies f 2 L1 (�) impliziert. Warum ist die Endlihkeit von �notwendig?3.2 Fast �uberall bestehende EigenshaftenEin genauer Blik auf den vorhergehenden Abshnitt zeigt, dass sih amWerteines Integrals nihts �andert, wenn wir die zu integrierende Funktion auf einerMenge vom Ma� 0 ab�andern. Formal de�nieren wirDe�nition 3.32 Wir sagen, dass eine Eigenshaft �{fast �uberall (�{f.�u.)auf einem Ma�raum (
;A; �) gilt, falls es eine Menge N mit � (N) = 0, sodass die Eigenshaft auf 
nN gilt. Falls � ein Wahrsheinlihkeitsma� ist,d.h. falls �(
) = 1 ist, shreiben wir auh �{fast siher (�{f.s.).Beispiel 3.33 Die Dirihlet{Funktion 1Q is null �1{f.�u., wir shreiben auh1Q = 0 �1 � f:�u:Der folgende Satz ist in mod�zierter Form shon aus der Theorie des Riemann{Integrals bekannt.Theorem 3.34 Sei f 2 E� (
;A). Dann giltZ fd� = 0, f = 0 �{f.�u.Beweis. Da f messbar ist, ist N := ff 6= 0g = ff > 0g 2 A. Wir zeigenZ fd� = 0, � (N) = 0.38



Sei R fd� = 0. Nun ist An := �f � 1n	 2 A f�ur alle n 2 N . Des weiteren giltAn " N . O�ensihtlih gilt f � 1n1An und daher0 = Z fd� � Z 1n1And� = 1n� (An) .Daher gilt � (An) = 0 f�ur alle n, was � (N) = 0 beweist.Ist andererseits � (N) = 0, dann ist un := n1N 2 E f�ur alle n 2 N undR und� = 0. Setze g := sup un, dann ist de�nitonsgem�a� g 2 E�; un " g undR gd� = sup R und� = 0. Aber es ist f � g, was R fd� = 0 zeigt.�Ubung 3.35 Sei f A-messbar und N 2 A mit �(N) = 0. Zeigen Sie, dassZN fd� = 0:Theorem 3.36 Seien f; g messbare numerishe Funktionen, so dass f = g�{f.�u. auf 
. Dann gilta) Falls f � 0 und g � 0, dann folgt R fd� = R gd�b) Falls f integrierbar ist, dann ist g ebenso integrierbar und es gilt R fd� =R gd�.Beweis. a)Es gilt f � g = 0 �-f.�u. und daherZ (f � g) d� = 0 =) Z fd� = Z gd�.b) Aus f = g �-f.�u. und a) folgt R f+d� = R g+d� und R f�d� = R g�d� undsomit die Behauptung.Korollar 3.37 f; g seien numerishe Funktionen mit jf j � g �-f.�u. Dannist mit g auh f � - integrierbar.Beweis. Sei g0 = max (g; jf j). Dann gilt g = g0 �-f.�u. Daher ist auh g0 � -integrierbar. Aber jf j � g0 auf ganz 
. Die Behauptung folgt.Es ersheint o�ensihtlih, dass integrierbare Funktionen niht zu gro� wer-den k�onnen. Dies ist im folgenden Satz formalisiert.Theorem 3.38 Sei f � - integrierbar. Dann gilt jf j <1 �-f.�u.Beweis. Sei N := fjf j =1g 2 A. Dann gilt f�ur alle � 2 R �1N � jf j undsomit �� (N) � R jf j d� <1. Daher folgt � (N) = 0.39



3.3 Die R�aume Lp (�)Oben haben wir shon die Menge der integrierbaren Funktionen L1 (�) ken-nenglernt und gesehen, dass dies ein Vektorraum ist. Damit es auh einK�orper ist, m�usste L1 (�) abgeshlossen sein unter Produktbildung, d.h. mitf; g 2 L1 (�) m�usste auh f � g 2 L1 (�) sein. Dies ist niht unm�oglih, denndas Produkt zweier messbarer Funktionen ist wieder messbar. Das folgendeBeispiel zeigt, dass die Inegrierbarkeit unter Produktbildung niht vererbtwird.Beispiel 3.39 Sei (
;A) = (N;P (N)), � (fug) = �n = n�p�1 und f (n) =n. F�ur 1 < p <1 ist f (n) integrierbar, aber niht f p (n), z.B. ist f�ur p = 2,f 2 niht integrierbar.Wir werden im folgenden untersuhen, wann jf jp integrierbar ist. Sei daf�urstets p � 1. Bemerke, dass f�ur eine numerishe Funktion f : 
! �R auh jf jpeine numerishe Funktion ist, da fjf jp � �g entweder 
 oder njf j � � 1po ist.Daher ist f�ur all f die Gr�o�eNp (f) := �Z jf jp d�� 1p (3.17)de�niert mit 0 � Np (f) � +1. O�ensihtlih giltNp (�f) = j�jNp (f) .Die beiden folgenden Ungleihungen sind zentral f�ur Np (�).Theorem 3.40 (H�older Ungleihung) Sei p > 1 und q so, dass1p + 1q = 1 (3.18)Dann gilt f�ur alle numerishen Funktionen f; g auf 
N1 (fg) � Np (f)Nq (g) (3.19)Beweis. O.B.d.A. f � 0 und g � 0. Sei � := Np (f) und � := Nq(g). Wirk�onnen annehmen, dass � > 0 und � > 0, sonst ist n�amlih f = 0 oder g = 0�{f.�u. und daher auh f � g = 0 �{f.�u. und somit N1(fg) = 0. Andererseitsk�onnen wir auh annehmen, dass � < +1 und � < +1.40



Nah der Bernoulli Ungleihung gilt(1 + �) 1p � �p + 1 f�ur alle � 2 R+ (3.20)und mit � := 1 + � � 1p � �p + 1q f�ur alle � � 1. (3.21)Nun ist f�ur zwei Zahlen x; y 2 R+ entweder x � y oder y > x, daherist entweder xy�1 � 1 oder x�1y � 1. Setzen wir � := max fxy�1; x�1yg,erhalten wir � � 1. Setzt man dies in (3.21) ein (wobei man im zweiten Falldie Bernoulli{Ungleihung mit q statt p anwendet), erh�alt manx 1py 1q � 1px+ 1q y f�ur alle x; y 2 R+ . (3.22)Wir w�ahlen x := (f (!) =�)p und y := (g (!) =�)q f�ur ! 2 
 mit f (!) < 1und g (!) <1. Dann folgt1�� fg � 1�ppf p + 1� qqgq. (3.23)(3.23) ist o�ensihtlih auf ff = +1g [ fg = +1g. Integriert man (3.23),erh�alt man Z fgd� � ��also (3.19).Theorem 3.41 (Minkowski Ungleihung) Seien f; g numerishe Funk-tionen, so dass f + g auf ganz 
 de�niert ist. Dann ist f�ur 1 � p <1:Np (f + g) � Np (f) +Np (g) . (3.24)Beweis. Da jf + gj � Np jf j+ jgj, giltNp (f + g) � Np (jf j+ jgj)und daher gen�ugt es f � 0 und g � 0 zu betrahten. Zun�ahst sei bemerkt,dass f�ur p = 1 (3.24) wahr ist mit Gleihheit. Wir k�onnen also 1 < p < +1annehmen. W�ahle wieder q so, dass 1p + 1q = 1. Shlie�lih k�onnen wir auhnoh annehmen, dass Np(f) und Np(g) endlih sind. Aber dann folgt aus(f + g)p � (2max (f; g))p = 2pmax (f p; gp) � 2p (f p + gp) ,41



dass (f + g)p integrierbar ist und somit Np (f + g) <1. Aber nun gilt:Z (f + g)p d� = Z f (f + g)p�1 d�+ Z (f + g)p�1 gd�. (3.25)Wendet man die H�older Ungleihung auf beide Summanden auf der rehtenSeite von (3.25) an, erh�alt manZ (f + g)p d� � Np (f)Nq �(f + g)p�1�Np (g)Nq �(f + g)p�1�= (Np (f) +Np (g))Nq �(f + g)p�1�Wegen q (p� 1) = p ergibt sih(Np (f + g))p � [Np(f) +Np(g)℄ (Np(f + g))p�1Wegen Np(f + g) <1 ergibt dies (3.24).Die Funktionen, mit denen wir uns besh�aftigt haben, bekommen einen Na-men.De�nition 3.42 f : 
 ! R hei�t p-fah integrierbar, falls f messbar undjf jp integrierbar ist. Die Menge aller p-fah integrierbaren Funktionen nen-nen wir Lp (�). F�ur p = 2 sprehen wir auh von quadratisher Integrierbar-keit.Die H�older Ungleihung impliziertTheorem 3.43 Das Produkt einer p-fah integrierbaren Funktion und einerq-fah integrierbaren Funktion ist integrierbar, falls 1p + 1q = 1.Korollar 3.44 Sei � (
) < 1. Dann ist jede p-fah integrierbare Funktion1-fah integrierbar f�ur alle 1 < p <1.Beweis. Da � (
) < 1 ist die konstante Funktion 1 q-fah integrierbar.Daher ist f = f � 1 integrierbar.Ebenso folgern wirTheorem 3.45 Sei f : 
 ! R p-fah integrierbar, (1 � p <1) und seig : 
! R beshr�ankt durh ein � 2 R+ . Dann ist f � g p-fah integrierbar.42



Beweis. Wir wissen jgj � �. Aber dann folgt, dass jgf j � � jf j, und � jf jist p-fah integrierbar. Dies zeigt die Behauptung.Shlie�lih betrahten wir auh den Fall p =1. De�niereL1 (�) := ff : 
! R, f ist messbar und �� f:�u: beshr�anktgTrivialerweise ist L1 (�) ein Vektorraum �uber R.3.4 Konvergenzs�atzeZum Eingang dieses Abshnitts sei bemerkt, dass das oben de�nierte Np(f)eine Seminorm auf dem Raum ist Lp (�) ist, d.h.Np : Lp (�)! R+Np(�f) = j�jNp(f) (3.26)Np(f + g) = Np(f) +Np(g) (3.27)Letzteres impliziert die Dreieksungleihung f�ur Np:dp (f; g) := Np(f � g) f; g 2 Lp (�) .Der Grund, dass Np(�) nur eine Seminorm und dp(�; �) nur eine Pseudometrikist, ist der, dass Np(f) = 0 niht impliziert, dass f � 0, sondern nur f = 0�-f.�u. (entsprehend impliziert dp(f; g) = 0 nur, dass f = g �-f.�u.). Wirbetrahten nun Konvergenz bzgl. dieser Seminorm, wobei wir sagen, dass fngegen f in Lp konvergiert (in Symbolen fn !Lp f), falls dp (fn; f) ! 0. Esgibt eine kleine Shwierigkeit mit dieser De�nition, denn der Limes ist, wieoben erw�ahnt, niht eindeutig. Formal geht man daher zum QuotientenraumLp(�)'� �uber, wobei f '� g :() f = g �� f:�u: In diesem ist der Limes bzgl.dp (fn; f) eindeutig, denn Np(�)ist eine Norm auf Lp(�)'� .In einem ersten Shritt etablieren wir eines der zentralen Lemmata der Inte-grationstheorie:Lemma 3.46 (Fatou) Sei (
;A; �) ein Ma�raum. Dann gilt f�ur alle Folgen(fn)n messbarer, positiver Funktionen:Z lim inf fnd� � lim inf Z fnd�. (3.28)43



Beweis. Wir wissen shon, dass f := lim infn!1 fn und gn := infm�n fn inE� sind. De�nitionsgem�a� gilt gn " f und daherZ fd� = supn2N Z gnd� = limn!1Z gnd�. (3.29)Shlie�lih ist fm � gn f�ur alle m � n und somitZ gnd� � infm�n Z fmd� (3.30)(3.30) zusammen mit (3.29) ergibt (3.28).W�ahlt man fn = 1An; An 2 A, dann ist lim infn!1 1An gegeben durhlim infn!1 An := 1[n=1 1\m=nAm. (3.31)Daher ist lim infAn die Menge aller ! 2 
, die in allen bis auf endlih vieleder Am sind. �Ahnlih de�niert manlim supAn := 1\n=1 1[m=nAm, (3.32)als die Merge aller ! 2 
, die in unendlih vielen der An sind. O�enbar ist(lim supAn) = lim inf (An) .Aus dem Fatoushen Lemma leitet man ab:a) � (lim infn!1An) � lim infn!1 � (An)b) Falls � endlih ist, gilt��lim supn!1 An� � lim supn!1 � (An) .Aus dem Lemma von Fatou folgt unser erster Konvergenzsatz auf �uberra-shend einfahe Art.Theorem 3.47 (Riesz) Sei (fn)n eine Folge in Lp(�) mit fn ! f 2 Lp(�)�-f.�u. Dann konvergiert fn in Lp(�) gegen f , genau dann wennlimn!1Z jfnjp d� = Z jf jp d� (3.33)44



Beweis. Zun�ahst bemerken wir, dass Np(f) = Np(f � g+ g) � Np(f � g)+Np(g) und Np(�g) = Np(g) implizieren, dassj Np(f)�Np(g) j� Np(f � g). (3.34)Falls daher fn !Lp(�) f gilt, so auh Np(fn � f) ! 0 und somit folgt (??)aus (3.34).F�ur die Umkehrung, bemerke man, dass f�ur �; � 2 R+ gilt j�� �jp � (� +�)p � 2p(�p + �p). Also de�niertgn := 2p(jfnjp + jf jp)� jfn � f jp , n 2 Neine Folge niht-negativer Funktionen in L1(�). Weil fn ! f ��f:�u:, wissenwir gn ! 2p+1 jf jp � � f:�u:. Dies ist auh der lim inf der gn's. Somit ergibt(??) zusammen mit dem Fatoushen LemmaZ 2p+1 jf jp d� = Z lim infn!1 gnd� � lim infn!1 Z gnd�=(??) 2p+1 Z jf jp � lim supZ jfn � f jp d�.Also lim supn!1 Z jfn � f jp d� � 0.Um einen wesentlihen Vorteil des Ma�integrals gegen�uber dem Riemannin-tegral zu diskutieren, ben�otigen wir einen vorbereitenden Shritt:Lemma 3.48 Sei (fn)n eine Folge in E�(
;A). Dann giltNp( 1Xi=1 fn) � 1Xn=1Np (fn) (1 � p <1) . (3.35)Beweis. Der Beweis ist eine Folgerung aus der Minkowski-Ungleihung, derdem Leser �uberlassen bleibt.Der folgende satz geht auf H. Lebesgue zur�uk.Theorem 3.49 (Lebesgue, dominierte Konvergenz) Sei (fn) eine Fol-ge in Lp(�); 1 � p < +1, die �� f:�u: auf 
 konvergiert. Sei g : 
! �R+ inLp(�) mit jfnj � g; n 2 N. (3.36)Dann gibt es ein f : 
 ! R mit fn ! f �: � f:�u: Jedes solhes f ist inLp(�) und fn !Lp f . 45



Beweis. Zun�ahst werfen wir die Mengen weg, die unsere Berehnungenst�oren: Es gibt Nullmengen M1;M2, so dass limfn 2 R existiert auf M 1 undso dass g <1 auf M 2 (hierzu bemerke, dass gp integrierbar ist). De�nieref(!) = � limn!1 fn(!) ! 2 (M1 [M2)0 ! 2M1 [M2Dann ist f : 
 ! R und f ist A - messbar. fn ! f � � f:�u: Da jf j � g�� f:�u: jf jp 2 L1(�). Wir setzengn := jfn � f jpund wir wollen zeigen, dass limn R gnd� = 0. De�nitionsgem�a� gilt0 � gn � (jfnj+ jf j)p � (jf j+ g)p .Daher ist mit h := (jf j+ g)p auh gn integrierbar. Mit Fatou angewandt auf(h� gn)n erhalten wirZ hd� = Z lim inf (h� gn) d� � lim inf Z (h� gn) d�= Z hd�� lim supZ gnd�. (3.37)Somit gilt lim sup R gnd� � 0. Dies zeigt die Behauptung.Die S�atze von der monotonen und majorisierten Konvergenz sind zwei we-sentlihe Vorteile des Lebesgueintegrals gegn�uber dem Riemannintegral, f�urwelhes man gleihm�a�ige Konvergenz ben�otigt, um Integration und Limes-bildung zu vertaushen.Der letzte Satz zeigte, dass eine Folge, die fn, die gegen einen Limes f kon-vergiert, der durh eine p-integrierbare Funktion beshr�ankt ist, auh in Lpgegen f konvergiert. Eine nat�urlihe Frage ist, wann so ein f existiert. DieAntwort gibt der folgende Satz, der f�ur p = 2 auf F. Riesz und E. Fisherzur�ukgeht.Theorem 3.50 Jede Cauhyfolge (fn)n in Lp(�) konvergiert in Lp gegeneinen Limes f 2 Lp. Ferner gibt es eine Teilfolge von (fn)n, die gegen f �-f.�u. konvergiert. 46



Beweis. Der Beweis soll hier niht gegeben werden. Er �ndet sih z.B. imBuh von Bauer [?℄.Interessanterweise impliziert weder Lp{Konvergenz ��f:s:{Konvergenz, nohumgekehrt. Dies ist der Inhalt der beiden n�ahsten BeispieleBeispiel 3.51 Sei 
 = [0; 1[ und � := �1 auf A := B1\
. F�ur n 2 N w�ahlek; h 2 N so, dass n = 2h + k < 2h+1. Diese Wahl ist eindeutig. SetzeAn : [k2�h; (k + 1)2�h[ und fn := 1An.dann gilt Z f pnd� = Z fnd� = �(An) = 2�hDa h ! 1 wenn n ! 1, konvergiert fn gegen null in Lp (�1) f�ur alle p.Andererseits ist (fn) f�ur kein ! 2 
 konvergent. In der Tat, f�ur ! 2 
und h = 0; 1; 2; ::: gibt es ein eindeutig bestimmtes k mit ! 2 A2h+k. Fallsk < 2h � 1, folgt ! =2 A2h+k+1, falls h = 2h � 1 und h � 1, gilt ! =2 A2h+1Beispiel 3.52 Sei wieder 
 = [0; 1[;A = B1 \ 
 und � = �1 j 
. SeiAn = [0; 1n [ und fn = n21[0; 1n [ = n21An. Dann gilt fn ! 0 �1 � a:e:, aber f�urjedes 1 � p <1 ist Z jfnjp d� = np !n!1 1.Daher konvergiert Np(fn) niht gegen null.Aus dem oben Hergeleiteten folgt f�ur endlihe Ma�e {also auh Wahr-sheinlihkeiten:Sei � endlih. Dann folgt aus der H�oldershen Ungleihung f�ur 1 � p0 � p <1 und eine numerishe Funktion fNp0(f) � Np(f)� 1p0� 1p (
)und Lp(�) � Lp0(�).Shlie�lih impliziert Konvergenz in Lp(�) auh Konvergenz in Lp0(�).Abshlie�end wollen wir den Zusammenhang zwishen Riemann{ und Lebesgue{Integration n�aher betrahten. Sei daf�ur zun�ahst [a; b℄ ein kompaktes Inter-vall. 47



Theorem 3.53 Sei f : [a; b℄ ! R eine Borel{messbare Funktion. Ist fRiemann{integrierbar, so ist f auh Lebesgue{integrierbar und die beidenIntegrale stimmen �uberein.Beweis. Sei � : a = �0 � �1 � �2 � :: � �n = b eine Partition von [a; b℄.F�ur das Riemann{Integral m�ussen wirL� := nXi=1 �i(�i � �i�1) und U� := nXi=1 �i(�i � �i�1)mit �i = infff(x); x 2 [�i�1; �i℄g und�i := supff(x); x 2 [�i�1; �i℄g.betrahten. Nun sind f�ur � = �1 die Funktionenl� := nXi=1 �i1Ai und u� = nXi=1 �i1Ai;wobei Ai = [�i�1; �i℄) ist, �{integrierbar undL� = Z l�d� und U� = Z u�d�.Da f Riemann{integrierbar ist, gibt es eine Folge aufsteigender Partitionenvon [a; b℄, so dass (L�n)n und (U�n)n den gleihen Limes haben. Entsprehendsind die Folgen (U�n) und (L�n) fallend bzw. wahsend und die Funktionq := limn!1(u�n � l�n)existiert. Wegen u�n � l�n folgt mit dem Fatoushen Lemma0 � Z qd� � limn!1(U�n � L�n) = 0Daher ist q = 0 ��f:s: und da l�n � f � u�n zeigt dies, dass limn!1 l�n = f�1 � f:s:Nun ist f Riemann{integrierbar und somit beshr�ankt, also Lebesgue{integrierbar,weil � ([a; b℄) endlih ist. Daher kann man (j`�n j) durh eine �{integrierbareFunktion dominieren. Aus dem Satz �uber dominierte Konvergenz folgtZ fd� = Z lim l�nd� = limZ l�nd� = limn!1L�n = Z fdx.48



Bemerkung 3.54 Umgekehrt gibt es nat�urlih Lebesgue-integrierbare Funk-tionen, die niht Riemann{integrierbar sind, z.B. die Dirihletshe Sprung-funktion 1Q (x)Der Fall unbeshr�ankter Intervalle ist nun leiht:Korollar 3.55 Sei f � 0; f : R ! R eine B1 - messbare Funktion. f seiRiemann{integrierbar f�ur alle Intervalle [a; b℄; a < b 2 R. f ist genau dannLebesgue{integrierbar, falls der Limes der Riemann{Integrale� := limn!1Z n�n f(x)dxexistiert. In diesem Falle ist � das Lebesgue{Integral.Beweis. Sei �n das Riemann{Integral von f �uber An = [�n; n℄. Aus demletzten Satz folgt, dass �n = ZAn fd�1 = ZR 1Anfd�1.Shlie�lih gilt f1An " f und somitsup �n = Z fd�.f ist Riemann{integrierbar genau dann wenn if sup �n < 1 und dann gilt� = sup �n. Dies beweist die Behauptung.Shlussendlih bekommt man f�ur beliebige messbare Funktionen von R nahR, dass Riemann{ und Lebesgue{Integral �ubereinstimmen, falls jf jRiemann{integrierbar ist auf R. Andererseits impliziert die Existenz des uneigentlihenRiemann{Integrals auf R niht Lebesgue{Integrierbarkeit:�Ubung 3.56 Betrahte f(x) := 1x sin(x). Zeigen Sie, dass f stetig in 0 fort-gesetzt werden kann, uneigentlih Riemann{integrierbar, aber niht Lebesgue{integrierbar ist.3.5 Stohastishe KonvergenzWir werden hier noh einen weiteren Konvergenzbegri� neben � � f:s:{Konvergenz und Konvergenz in Lp(�) betrahten: stohastishe Konvergenz.Diese ist motiviert durh das shwahe Gesetz der gro�en Zahlen. Sei, wieimmer, (
;A; �) ein Ma�raum. 49



De�nition 3.57 Eine Folge (fn)n messbarer, reeller Funktionen hei�t sto-hastish konvergent gegen f : 
 ! R, falls f�ur alle " > 0 und A 2 A mit�(A) <1 gilt limn!1� (fjfn � f j � "g \ A) = 0. (3.38)Ist � endlih, ist (3.38) �aquivalent zulimn!1� (fjfn � f j � "g) = 0 (3.39)f�ur alle " > 0.F�ur niht{endlihe Ma�e sind (3.38) und (3.39) niht �aquivalent. Als erstesfragen wir uns, ob stohastishe Limiten eindeutig sind.Theorem 3.58 a)Sei (fn)n stohastish konvergent gegen f und f � = f�� f:s: Dann konvergiert (fn)n auh stohastish gegen f �.b)Wenn � �{endlih ist, sind je zwei Limiten einer stohastish konvergentenFolge �� f:s: gleih.Beweis. a) Ist klar, denn ffn � fg\A und ffn � f �g\A untersheiden sihnur um eine n-unabh�angige Nullmenge.b) Beweisen wir niht, sondern verweisen auf den Beweis im Buh von Bauer[?℄.Die folgende Ungleihung ist zentral in der Wahrsheinlihkeitstheorie unddas Verbindungsglied zwishen stohastisher Konvergenz und Konvergenzin Lp.Lemma 3.59 (Chebyshev{Markov Ungleihung) Sei f : 
! R messbarund g : R ! R+ wahsend. Dann gilt f�ur alle " > 0� (f � ") � 1g(") Z g(f)d�. (3.40)Beweis. Sei A" := ff � "g 2 A. Dann giltZ g(f)d� � ZA" g(f)d� � ZA" g(") = g(")� (A") .Eine unmittelbare Folge ist 50



Theorem 3.60 Sei (fn)n eine Folge in Lp(�). Falls (fn) gegen f 2 Lp(�)in Lp konvergiert, dann auh � - stohastish.Beweis. Aus der Chebyshev{Markov Ungleihung angewandt auf jfn � f jmit g(x) = xp folgt� (fjfn � f j � "g \ A) � � (fjfn � f j � "g) � "�p Z jfn � f jp d�Die rehte Seite konvergiert gegen Null nah Voraussetzung.Wir sehen nun, dass stohastishe Konvergenz auh shw�aher ist als f.s.{Konvergenz.Theorem 3.61 Sei (fn) eine Folge messbarer Funktionen auf 
, die ��f:s:gegen eine messbare, reelle Funktion f auf 
 konvergiert. Dann konvergiert(fn) auh also � - stohastish gegen f .Beweis. Es gilt fjfn � f j � "g � �supm�n jfm � f j � "�und daher� (fjfn � f j � "g \ A) � ���supm�n jfm � f j � "� \ A�f�ur alle " > 0 und A 2 A gilt. Die Behauptung folgt daher aus dem folgendenLemma, denn f�ur A mit � (A) <1 das Ma� � jA�A endlihe Masse hat.Lemma 3.62 � sei endlih. Die Folge (fn)n messbarer, reeller Funktionenkonvergiert � � f:s: gegen 0, wenn eine der folgenden �aquivalenten Bedin-gungen erf�ullt ist.limn!1�(fsupm�n jfmj � "g) = 0 f�ur alle " > 0 (3.41)limn!1�(fsupm�n jfmj > "g) = 0 f�ur alle " > 0 (3.42)�(flim supn!1fjfnj > "g) = 0 f�ur alle " > 0. (3.43)51



Beweis.Wir zeigen nur den Teil, den wir auh anwenden, n�amlih die �Aqui-valenz von (3.41) und der �� f:s: Konvergenz.F�ur " > 0 und n 2 N setzeA"n := �supm�n jfmj � "� .O�ensihtlih sind n 7! A"n und " 7! A"n fallend und daher ist k 7! A 1knwahsend. De�nieren wir shlie�lihA := f! : limn!1 jfn(!)j = 0g = f! : limn!1 sup jfn(!)j = 0gDann ist A 2 A da lim sup fn messbar ist. O�ensihtlih giltA = 1\k=1 1[n=1�A 1kn� = \�>0 1[n=1 (A�n)und somit A = 1[k=1 1\n=1A 1kn = [�>0 1\n=1A�n.Daher folgt 1\n=1A 1kn ! A and A 1kn # 1\m=1A 1km.Also � (A) = supk � 1\n=1A 1kn! = supk inf �(A 1kn ) (3.44)da � als endlihes Ma� stetig von oben und unten ist. Also konvergiert fngegen null �� f:s: genau dann wenn die Zahl in (3.44) Null ist. Dies ist abergenau dann der Fall, wenninfn ��A 1kn� = limn!1��A 1kn� = 0 f�ur alle k 2 N .Dies zeigt die �Aquivalenz von (3.41) und �� f:s: Konvergenz.Die Beispiele im vorigen Abshnitt zeigen nun, dass es in der Tat Folgen gibt,die stohastish konvergieren, aber niht f.s. oder in Lp.52



4 Produktma�e und der Satz von FubiniBislang haben wir nur den Fall eines einzigen Ma�raumes (
;A; �) betrah-tet. Wir wir in der Folge sehen werden kann dies f�ur den Fall, dass � Masseeins hat mit einem Zufallsexperiment identi�ziert werden. Nat�urlih ist manin der Wahrsheinlihkeitstheorie niht nur an einem Zufallsexperiment in-teressiert, sondern an der vielfahen Hintereinanderausf�uhrung eines solhen{ dar�uber hinaus nimmt man h�au�g an, dass die zugeh�origen Experimenteunabh�angig sind.Wie kann man das modellieren? Shon in der Stohastikvorlesung lernt man,dass die Unabh�angigkeitsannahme mit einer Multiplikationsvorshrift f�ur diezugeh�origen Wahrsheinlihkeiten korrespondiert. Auf der Ma�ebene ent-spriht dem der �Ubergang zu einem Produktma�. In diesem Kapitel ler-nen wir, wie ein solhes Ma� geeignet de�niert werden kann und wie manbez�uglih eines solhen Ma�es integriert. Das generishe Beispiel ist hierbeidas des d{dimensionalen Lebesgue Ma�es �d. Tats�ahlih sind ja die Mengen,auf denen �d zun�ahst de�niert ist, die d{dimensionalen Intervalle. Diese las-sen sih als die Produkte eindimensionaler Intervalle au�assen, ihr Inhalt alsdas Produkt der eindimensionalen Inhalte.Wir werden sehen, dass der Fall eines allgemeinen Produktma�es sehr �ahn-lihen Ideen folgt. Man de�niert zun�ahst den Inhalt von "Rehteken" underweitert diesen auf die Produkt{�-Algebra .Gegeben seien f�ur diese Kapitel stets messbare R�aume (
i;Ai) ; i = 1; :::n.Wir de�nieren 
 := nYi=1 
i = 
1 � :::� 
n,und die Projektionen pi : 
! 
idie (!1; :::!n) auf !i abbilden. Die Produkt{�{Algebra ist de�niert durh
ni=1Ai := A1 
 :::
An := � (p1; :::; pn) :Sie ist durh die Projektionen pi erzeugt, d.h. sie ist die kleinste �{Algebra,so dass alle Projektionen pi messbar sind. Die folgende Art A zu erzeugenwird zentral f�ur den Rest des Kapitels sein.53



Theorem 4.1 Sei E i eine Erzeuger von Ai f�ur i = 1; : : : ; n, so dass f�urjedes i eine Folge (Eik)k in E i mit Eik " 
i wenn k ! 1 existiert. Dannwird A1 
 ::
An erzeugt durhfE1 � � � � � En; Ei 2 E ig .Beweis. SeiA eine beliebige �{Algebra �uber 
. pi istA�Ai{messbar genaudann, wenn gilt p�1i (Ei) 2 A f�ur alle Ei 2 E i . Wenn dies aber f�ur alle i wahrist, dann ist auh E1 � :::� En = n\i=1 p�1i (Ei) 2 A.Ist andererseits E1 � :::� En 2 A f�ur alle Ei 2 E i , dann gilt auhFk := E1k � E2k � � � � � E(i�1)k � Ei � E(i+1)k � :::� Enk2Af�ur alle k. Aber (Fk) konvergiert gegen
1 � : : :� Ei � 
i+1 � ::� 
k = p�1i (Ei) ,also ist auh p�1i (Ei) 2 A.Beispiel 4.2 W�ahlt man 
i = R f�ur alle i, Ai = B1 f�ur alle i und E i = J 1,dann ist o�enbar fE1 � ::� En; Ei 2 E ig = J d.Theorem 4.1 ergibt daher Bd = B1 � ::� B1 (d Mal). Wie wir beim Studiumdes Lebesgue{Ma�es gesehen haben, ist �n das eindeutige Ma� auf Bn mit�n(I1 � ::� In) = �1(I1)::::�1(In)f�ur alle Ii 2 J 1.Dieses Beispiel f�uhrt unmittelbar zu den Fragen: Gegeben eine Familie vonMa�en �i auf (
i;Ai). Wann gibt es ein Ma� � auf (
;A) so dass� (E1 � ::� En) = �(E1):::� (En) (4.1)f�ur alle Ei 2 E i (wobei angenommen sei, dass die E i die Ai erzeugen) undwann ist dieses � eindeutig?Die zweite Frage beantworten wir sofort.54



Theorem 4.3 Falls jeder Erzeuger E i von Ai T{stabil ist und eine Folge(Eik) mit Eik " 
i und � (Eik) < 1 enth�alt, gibt es h�ohstens ein � wie in(4.1)Beweis. Sei E := fE1 � :::� En; Ei 2 E ig .Theorem 4.1 zeigt, dass E A1 
 ::
An erzeugt. Da nYi=1 Ei! \ nYi=1 Fi! = nYi=1 (Ei \ Fi)ist mit E i auh E \{stabil. Dar�uber hinaus giltEk := E1k � ::� Enk " 
.Die Behauptung folgt daher aus dem Eindeutigkeitsteil des Satzes von Ca-rath�eodory, da � (Ek) = �1 (E1k) ::::�n (Enk) <1.Nun beantworten wir auh die erste Frage, d.h. wir konstruieren das Pro-duktma� auf dem Produkt zweier Ma�r�aume (
1;A1; �1) und (
2;A2; �2).Die Verallgemeinerung auf gr�o�ere n ist eine Standardinduktion.F�ur Q � 
1 � 
2 und !i 2 
i; i = 1; 2; de�nieren wir zuerstQ!1 := f!2 2 
2 : (!1; !2) 2 Qgund Q!2 := f!1 2 
1 : (!1; !2) 2 Qg ;die sogenannten !1{ bzw. !2{Shnitte von Q. Wir erhaltenLemma 4.4 Sei Q 2 A1 
A2. Dann gilt f�ur beliebige !1 2 
 und !2 2 
2,Q!12A2 und Q!2 2 A1.Beweis. F�ur Q;Q1; Q2; ::: � 
1 � 
2 und beliebige !1 2 
 gilt (
nQ)!1 =
2nQ!1 und  1[i=1Qi!!1 = 1[i=1 (Qi)!1.55



Dar�uberhinaus gilt 
!1 = 
2 und allgemeiner(A1 � A2)!1 = � A2 falls !1 2 A1; andernfalls,wobei Ai � 
i sei. Daher erhalten wir f�ur alle !1 2 
, dassA0 := fQ � 
 : Q!1 2 A2geine �{Algebra �uber 
 ist.A0 enth�alt alle Mengen der Form A1�A2; Ai 2 Ai.Aus Theorem 4.1 wissen wir, dass A1 
A2 die kleinste solhe �-Algebra ist.Dies zeigt das Lemma f�ur Q!1 . Der Beweis f�ur Qw2 geht analog.Demzufolge k�onnen wir Q!1 mit �2 und Q!2 mit �1 messen. Weiter giltLemma 4.5 Sind �1; �2 �{endlih, so sind f�ur alle Q 2 A1 
A2 die Funk-tionen !1 7�! �2(Q!1) und !2 7�! �1(Q!2)(de�niert auf 
1 bzw. 
2) A1{ bzw. A2{messbar.Beweis. Sei &Q(!1) = �2(Q!1). Angenommen, dass �2(
2) < 1, de�nierenwir D := fD 2 A1 
A2; &D is A1{messbarg . (4.2)Dann ist D ein Dynkin{System, das alle Mengen der Form A1 � A2; Ai 2Ai; i = 1; 2 enth�alt (�Ubung). Das System E aller Mengen A1 � A2; Ai 2Ai; i = 1; 2 ist \{stabil und erzeugt A1 
 A2. Daher gilt D (E ) = A1 
 A2und da E � D � A1 
A2, erhalten wir D = A1 
A2.Der Beweis f�ur den Fall, dass �2 nur �{endlih ist, be�ndet sih im Buh vonBauer [?℄.Die andere Behauptung folgt analog.Nun erh�alt man shnell die Existenz von Produktma�en.Theorem 4.6 Seien (
i;Ai; �i); i = 1; 2 be �{endlihe Ma�r�aume. Danngibt es ein eindeutig bestimmtes Ma� � auf A1 
A2 mit� (A1 � A2) = �1(A1) � �2(A2) (4.3)f�ur alle Ai 2 Ai; i = 1; 2. F�ur jedes Q 2 A1 
A2 gilt� (Q) = Z �2(Q!1)�1(d!1) = Z �1 (Q!2)�2(d!2). (4.4)O�ensihtlih ist mit �1 und �2 auh � �{endlih.56



Beweis. Sei wieder &Q(!1) = �2(Q!1). De�niere � (Q) := R &Qd�1. F�ur jedeFolge (Qn) paarweise disjunkter Mengen in A1 
 A2 gilt &[Qn =P &Qn undsomit wegen monotoner Konvergenz� 1[n=1Qn! = 1Xn=1 � (Qn) .Wegen &; = 0 gilt auh � (;) = 0 und somit ist � ein Ma� auf A1
A2. � hatdie Eigenshaft (4.3), weil &A1�A2 = �2(A2)1Aiund daher �(A1 � A2) = �1(A1) � �2(A2).Genauso de�niert man ein Ma� auf A1 
A2 verm�oge�0(Q) = Z �1(Q!2)�2(d!2)Wegen des obigen Eindeutigkeitssatzes angewandt auf E 1 = A1 und E 2 = A2,gibt es h�ohstens ein solhes Ma�, also ist �0 = � und die zweite Gleihungin (4.4) folgt.De�nition 4.7 Das Ma� � im vorigen Satz hei�t das Produktma� von �1und �2 und wird mit �1 
 �2 bezeihnet.Das bekannteste Beispiel eines Produktma�es ist, wie shon eingangs erw�ahnt,das Lebesgue{Ma�. F�ur dieses gilt�2 = �1 
 �1 oder allgemeiner �m+n = �m 
 �n.Nun betrahten wir die Integration bez�uglih eines Produktma�es. Um dieNotation einfah zu halten, shreiben wir!2 7�! f!1(!2) := f (!1; !2)und !1 7�! f!2(!1) := f (!1; !2)57



f�ur eine Funktion f : 
1�
2 ! 
0 (f�ur eine Menge 
0) und !1 2 
1, !2 2 
2.F�ur Q 2 A1 
A2 gilt o�enbar(1Q)!1 = 1Q!1 und (1Q)!2 = 1Q!2 . (4.5)Aus dem oben gezeigten ergibt sih shnell das folgende:Ist �
0 ;A0� ein messbarer Raum undf : 
1 � 
2 ! 
0eine messbare Abbildung, so sind auh die Abbildungen f!1 bzw. f!2 A2 -A0{ bzw. A1 - A0{messbar.Shon aus (4.4) erh�alt man eine Idee, wie die Integration bzgl. eines Pro-duktma�es �1 
 �2 vonstatten gehen sollte. Die folgenden beiden S�atze, dieauf Tonelli und Fubini zur�ukgehen, erweitern (4.4) auf �1
�2{integrierbareFunktionen.Theorem 4.8 (Tonelli) Seien (
i;Ai; �i) ; i = 1; 2 zwei �{endlihe Ma�r�aumeund sei f : 
1 
 
2 ! �R+A1 
A2{messbar. Dann sind!2 7�! Z f!2d�1 und !1 7�! Z f!2d�2A1{ bzw. A2{messbar. Ferner gilt:Z fd (�1 
 �2) = Z �Z f!2d�1��2(d!2) (4.6)= Z �Z f!1d�2��1 (d!1) .Beweis. Setze 
 := 
1 �
2;A := A1
A2 und � := �1
 �2. F�ur Treppen-funktionen f = nXi=1 �i1Qi ; �i � 0; Qi 2 A;gilt f!2 =Pi �i1Qi!2 und wegen (4.5) folgtZ f!2d�1 = nXi=1 �i�1(Qi!2).58



Also ist !2 7�! R f!2d� A2{messbar. Mit (4.4) erh�alt manZ �Z f!2d�1��2(d!2) = nXi=1 �i�(Qi) = Z fd�also die erste Gleihung in (4.6).F�ur beliebige, positive A{messbare Funktionen f � 0 sei (un) eine Folge vonElementarfunktionen mit un " f . Dann ist nah dem ersten Teil des Beweises�un!2� eine Folge von Elementarfunktionen bzgl. A2 mit un!2 " f!2 . Somiterhalten wir, dass !2 7! 'n (!2) := Z un!2d�1wahsend ist mit Supremum !2 7�! Z f!2d�1. (4.7)Also ist auh die Funktion, die wir soeben in (4.7) de�niert haben, messbarund aus dem Satz von der monotonen Konvergenz erhalten wirZ �Z f!2d�2��2(d!2) = supn Z 'nd�2 = supn Z und�,wobei wir f�ur die zweilte Gleihheit den ersten Beweisshritt verwandt haben.Wegen der Wahl von (un) erhalten wirZ 'nd�2 " Z fd�also Z (Z f!2d�1)�2(d!2) = Z fd�.Analoge Beweisshritte beenden den Beweis.Theorem 4.9 (Fubini) Es seien (
i;Ai; �i) ; i = 1; 2 zwei �{endlihe Ma�r�aumeund sei f : 
1 � 
2 ! �Rmessbar und integrierbar bzgl. �1
�2. Dann ist f!1 �2{integrierbar �1�f:s: in!1 und f!2 ist �1{integrierbar �2�f:s: Daher sind die folgenden Funktionenf.s. de�niert: !1 7! Z f!1d�2 und !2 7! Z f!2d�1.Beide Funktionen sind integrierbar (bzgl. �1 bzw. �2) und es gilt (4.6).59



Beweis. O�ensihtlih giltjf!ij = jf j!i ; �f+!i� = �f+�!i ; �f�!i� = �f��!i .Wendet man (4.6) auf jf j und �1 
 �2 an, so erh�alt manZ �Z jf!1 j d�2� d�1 = Z �Z jf!2 j d�1� d�2= Z jf j d�1 
 �2 <1.Daher ist !1 7! R jf!1 j d�2 �1�f:s: endlih, also auh �1�f:s: �2{integrierbar.Daher ist !1 7! Z f!1d�2 = Z f+!1d�2 � Z f�!id�2�1 � f:s: de�niert und A1{messbar. Wendet man den Satz von Tonelli f+und f� an, so erh�alt man:Z �Z f!1d�2� d�1 = Z �Z f+!1d�2� d�1 � Z �Z f�!1d�2� d�1= Z f+d� � Z f�d� = Z fd�.Vertausht man die Rollen von !1 und !2, erh�alt man die fehlende Rihtung.Die Verallgemeinerung auf den den Fall von mehr (aber endlih vieler) Fak-toren, bleibt dem Leser �uberlassen. Der Beweis erfolgt per Induktion.�Ubung 4.10 Seien �1; :::; �n �{endlihe Ma�e auf (
1;A1) ; :::; (
n;An). Danngibt es ein eindeutig bestimmtes Ma� � auf A1 
 :::
An mit�(A1 � ::� An) = �1(A1):::� (An)f�ur alle Ai 2 Ai. Beweisen Sie dies.Dieses Ma� hei�t das Produktma� der �1; :::; �n. Man shreibt daf�ur auh
ni=1�i = �;
:::
 �n.Weiter sei f : 
;�::
n ! �R eine 
ni=1�i{integrierbare Funktion. Dann giltf�ur jede Permutation i1; :::; in der Indizes 1; :::n:Z fd (�1 
 ::
 �n) = Z (:: (f (!1:::; !n)�i1d!i)�ind!iBeweisen Sie auh dies. 60



5 Der Satz von Radon und NikodymShon in einem ersten Stohastikkurs lernt man absolut stetige Wahrshein-lihkeiten kennen. F�ur solhe Wahrsheinlihkeiten � gilt, dass es eine Funk-tion h : R ! R+ (die Dihte) gibt, die �1{integrierbar ist (und so, dassRR h(x)d�(x) = 1 ist), so dass f�ur alle A 2 B1�(A) = ZA h(x)dx.gilt. Der Vorteil solher Ma�e liegt auf der Hand: Man kann sie mit demLebesgue-Ma� vergleihen. Insbesondere sind sie stetig bzgl. des LebesgueMa�es, d.h. f�ur alle " > 0 gibt es Æ > 0, so dass, falls�(A) � Æ auh �(A) � " (5.1)gilt. Der prominenteste Vertreter absolut stetiger Ma�e ist die Normalvertei-lung, deren Dihte durh h(x) = 1p2�e�x22gegeben ist. In diesem Abshnitt fragen wir uns, unter welhen Umst�andenf�ur zwei Ma�e � und � (auf dem gleihen Messraum (
;A)) so eine A-messbare Funktion h existiert, so dass f�ur alle A 2 A�(A) = ZA h(x)d�(x). (5.2)Es stellt sih heraus, dass die Antwort auf diese Frage eng mit der Stetig-keitseigenshaft (5.1) verbunden ist.De�nition 5.1 Es sei h : (
;A) ! R+ eine messbare Funktion. Das Ma��, das wir durh (5.2) de�niert haben hei�t das Ma� mit Dihte h bez�uglih�. Es wird auh mit � = h� (5.3)abgek�urzt�Ubung 5.2 Zeigen Sie, dass � = h� in der obigen Situation wirklih einMa� ist. 61



Bevor wir die obige De�nition genauer studieren, wollen wir die Eigenshaft(5.1) taufen.De�nition 5.3 Ein Ma� � auf A hei�t stetig bez�uglih eines Ma�es � aufA (man shreibt auh � � �), falls f�ur jedes N 2 A mit �(N) = 0 auh gilt� (N) = 0.Nun untersuhen wir Folgerungen aus den beiden obigen De�nitionenTheorem 5.4 Sei � = f� mit f 2 E�. Dann gilt f�ur alle ' 2 E�Z 'd� = Z 'fd�: (5.4)Weiter ist ' : 
! R �{integrierbar, genau dann wenn ' � f �{integrierbarist und in diesem Falle gilt (5.4) .Beweis. Man �uberpr�uft die Behauptung zun�ahst f�ur Treppenfunktionen' = nXi=1 �i1Ai; Ai 2 A:F�ur diese giltZ 'd� = nXi=1 �i�(Ai) = nXi=1 �i Z 1Aifd� = Z 'fd�. (5.5)Ein beliebiges � 2 E� kann durh eine Folge (un) in E approximiert werden:un " '.Dann gilt auh unf " 'f . Dies zusammen mit (5.5) impliziert (5.4) mit Hilfedes Satzes von der monotonen Konvergenz. F�ur ein beliebiges integrierbares' erh�alt man (5.4), indem man ' wie �ublih in '+ und '� zerlegt.�Ubung 5.5 Zeigen Sie, dass, f�ur � = f� und % = g� mit Funktionen f; g 2E�, % = (gf)� = g(f�) gilt.Der n�ahste Satz untersuht die Eindeutigkeit von Dihten:Theorem 5.6 F�ur f; g 2 E� gilt:f = g �-f.�u. =) f� = g� (5.6)Falls f oder g �{integrierbar sind, gilt auh die Umkehrung von (5.6).62



Beweis. f = g � -f.�u. impliziert f1A = g1A� -f.�u. f�ur alle A 2 A. Daher giltZA fd� = ZA gd� f�ur alle A 2 Ad.h. f� = g�.Nehmen wir nun an, dass f �{integrierbar ist und f� = g�. Dann ist auhg �{integrierbar. Betrahte N := ff > gg 2 A undh := 1Nf � 1Ng.Da 1Nf � f; 1Ng � g, sind die Funktionen 1Nf und 1Ng �{integrierbar undwegen f� = g� haben sie dasselbe �{Integral. Daher folgtZ hd� = ZN fd�� ZN gd� = 0Dies zeigt, dass �(N) = 0. Vertausht man f und g, erh�alt man auh� (f 6= g) = 0.Wir studieren nun die Stetigkeitseigenshaft:Theorem 5.7 Seien �; � zwei Ma�e auf (
;A), von denen � endlih sei. �ist �{stetig genau dann wenn f�ur jedes " > 0 ein Æ > 0 existiert, so dass� (A) � Æ =) � (A) � " f�ur alle A 2 A. (5.7)Beweis. Eine Rihtung ist einfah: Falls (5.7) gilt, so folgt � (A) � " f�ur alleA mit �(A) = 0 und alle " > 0. Daher ist � (A) = 0 f�ur alle A mit � (A) = 0,d.h. � ist �{stetig.Sei umgekehrt angenommen, dass (5.7) falsh w�are. Dann gibt es " > 0 undeine Folge (An)n in A mit� (An) � 2�n und � (An) > ", n 2 N .De�niere A := lim supn!1An = 1\n=1 1[m=nAm 2 A,dann gilt andererseits� (A) � � 1[m=nAm! � 1Xm=n� (Am) = 2�n+1, n 2 N63



und somit � (A) = 0. Andererseits� (A) � lim sup � (An) � " > 0.F�ur die erste Ungleihung haben wir hierbei die Endlihkeit von � benutzt.Daher ist � niht �{stetig.Wir betrahten nun die zentrale Frage dieses Kapitels: Was ist die Beziehungder De�nitionen 5.1 und 5.3? Hierzu zitieren wir zun�ahst einen wihigtenSatz aus der Theorie der Hilbertr�aume. Der Prototyp eines solhen Raumesist der Raum L2 (�) mit dem inneren Produkt < f; g >= R fgd�:).Theorem 5.8 (Rieszsher Darstellungssatz) Sei � : H ! R ein linea-res, stetiges Funktional �uber einem Hilbertraum H. Dann gibt es ein � 2 Hmit � (x) =< x; � > f�ur alle x 2 H.Beweis. Sei H� := fx 2 H : �(x) = 0g (falls � 6� 0 { dann w�are die Behaup-tung trivial). H� is abgeshlossen, da � stetig ist. Sei a 2 HnH� und a0 2 H�seine Projektion auf H�. O�ensihtlih ist 0 6= a� a0 2 H+� (das orthogonaleKomplement von H�). Setze a1 := a�aoka�a0k 2 H+� . Dann ist�(a1) = 1ka� a0k� (a) 6= 0und somit f�ur x 2 H der Ausruk x� �(x)�(a1)a1 2 H� wohlde�niert und< x� � (x)� (a1)a1; a1 >= 0.L�ost man dies bez�uglih � (x) erh�alt man� (x) = � (a1) < x; a1 > .De�niert man � := � (a1) a1, so erh�alt man � (x) =< x; � >.Der folgende Satz geh�ort zu den Herzst�uken in Ma�{ und Wahrsheinlih-keitstheorie. Er hat auh den Namen Radon{Nikodym{Dihte f�ur die Dihteeines �{stetigen Ma�es � gepr�agt. Man shreibt auh � � �, falls � �{stetigist und d�d� f�ur die Dihte von � bzgl. �.Theorem 5.9 (Radon{Nikodym) Es seien �; � Ma�e auf (
;A). Falls ��{endlih ist, dann sind �aquivalent:(i) � hat eine Dihte bzgl. �(ii) � � �. 64



Beweis. (i) =) (ii) wurde shon gezeigt.(ii) =) (i) : Wir beginnen mit dem Fall, dass �; � beide endlih sind. Setze� := � + �. Da � endlih ist, gilt L2(�) � L2(�) � L1 (�). F�ur f 2 L2 (�)setze � (f) := Z fd�Dann giltj�(f)j � � (
) 12 �Z ��f 2�� d�� 12 � � (
) 12 �Z ��f 2�� d��12 = � (
) 12 jjf jj2.Daher ist � : L2(�)! R linear, beshr�ankt und somit eine stetige Funktion.Aus dem Rieszshen Darstellungssatz wissen wir somit, dass eine Funktionf0 2 L2 (�) existiert mit�(f) = Z fd� = Z f � f0d� =< f; f0 > (5.8)f�ur alle f 2 L2(�). Insbesondere f�ur f = 1E; E 2 A folgt� (E) = ZE f0d� � 0.Somit ist f0 � 0; � -f.�u. Andererseits:ZE(1� f0)d� = �(E)� �(E) = �(E) � 0,f�ur alle E 2 A, also auh f0 � 1. Wir w�ahlen ein 0 � f0 � 1 mit (5.8).De�niere 
1 = ff0 = 1g,
2 := f0 < f0 < 1g und 
3 := ff0 = 0g. Dann giltf�ur alle E 2 AZE (1� f0) d� = � (E)� ZE f0d� = ZE f0d�� ZE f0d� = ZE f0d�.F�ur E = 
1 impliziert dies �(
1) = 0 und somit, dass �(
1) = 0 (da � � �).Mit den �ublihen Approximationstehniken erhalten wir f�ur alle f : 
2 ! R+Z
2 f (1� f0) d� = Z
2 ff0d�.65



Wendet man das auf f = 1E(1�f0) ; E � 
2; E 2 A an, erh�alt man�(E) = ZE f01� f0d�.Bedenkt man, dass � (
3) = 0, kommt man zu� (E) = � (E \ 
2) = ZE\
2 f01� f0d�.De�niert man d�d� (!) := f(�) := � f01�f0 ! 2 
20 sonstso zeigt das, dass f eine Dihte f�ur � bzgl. � ist.In einem zweiten Shritt nehmen wir nun an, dass �(
) < �(
) = 1.Wir geben eine Partition von 
 bestehend aus paarweise disjunkten Men-gen 
0;
1; ::: 2 A an, wobei 
 = S1i=0 
i unda) F�ur A 2 
0 \ A gilt entweder � (A) = � (A) = 0 oder � (A) > 0 und� (A) = +1b) � (
n) < +1, f�ur alle n 2 N .Hierzu de�nieren wirQ : = fQ 2 A : �(Q) < +1g und� : = supQ2Q� (Q) .De�nitionsgem�a� gibt es eine Folge (Qm) in Q mit � = lim�(Qm). DieseFolge kann man wahsend w�ahlen. Dannt hat Q0 = S1n=1Qn 2 A das �{Ma�� (Q0) = �. Unser Kandidat f�ur 
0 ist Q0. In der Tat: nehmen wir A 2 Q0\Amit � (A) < +1, dann ist Qm [A 2 Q f�ur alle m, somit � (Qm [ A) � � f�uralle und somit � (Q0 [ A) = lim�(Qm [ A) � �.Nun ist A \Q0 = ; und daher � (Q0 [ A) = �(Q0) + �(A) = � + �(A) � �.Dies impliziert �(A) = 0. Da shlie�lih � � �, gilt auh � (A) = 0. Dieszeigt, dass a) f�ur 
0 = Q0 gilt. b) ist ebenso wahr f�ur 
m := QmnQm�1 und
1 = Q1.De�nieren wir �n := � j 
n \ A und �n j 
n \ A, dann wissen wir �n � �n,f�ur n = 0; 1; 2:::. F�ur n � 1 sind die Ma�e �n und �n endlih. Aus dem66



vorhergehenden wissen wir, dass es eine messbare Funktion fn � 0 auf 
nmit �n = fn�n gibt. Auf 
0 k�onnen wir f0 � +1 setzten, um �0 = f0�0 zuerhalten. Kleben wir die fi's zusammen vermogef(!) = fi(!)1
i(!)sehen wir, dass � = f�.Im letzten Shritt, nehen wir auh � als �{endlih. Dann existiert eine �{integrierbare Funktion h auf 
 mit 0 < h (!) < +1 f�ur alle ! 2 
. In derTat: es gibt eine Folge (An)n in A mit An " 
 und � (An) < +1. Dann gibtes ein 0 < �n � 2�n mit �n�(An) � 2�n. Daher leisteth = 1Xn=1 �n1Andas Verlangte. Aber das Ma� h� ist endlih und hat die gleihen Nullmengenwie �. Daher gilt � � h�. Aus dem obigen wissen wir, dass es eine Funktionf � 0 gibt, so dass � = f(h�) = (fh)�. Somit ist (fh) eine Dihte f�ur � bzgl.�. Das beweist den Satz.Abshlie�end sei noh ein Satz aufgef�uhrt, den wir hier niht beweisen wol-len (ein Beweis �ndet sih etwa im Ma�theoriebuh von Bauer). Um ihnzu formulieren be�otigen wir neben dem Begri� der Stetigkeit zweier Ma�egewisserma�en als Gegenst�uk den Begri� der relativen Singularit�at.De�nition 5.10 Es seien �; � zwei Ma�e auf einem messbaren Raum (
;F).� hei�t singul�ar bez�uglih � (in Zeihen � ? �), wenn es eine �{NullmengeN gibt, mit �(N) = 0 = �(N ).Singularit�at ist o�ensihtlih eine symmetrishe Beziehung (man sagt auh �und � sind wehselseitig singul�ar). � und � sind o�enbar genau dann singul�ar,wenn alles was f�ur � wesentlih ist, d.h. alle Mengen mit positiver �{Masse,von � "niht gesehen wird".Der Lebesgueshe Zerlegungssatz sagt nun, dass Stetigkeit und Singularit�atdie beiden Extreme sind, zwishen denen sih alles bewegt: Jedes ma� l�asstsih in einen �{stetigen und einen �{singul�aren Anteil zerlegen.Theorem 5.11 (Lebesguesher Zerlegungssatz) Es seien �; � zwei �{endlihe Ma�e auf einem messbaren Raum (
;F). Dann gibt es Ma�e �1 und�2 auf (
;F) mit 67



i) � = �1 + �2.ii) �1 � �iii) �2 ? �.6 Grundbegri�e derWahrsheinlihkeitstheo-rieWie eingangs erw�ahnt, versteht man seit Kolmogorov unter einer Wahr-sheinlihkeit ein Ma� auf dem Raum der m�oglihen Versuhsausg�ange mitMasse eins. Somit werden wir im folgenden stets ein Tripel (
;F ;P) betrah-ten und es einen Wahrsheinlihkeitsraum nennen, wenn das folgende erf�ulltist:De�nition 6.1 Ein Wahrsheinlihkeitsraum ist ein Tripel (
;F ;P), wobei� 
 eine Menge ist� F eine �-Algebra �uber 
 ist� und P ein Ma� auf F ist mit P(
) = 1EinenWahrsheinlihkeitsraum kann man als eine Art Experiment mit zuf�alli-gen Ausgang betrahten (beispielsweise eine Messung, die mit einemMessfeh-ler behaftet ist). Nat�urlih ist es bei einem solhen Experiment (beispielsweisein der Physik) niht immer interessant alles, was messbar ist, auh zu messen.Man mag beispielsweise an der Wellenl�ange eines Lihtsrahls interessiert sein,aber niht noh gleihzeitig an der Temperatur, unter der das Experimentdurhgef�uhrt wurde. Dieses Konzentrieren auf einige relevante Informationengeshieht in der Wahrsheinlihkeitstheorie mit Hilfe sogenannter Zufallsva-riablen.De�nition 6.2 Eine Zufallsvariable X ist eine messbare AbbildungX : 
! RdHierbei versehen wir den Rd mit seiner Borelshen �{Algebra Bd.68



Wesentlih bei der Behandlung von Zufallsvariablen ist nun, dass der zugrun-de liegende Wahrsheinlihkeitsraum (
;F ;P) eigentlih keine Rolle spielt.Betrahten wir beispielsweise die folgenden beiden Zufallsvariablen . Es seien
1 = f0; 1g ;F1 = P(
1); und P1 f0g = 12und 
2 = f1; 2; :::; 6g ;F2 = P(
2); und P2 fig = 16 ; i 2 
2.Betrahte auf diesen W.-R�aumen die ZufallsvariablenX1 : 
1 ! R! 7! !und X2 : 
2 ! R! 7! � 0 i ist gerade1 i ist ungerade.Dann ist P1 (X1 = 0) = P2(X2 = 0) = 12 :Somit haben X1 und X2 dasselbe Verhalten, obshon sie auf vollst�andig an-deren R�aumen de�neirt sind Was man aus diesem Beispiel lernen kann, ist,das alles was wirklih z�ahlt die "Verteilung" P ÆX�1 der Zufallsvariablen ist:De�nition 6.3 Die Verteilung PX einer Zufallsvariable X : 
! Rd ist dasfolgende W.{Ma� auf �Rd ;Bd�:PX(A) := P (X 2 A) = P �X�1(A)� ; A 2 Bd.Somit ist die Verteilung einer Zufallsvariable ihr Bildma� in Rd .Beispiel 6.4 Wihtige Beispiele f�urZufallsvariablen , von denen wir einigeshon in der Stohastikvorlesung kennengelernt haben, sind:� Die Dira Verteilung mit Atom a 2 R. EineZufallsvariable X mit derfolgenden Verteilung ist Dira-verteilt zum Parameter aP(X = b) = Æa(b) = � 1 b = a0 sonst.Hierbei ist nat�urlih a 2 R. 69



� Die Bernoulli{Verteilung zum Parameter p 2 (0; 1). Eine Zufallsva-riable X hei�t Bernoulli-verteilt zum Parameter p wenn giltP(X = 1) = 1� P(X = 0) = p:� Die Binomial Verteilung zu den Parametern with n und p. Eine Zu-fallsvariable X hei�t Binomial-verteilt zu den Parametern n und p,falls gilt P(X = k) = �nk�pk(1� p)n�k 0 � k � n:Die Binomial{Verteilung ist die Verteilung der Summe n unabh�angigerBernoulli{verteilter Zufallsvariablen zum Paramter p.� Die Laplae{Verteilung auf einer endlihen Menge 
0 � R. Eine Zu-fallsvariable X hei�t Laplae-verteilt auf 
0, fallsP(X = a) = 1j
0jf�ur alle a 2 
0 und P(X = a) = 0 f�ur alle anderen a� Die Gleihverteilung oder Rehtekverteilung auf einem Intervall I =[a; b℄: Eine Zufallsvariable X hei�t rehtekverteilt auf I = [a; b℄, fallsf�ur alle x 2 R gilt P(X � x) = 1b� a Z xa dx:� Die Normal{Verteilung zu den Parametern � und �2. Eine Zufallsva-riable X hei�t Normal-verteilt zu den Parametern � und �2 (N (�; �2)-verteilt), falls P(X � a) = 1p2��2 Z a�1 e� 12(x��� )2dx:Hierbei ist wieder a 2 R. F�ur den Fall � = 0 und �2 = 1 spriht manauh von der Standardnormalverteilung.70



� Die Poisson Verteilung zum Parameter � 2 R+ . Eine ZufallsvariableX ist Poisson{verteilt zum Parameter � 2 R+ , fallsP(X = k) = �ke��k! k 2 N :� Die Exponentialverteilung zum Paramter � > 0. Eine ZufallsvariableX hei�t exponentialverteilt zum Parameter �, falls X fast siher positivist und P(X � a) = Z a0 �e��xdxf�ur a 2 R; a > 0.� Die multidimensionale Normal Verteilung zu den Parametern � 2 Rdund �, d.h. eineZufallsvariable X hei�t normal{verteilt in Dimensiond und zu den Parametern � und � (N (�;�)-verteilt), falls � 2 Rd ,� eine symmetrishe, positiv de�nite d � d Matrix ist und f�ur A =(�1; a1℄� : : :� (�1; ad℄ giltP(X 2 A) =1p(2�)d det � Z a1�1 : : :Z ad�1 exp��12h��1(x� �); (x� �)i� dx1 : : : dxd:7 Erwartungswerte, Momente und die Jen-senshe UngleihungSo, wie Zufallsvariablen das Wihtigste eines Zufallsexperiments heraus�l-tern, geben die folgenden Kennzahlen die wihtigsten Eigenshaften der Ver-teilung einer Zufallsvariablen wieder.De�nition 7.1 Der Erwartungswert einer Zufallsvariablen ist als die fol-gende Zahl (bzw. Vekor, wenn der Bildraum mehrdimensional ist) de�niertE (X) := EP (X) := Z X(!)dP(!);falls dieses Integral wohlde�niert ist.71



Shon in der Vorlesung "Stohastik" haben wir gesehen, wie man den Erwar-tungswert einer Funktion einer Zufallsvariablen berehnet. Hier kommt nunder "allgemein Weg" diesen Erwartungswert zu berehnen.Proposition 7.2 Sei X : 
! Rd eine Zufallsvariable und f : Rd ! R einemessbare Funktion, so dass f integrierbar ist bzgl. PX . Dann istE [f ÆX℄ = Z fdPX : (7.1)Beweis. Falls von der Gestalt f = 1A; A 2 Bd ist, erhalten wirE [f ÆX℄ = E (1A ÆX) = P (X 2 A) = PX(A) = Z 1AdPX .Also gilt (7.1) f�ur Funktionen f = Pni=1 �i1Ai; �i 2 R; Ai 2 Bd. Durh die�ublihen Zerlegungs{ und Approximationstehniken erhalten wir (7.1) f�urallgemeine integrierbare f .Insbesondere ergalten wir mit f(x) = x.Korollar 7.3 Es gilt f�ur X mit Werten in RE [X℄ = Z xdPX .Ist insbesondere X : 
 ! N0 eine Zufallsvariable mit Werten in N0 , soerhalten wir die shon bekannte FormelEX = 1Xn=0 nP (X = n)�Ubung 7.4 Sei X : 
! R ein Zufallsvariable ; dann gilt1Xn=1 P (jXj � n) � E (jXj) � 1Xn=0 P (jXj � n) .Somit hat X einen Erwartungswert, genau dann, P1n=0 P (jXj � n) konver-giert. 72



Der Erwartungswert gibt ein erstes Anzeihen, was wir von einer Zufallsva-riable "im Mittel erwarten". (Die wird genauer durh die Gesetze der gro�enZahlen beshrieben, die wir sp�ater kennenlernen werden). Es ist klar, dassder Erwartungswert 0 beispielsweise mehr �uber eine Zufallsvariable aussagt,die konstant gleih Null ist, als �uber eine, die die mit gleiher Wahrshein-lihkeit die Werte �106 annimmt und sonst keine. Im folgenden geben wirein Ma� f�ur die Aussagekraft des Erwartungswertes.De�nition 7.5 F�ur die folgenden De�nitonen sei stets angenommen, dassdie zugeh�origen Integrale existieren.1. F�ur p � 1 ist das p'te Moment einer Zufallsvariablen de�niert alsE (Xp).2. Das zentrierte p'te Moment einer Zufallsvariablen ist de�niert als E [(X � EX)p℄.3. Die Varianz einer Zufallsvariablen X ist ihr zentriertes, zweites Mo-ment also V(X) := E �(X � EX)2� .Ihre Standardabweihung � ist gegeben durh� :=pV(X).Proposition 7.6 Es ist V(X) < 1 genau dann, wenn X 2 L2(P ). In die-sem Falle gilt V(X) = E �X2�� (E (X))2 (7.2)und V(X) � E �X2� (7.3)ebenso wie (EX)2 � E �X2� (7.4)Beweis. Falls V(X) <1 ist, so ist X � EX 2 L2 (P ). Nun ist aber L2 (P )ein Vektorraum und die Konstante EX ist darin enthalten, also:EX 2 L2 (P )) X = (X � EX) + EX 2 L2 (P ) .Ist andererseits X 2 L2 (P ), so folgt X 2 L1 (P ). Daher existiert EX (undist eine Konstante). Daher gilt auhX � EX 2 L2 (P ) ;73



also ist VX endlih. Aus der Linearit�at des Erwartungswertes folgt:V(X) = E(X � EX)2 = EX2 � 2(EX)2 + (EX)2 = EX2 � (EX)2 .Dies impliziert (7.3) und (7.4).(7.2) impliziert sofort, dass X und X � EX die gleihe Varianz haben.Es wird sih nun im n�ahsten Shritt herausstellen, dass (7.4) ein Spezialfalleines allgemeineren Prinzips ist. Um die herzuleiten, m�ussen wir Eigenshaf-ten konvexer Funktionen ausnutzen. Wir erinnern uns, dass eine Funktion' : R ! R konvex ist, wenn f�ur alle � 2 (0; 1) und alle x; y 2 R gilt' (�x+ (1� �) y) � �' (x) + (1� �)' (y)In Analysis I lernt man, dass Konvexit�at aus '00(x) � 0 f�ur alle x folgt.Andererseits m�ussen konvexe Funktionen noh niht einmal di�erenzierbarsein. Allerdings sind sie "beinahe di�erenzierbar". In der Tat zeigt man inAnalysis I (wenn niht: �Ubung!) das folgendeSei I ein Intervall und ' : I ! R eine konvexe Funktion. Dann existiert dierehtsseitige Ableitung '0+ (x) f�ur alle x 2�I (dem Inneren von I) ebenso wiedie linksseitige Ableitung '0�(x). Somit ist ' stetig auf�I. Desweiteren ist '0+wahsend auf�I und es gilt:'(y) � '(x) + '0+(x)(y � x)f�ur x 2�I; y 2 I.Wendet man diese �Uberlegungen an, ergibt sih die eingangs erw�ahnte Ver-allgemeinerung von (7.4).Theorem 7.7 (Jensenshe Ungleihung) Sei X : 
 ! R eine Zufalls-variable auf (
;F ;P) und sei ferner X P{integrierbar und nehme Werte ineinem o�enen Intervall I � R an. Dann gilt EX 2 I und f�ur jede konvexeFunktion ' : I ! Rist ' ÆX eine Zufallsvariable . Falls ' ÆX P-integrierbar ist, gilt:' (E (X)) � E (' ÆX).
74



Beweis. Sei I = (�; �), �1 � � < � � 1. Somit ist X(!) < � f�uralle ! 2 
. Dann ist auh E (X) � �. Es gilt sogar E (X) < �, denn w�areE (X) = �, w�are die strikt positive Zufallsvariable � � X(!) gleih 0 P-f.s.Dies ist ein Widerspruh. Analog zeigt man EX > �.Nah den oben angestellten �Uberlegungen ist ' stetig auf �I= I und somitBorel{messbar. Weiter haben wir gesehen, dass'(y) � ' (x) + '0+ (x) (y � x) (7.5)f�ur alle x; y 2 I mit Gleihheit nur f�ur den Fall, dass x = y. Somit gilt' (y) = supx2I h' (x) + '0+ (x) (y � x)i (7.6)f�ur alle y 2 I. Setzt man y = X(!) in (7.5), ergibt sih' ÆX(!) � '(X(!)) + '0+(x) (X(!)� x) :Integration bzgl. P liefertE (' ÆX) � '(x) + '0+(x) (E (X)� x)f�ur alle x 2 I. Zusammen mit (7.6) ergibt diesE (' ÆX) � supx2I h'(x) + '0+(EX � x)i = '(E (X)).Dies ist die Aussage der Jensenshen Ungleihung.Korollar 7.8 Sei X 2 Lp(P) f�ur ein p � 1. Dann existiert E jXj und es giltjE (X)jp � E (jXjp):�Ubung 7.9 Es sei I ein o�enes Intervall und ' : I ! R eine konvexeFunktion. Zeigen Sie, dass f�ur x1; :::; xn 2 I und �1; :::�n 2 R+ mitPni=1 �i =1 gilt ' nXi=1 �ixi! � nXi=1 �i' (xi) .75



8 Konvergenz von ZufallsvariablenShon in dem Teil �uber Ma�theorie haben wir drei veshiedene Konvergenz-typen kennengelernt.De�nition 8.1 Sei (Xn) eine Folge von Zufallsvariablen .1. Xn ist stohastish konvergent gegen eine Zufallsvariable X, falls f�urjedes " > 0 gilt: limn!1P (jXn �Xj � ") = 02. Xn konvergiert fast siher gegen eine Zufallsvariable X, falls f�ur jedes" > 0 gilt: P�lim supn!1 jXn �Xj � "� = 03. Xn konvergiert gegen eine Zufallsvariable X in Lp oder in p{Norm,falls gilt: limn!1E (jXn �Xjp) = 0.Shon im Ma�theorie{Teil wurde gezeigt:Theorem 8.2 1. Falls Xn fast siher gegen X konvergiert oder in Lp,dann konvergiert (Xn) auh stohastish gegen X.Keine der beiden Umkehrungen gilt.2. Fast sihere Konvergenz impliziert niht die Konvergenz Lp und umge-kehrt.Nun f�uhren wir noh einen weiteren Konvergenzbegri� ein:De�nition 8.3 Sei (
;F) ein messbarer, topologisher Raum, ausgestattetmit seiner Borelshen �-Algebra F . Das hei�t, dass F durh die Topolo-gie, nennen wir sie � auf 
 erzeugt wird. Weiter sei (�n)n eine Folge vonWahrsheinlihkeitsma�en auf (
;F) und � sei ein weiteres solhes Wahr-sheinlihkeitsma�. Wir sagen, dass �n shwah gegen � konvergiert, wennf�ur jede beshr�ankte, stetige und reellwertige Funktion f : 
! R (wir werdenf�ur die Menge all solher Funktion fortan Cb (
) shreiben) gilt:�n (f) := Z fd�n !n!1 Z fd� =: � (f) (8.1)76



Der folgende Satz kl�art die Beziehung zwishen stohastisher Konvergenz(wir werden dies auh "Konvergenz inWahrheinlihkeit" nennen) und shwa-her Konvergenz der Verteilungen:Theorem 8.4 Es sei (Xn)n2N eine Folge reellwertiger Zufallsvariablen �ubereinem Wahrsheinlihkeitsraum (
;F ;P). (Xn) konvergiere stohastish ge-gen eine Zufallsvariable X. Dann konvergiert PXn (die Folge der Verteilungender Zufallsvariablen ) shwah gegen PX , d.h.limn!1Z fdPXn = Z fdPXoder �aquivalent limn!1 E (f ÆXn) = E (f ÆX)f�ur alle f 2 Cb (R).Falls X P{f.s. konstant ist, gilt hiervon auh die Umkehrung.Beweis. Sei f 2 Cb (
). Wir wollen zun�ahst annehmen, dass f sogar gleihm�a�igstetig ist. Dann gibt es zu jedem " > 0 ein Æ > 0, so dass f�ur jede Wahl vonx0 ; x00 2 Rgilt: ���x0 � x00 ��� < Æ ) ���f �x0�� f �x00���� < ".De�niere die Menge An := fjXn �Xj � Æg ; n 2 N . Dann folgt����Z fdPXn � Z fdPX ���� = jE (f ÆXn)� E (f ÆX)j� E (jf ÆXn � f ÆXj)= E (jf ÆXn � f ÆXj Æ 1An) + E �jf ÆXn � f ÆXj Æ 1An�� 2 kfkP (An) + "P (An)� 2 kfkP (An) + ".Hierbei haben wir die folgende Abk�urzung f�ur die Supremumsnorm benutztkfk := supff(x) : x 2 Rgund die folgende Absh�atzung ausgenutzt:jf(Xn)� f(X)j � jf(X)j+ jf(Xn)j � 2 kfk .77



Da nun aber Xn ! X stohastish, folgt dassP (An)! 0wenn n!1. Wenn also n gro� genug ist, k�onnen wir die Wahrsheinlihkeitf�ur An beliebig klein mahen, z.B. auh P (An) � "�kfk . Somit gilt f�ur solhen, dass ����Z fdPXn � Z fdPX ���� � 2".Nun sei f 2 Cb (
) beliebig. Wir bezeihnen mit In := [�n; n℄. Da In " R,wenn n ! 1, gilt PXn (In) " 1, wenn n ! 1. Somit gibt es f�ur alle " > 0ein n0 (") =: n0 so dass1� PX (In0) = PX (R n In0) < ".Wir w�ahlen nun eine Funktion u" wie folgt:u"(x) = 8>><>>: 1 x 2 In00 jxj � n0 + 1�x + n0 + 1 n0 < x < n0 + 1x + n0 + 1 �n0 � 1 < x < �n0Shlie�lih setzen wir f := u"f . Da f � 0 au�erhalb der kompakten Menge[�n0 � 1; n0 + 1℄ gilt, ist die die Funktion f gleihm�a�ig stetig. Daher giltlimn!1Z �fdPXn = Z �fdPXebenso wie limn!1Z u"dPXn = Z u"dPX ;also auh � limn!1Z (1� u") dPXn = Z (1� u") dPX .Mit der Dreieksungleihung erhalten wir����Z fdPXn � Z fdPX ���� � (8.2)Z ��f � �f �� dPXn + ����Z �fdPXn � Z �fdPX ���� + Z ��f � �f �� dPX .78



Aus der Tatsahe, dass 0 � 1� u" � 1RnIn0 , k�onnen wir �uberdies shlie�en,Z (1� u") dPX � PX (R n In0) < ",so dass f�ur alle n � n1 (") auh gilt:Z (1� u") dPXn < 2".Dies ergibt Z ��f � �f �� dPX = Z jf j (1� u") dPX � kfk "einerseits und Z ��f � �f �� dPXn � 2 kfk "f�ur alle n � n1 (") andererseits. Also erhalten wir aus (8.2):����Z fdPXn � Z fdPX ���� � 3 kfk "+ ".Dies beweist die shwahe Konvergenz der Verteilungen.F�ur die Umkehrung sei � 2 R und X � � (genauer sei X identish gleih � 2R P{fast siher). Dies bedeutet f�ur die Verteilung von X, dass PX = Æ� wobeiÆ� das Dira{Ma� in � ist. F�ur das o�ene Intervall I := (� � "; � + ") ; " > 0k�onnen wir eine stetige und beshr�ankte Funktion f 2 Cb (
) �nden, dief � 1I und f (�) = 1 erf�ullt.Dann folgt Z fdPXn � PXn (I) = P (Xn 2 I) � 1.Da wir die shwahe Konvergenz von PXn gegen PX voraussetzen, k�onnenwir folgern Z fdPXn ! Z fdPX = f (�) = 1wenn n!1. Daraus folgt aber nunP (Xn 2 I)! 1wenn n!1. Nun ist aberfXn 2 Ig = fjXn � �j � "g79



und daher P (jXn �Xj � ") = P (jXn � �j � ")= 1� P (jXn � �j < ")! 0f�ur alle " > 0. Dies bedeutet, dass Xn stohastish gegen X konvergiert.De�nition 8.5 Es seien f�ur jedes n 2 N und X Zufallsvariablen �uber einemWahrsheinlihkeitsraum (
;F ;P). Wenn PXn shwah PX konvergiert, sosagen wir auh, dass Xn gegen X in Verteilung konvergiertBemerkung 8.6 Wenn die Zufallsvariablen im vorhergehenden TheoremRd{wertig sind und f : Rd ! R stetig und beshr�ankt ist, bleibt die Aus-sage des Theorems wahr. Dies folgt, da Konvergenz in Rd gleihbedeutendmit der Konvergenz des Supremums der Koordinaten ist.Beispiel 8.7 F�ur jede Folge � > 0 mit lim�n = 0 gilt f�ur die Normalvertei-lung mit Erwartungswert 0 und Varianz �2n, dasslimn!1N (0; �2n) = Æ0.Hierbei ist Æ0 das Dira-Ma� mit Masse in 0 2 R. In der Tat, ersetzt manx = �y, so ergibt sih f�ur eine stetig, beshr�ankte rellwertige Funkktion f1p2��2 Z 1�1 f(x)e� x22�2 dx = Z 1�1 1p2�e� y22 f(�y)dyNun gilt f�ur alle y 2 R und alle � 2 R+���� 1p2�e� y22 f (�y)���� � kfk e� y22 :Dies ist eine integrierbare Funktion. Aus dem Satz �uber dominierte Konver-genz folgt limn!1Z 1�1 1p2��2n e� x22�2n f(x)dx= Z 1�1 limn!1 1p2��2n e� x22�2n f(x)dx= f(0). 80



Wie das folgende Beispiel zeigt, ist die Annahme der Konstanz des Limes f�urdie Umkehrung in Theorem 8.2 notwendig.Beispiel 8.8 Betrahte eine Folge von X1; X2; : : : von Bernoulli{verteiltenZufallsvariablen zum Parameter p = 1=2. Es ist f�ur jede Funktion f 2 Cb(R)Z fdPXn = Z fdPX1und somit konvergiert Xn in Verteilung gegen X1. Andererseits ist f�ur 0 <" < 12 und jedes n � 2P(jXn �X1j < ") = P(Xn 6= X1) = 12 :Man mag sih fragen, ob Verteilungskonvergenz von Zufallsvariablen wirklihgleihbedeutend mit der Konvergenz der Verteilungsfunktionen der Zufalls-variablen ist. Letztere ist f�ur eine Zufallsvariable X de�niert alsFX(t) := PX(X � t):Aus den im Ma�theorieteil besprohenen Stetigkeitseigenshaften f�ur Ma�efolgt sofort, dass FX wahsend und rehtsseitig stetig ist. Ferner gilt klarer-weise limt!�1F (t) = 0 und limt!1F (t) = 1:Der folgende Satz, dass diese Vermutung nur f�ur Zufallsvariablen mit stetigenVerteilungsfunktionen wahr ist:Theorem 8.9 Es sei (Xn) eine Folge reellwertiger Zufallsvariablen und essei X eine weitere reellwertige Zufallsvariable . Genau dann konvergiert (Xn)in Verteilung gegen X wenn FXn(t)! FX(t) (8.3)f�ur n!1 und alle Stetigkeitspunkte t von FX.Beweis. Zun�ahst nehmen wir an, dass Xn in Verteilung gegen X konver-giert. Ferner sei t ein Stetigkeitspunkt von FX . Sei " > 0. Dann gibt es einÆ > 0 mit jFX(t� Æ)� FX(t)j < ":81



Weiter gibt es Funktionen gt;Æ 2 Cb(R) mit1(�1;t�Æ℄ � ft;Æ � 1(�1;t℄ � gt;Æ � 1(�1;t+Æ℄:Aus der vorausgesetzten Verteilungskonvergenz folgern wirlim supn!1 FXn(t) � limn!1 Egt;Æ (Xn) � FX(t+ Æ) < FX(t) + "undFX(t)� " < FX(t� Æ) � Eft;Æ (X) = limn!1 Eft;Æ (Xn) � lim infn!1 FXn(t):Diese beiden Absh�atzungen zusammen ergeben (8.3).F�ur die Umkehrung sei wieder " > 0 und f 2 Cb(R) mit 0 � f � 1 gege-ben. Bemerke zun�ahst, dass aus der die Menge der Unstetigkeitsstellen vonFX abz�ahlbar ist. In der Tat ist ja die Menge ft : jFX(t) � FX(t�)j � 1ngh�ohstens n{elementig. Somit ist die Menge der Stetigkeitspunkte von FXdiht in R. W�ahlen wir nun zwei solhe Stetigkeitspunkte a < b, so dassFX(a) + (1� FX(b)) = P(X =2 (a; b℄) < ":Aus der Wahl von a und b als stetigkeitspunkten folgt mit (8.3)lim supn!1 Ef1(a;b℄ (Xn) � P(Xn =2 (a; b℄) = P(X =2 (a; b℄) < ": (8.4)Nun ist f als stetige Funktion auf [a; b℄ gleihm�a�ig stetig. Somit k�onnen wir(a; b℄ in Intervalle Ik := (ak; bk℄; k = 1; : : :m zerlegen, so dass f�urg := mXk=1( infx2Ik f(x))1Ik und h := mXk=1(supx2Ik f(x))1Ikgilt h� " � g � f � h � g + ":Dies zusammen mit (8.3) und (8.4) ergibtlim supEf(Xn) � 2"+ lim supEg(Xn)1(a;b℄(Xn)� 2"+ mXk=1( infx2Ik f(x)) lim(FXn(bk)� FXn(ak))= 2"+ mXk=1( infx2Ik f(x)) lim(FX(bk)� FX(ak))= 2"+ Eg(X)1(a;b℄(X)� 2"+ Ef(X)82



und �ahnlih lim inf Ef(Xn) � Ef(X) � 2":Dies zeigt die Behauptung.�Ubung 8.10 Eine Folge von Zufallsvariablen (Xn) �uber einem Wahrshein-lihkeitsraum (
;F ;P) erf�ulle:P (jXnj > ") < "f�ur alle gen�ugend gro�en n und f�ur alle " > 0. Ist dies �aquivalent zur stoha-stishen Konvergenz von Xn gegen 0 ?�Ubung 8.11 Zeigen Sie, f�ur eine Folge von Poisson Verteilungen (��n) mitParametern �n > 0, dass limn!1��n = Æ0,falls limn!1 �n = 0. Gibt es ein Wahrsheinlihkeitsma� � auf B1 mitlimn!1��n = � (shwah)falls lim�n =1?9 Unabh�angigkeitDas Konzept der Unabh�angigkeit steht im Zentrum der Wahrsheinlihkeit(so sehr, dass b�ose Zungen behaupten, Wahrsheinlihkeitstheorie sei im we-sentlihen Ma�theorie mit einem Ma� der Masse eins plus das Konzept derUnabh�angigkeit). Wir haben es bereits in der Stohastikvorlesung kennenge-lernt. Grob gesprohen geht es auf die folgende Idee zur�uk:Sei (
;F ;P) ein Wahrsheinlihkeitsraum . F�ur zwei Ereignisse A;B 2 F mitP (B) > 0 kann man sih nun fragen, wie sehr sih die Wahrsheinlihkeitf�ur A �andert, wenn man shon wei�, dass B eintreten wird. O�enbar istder interessante Teil von A dann nur derjenige, der auh in B liegt, alsoA\B. Um allerdings wieder eine Wahrsheinlihkeit zu erhalten, m�ussen wirP(
) = 1 siherstellen, die geht nur, wenn wir durh die Wahrsheinlihkeitvon B devidieren. Man de�niert daher die bedingte Wahrsheinlihkeit vonA gegeben B wie folgt 83



De�nition 9.1 Sei (
;F ;P) ein Wahrsheinlihkeitsraum . F�ur zwei Er-eignisse A;B 2 F mit P (B) > 0 ist die bedingte Wahrsheinlihkeit von Agegeben B de�niert als P (A j B) = P (A \ B)P (B) .Verallgemeinerungen dieses Begri�s werden uns in einem sp�ateren Kapitelnoh besh�aftigen.Nun ist es naheliegend A und B unabh�angig zu nennen, wenn das Wissen,dass B eintritt nihts an der Wahrsheinnlihkeit f�ur B �andert, d.h. wennP (A j B) und P (A) das gleihe ergeben, d.h. fallsP (A j B) = P (A) .Will man dies in A und B symmetrish gestalten und zudem auf die f�urdie Unabh�angigkeit �uber�ussige Forderung, dass P(B) > 0 sei verzihten, sode�niert man A und B als unabh�angig, wennP (A \ B) = P (A)P (B) .Will man dies auf mehr als zwei Ereignisse verallgemeinern, gelangt man zuder folgenden De�nitionDe�nition 9.2 Eine Familie (Ai)i2I von Ereignissen aus F hei�t unabh�angig,falls f�ur jede Folge i1; :::; in 2 I von Indizes und jedes n 2 N gilt:P (Ai1 \ :: \ Ain) = P (Ai1) :::P (Ain) (9.1)Bemerkung 9.3 � Wie shon in der Stohastikvorlesung betont, de�-niert man Unabh�angigkeit wie oben | und niht etwa durhP \i2I Ai! = nYi=1 P (Ai) )um die Unabh�angigkeit zu einer vererbbaren Eigenshaft zu mahen:Sind (Ai)i2I unabhh�angig und ist J � I, so soll auh (Ai)i2J unabh�angigsein. 84



� Ein Beispiel, das wir shon in der Stohastikvorlesung kennengelernthaben, zeigt, dass Unabh�angigkeit und paarweise Unabh�angigkeit (al-so die Unabh�angigkeit von je zwei Mengen) f�ur jIj � 3 untershiedli-he Begri�e sind. Beispielsweise sei 
 = f1; 2; 3; 4g, F = P(
) undP(fig) = 14 f�ur alle i 2 
. Man �uberpr�uft shnell, dass die MengenA = f1; 2g, B = f2; 3g und C = f1; 3g zwar paarweise unabh�angigsind aber niht unabh�angig sind.Es liegt nun auf der Hand, wie man allgemein die Unabh�angigkeit von Men-gensystemen erkl�art.De�nition 9.4 Es sei I eine nihtleere Indexmenge. F�ur jedes i 2 I seiEi � A eine Mengen von Ereignissen. Die (Ei)i2I hei�en unabh�angig, wenn(9.1) f�ur jedes i1; :::; in 2 I, jedes n 2 N und alle Ai� 2 Ei� ; � = 1; :::; n gilt.Aus der De�nition ergibt sih unmittelbar:� Eine Familie (Ei)i2I ist unabh�angig genau dann, wenn jede endliheTeilfamilie unabh�angig ist.� Unabh�angigkeit von (Ei)i2I bleibt erhalten, wenn wir die Familien (Ei)verkleinern. Genauer: seien (Ei) unabh�angig und f�ur jedes i 2 I seiE 0i � Ei eine Teilfamilie der vorgelegten Familie. Dann sind auh dieFamilien (E 0i) unabh�angig.Beweistehnish is der folgende Satz von einiger Wihtigkeit:Theorem 9.5 Falls die Familien (Ei)i2I unabh�angig sind �uber einem Wahr-sheinlihkeitsraum (
;F ;P), dann sind auh die von ihnen erzeugten Dyn-kinsysteme (D (Ei))i2I unabh�angig.Beweis. Nah der obigen Bemerkung gen�ugt es, sih beim Beweis auf endli-he Indexmengen I zur�ukzuziehen. F�ur i0 2 I sei dann Di0 de�niert als dieMenge aller Ereignisse E 2 F mit der folgenden Eigenshaft:"Ersetzt man in (Ei)i2I die Familie Ei0 durh die einelementige Familie E, soist diese neu entstehende Familie wieder unabh�angig."Di0 ist nun ein Dynkin{System: Zun�ahst ist 
 2 Di0 , denn ist; 6= fi1; : : : ; ing � I n fi0g;85



so gilt f�ur Aij 2 Eij ; j = 1; :::nP(Ai1 \ : : : \ Ain \ 
) = P(Ai1 \ : : : \ Ain)P(
):Ist weiter E 2 Di0, so ergibt sih (mit den gleihen Ai�)P(Ai1 \ : : : \ Ain \ E)= P(Ai1 \ : : : \ Ain \ 
)� P(Ai1 \ : : : \ Ain \ E)= P(Ai1 \ : : : \ Ain)P(
) � P(Ai1 \ : : : \ Ain)P(E)= P(Ai1 \ : : : \ Ain)P(E):Analog zeigt man die dritte zu �uberpr�ufende Eigenshaft unter Ausnutzungder �{Additivit�at von P.Nun ist Di0 gerade so konstruiert, dass die Menge (Ei)i2I unabh�angig bleibt,wenn man Ei0 durh Di0 ersetzt. Nun ist Ei0 � Di0 und daher auh D(Ei0) �Di0. Da dies f�ur jedes i0 wahr ist, kann man sukzessive alle Ei0 durh D(Ei0)ersetzen und ist wegen der Endlihkeit von I nah endlih vielen Shrittenbeim gew�unshten Ergebnis.Ist von den Familien (Ei)i2I auh noh die Durhshnittsstabilit�at vorausge-setzt, l�asst sih noh mehr sagen:Korollar 9.6 Seien (Ei)i2I unabh�angige Familien und jede Familie Ei � Fsei durhshnittsstabil. Dann sind auh die Familien (� (Ei))i2I der von denEi erzeugten �{Algebren unabh�angig.Beweis. Der Beweis folgt, da unter den Voraussetzungen des Korollars dievon den Ei erzeugten Dynkinsysteme und �-Algebren �ubereinstimmen.Als letztes zeigen wir noh, dass Unabh�angigkeit auh unter dem Zusammen-fassen unabh�angiger �{Algebren erhalten bleibt.Theorem 9.7 Die Familien (Ei)i2I seien unabh�angig und durhshnittssta-bil. mit Ei � F f�ur jedes i 2 I. Weiter sei die Indexmenge I wie folgtzerlegbar: I = _[j2JIjmit Ii \ Ij = ;; i 6= j. Es sei Aj := � �[i2IjEi� die von Ij erzeugte �-Algebra. Dann sind auh die �{Algebren (Aj)j2J unabh�angig.Beweis. F�ur j 2 J sei ~Ej das Mengensystem aller Mengen der FormEi1 \ ::: \ Ein86



mit ; 6= fi1; :::; ing � Ij und beliebigen Ei� 2 Ei� f�ur � = 1; :::; n. Dann ist ~Ejnah Konstruktion \ - stabil. Als sofortige Folgerung aus der Unabh�angigkeitder (Ei)i2I erh�alt man auh die Unabh�angigkeit der � ~Ej�j2J . Shlie�lih istAj = � � ~Ej�. Daher folgt die Behauptung aus dem vorangegangenen Korol-lar.Im n�ahsten Shritte begegnet uns erstmals ein St�uk Wahrsheinlihkeits-theorie im eigentlihen Sinne: Nat�urlih kann auh ein Wahrsheinlihkeits-theoretiker den Ausgang eines Zufallsexperiments niht vorhersagen (au�erin sehr einfah gelagerten F�allen). Er kann aber, unter g�unstigen Umst�anden,das Verhalten eines solhen Experiments (im Mittel) f�ur sehr lange Zeitenantizipieren.Das unten folgende 0{1{Gesetz von Kolomogorov ist ein Beispiel hierf�ur.Ist eine unendlihe Folge unabh�angiger �{Algebren vorgelegt und h�angt einEreignis von unendlihe vielen dieser �{Algebren ab, so hat das Ereignisshon entweder Wahrsheinlihkeit 0 oder 1.Hierzu ben�otigen wir zun�ahst eine De�nition.De�nition 9.8 Sei (An)n eine Folge von Teil{�{Algebren von F und seiTn := � 1[m=nAm!die �{Algebra , die durh die An;An+1; :::erzeugt wird. Dann hei�tT1 := 1\n=1 Tndie �-Algebra der terminalen Ereignisse.Bemerkung 9.9 T1 ist als Durhshnitt von �{Algebren nat�urlih wiedereine �-Algebra .Nun das angek�undigte ResultatTheorem 9.10 (Kolmogorovs Null-Eins-Gesetz) Es sei (An) eine un-abh�angige Folge von �{Algebren mit An � F . Dann gilt f�ur jedes terminaleEreignis A 2 T1 P (A) = 0 oder P(A) = 1.87



Beweis. Es sei A 2 T1 und es sei D das System aller Mengen D 2 A dieunabh�angig A sind. Ziel ist es zu zeigen, dass A in D ist:Man �uberlegt sih leiht, dass D ein Dynkin{System ist (das geht wie imBeweis von Theorem 9.5 oder ist sonst eine �Ubung). Nah Theorem 9.7 istdie �-Algebra Tn+1 f�ur jedes n 2 N unabh�angig von der �-AlgebraAn := � (A1 [ : : : [ An) .Da f�ur jedes n 2 N die Menge A 2 Tn+1 ist, folgt dass An � D f�ur jedesn 2 N gilt. Daraus ergibt sihA := 1[n=1An � DO�ensihtlih ist die Folge von �{Algebren �An� wahsend. F�ur E; F 2 Agibt es somit ein n, so dass sowohl E 2 An als auh F 2 An und daherauh E \ F 2 An gilt. Daher ist auh E \ F 2 A und dies bedeutet, dass Adurhshnittsstabil ist.Es folgt, dass � �A� = D �A� � D;(wobei D �A� das von A erzeugte Dynkin{System bezeihnet), da A � D.Dar�uber hinaus ist D � �(A) � Tn � T1 und insbesondere T1 � � �A�.Somit folgt T1 � � �A� � D.Dies impliziert A 2 D.Daher ist nun A unabh�angig von A. Dies kann nur sein, wennP(A) = P(A \ A) = P(A) � P(A) = (P(A))2 .gilt. Daher ist P(A) 2 f0; 1g wie behauptet.Als unmittelbare Folgerung erhalten wirTheorem 9.11 (Borels Null-Eins-Gesetz) F�ur jede unabh�angige Folge(An)n von Ereignissen An 2 F giltP(An f�ur unendlih viele n) = 0oder P(An f�ur unendlih viele n) = 1,d.h. P (limsupAn) 2 f0; 1g .88



Beweis. Wir de�nieren die �{Algebren An = � (An). D.h.An = f;;
; An; Ang :Es folgt, dass (An)n unabh�angig ist. Mit der obigen Bezeihnung f�ur Tn undT1 ist also Qn := 1[m=nAm 2 Tn:Da die Folge von �{Algebren (Tn)n fallend ist, gilt auh Qm 2 Tn f�ur allem � n; n 2 N . Da aber auh die Mengenfolge (Qn)n fallend ist, erhalten wirlim supn!1An = 1\k=1Qk = 1\k=jQk 2 Tjf�ur alle j 2 N . Somit ist limsupAn 2 T1. Die Behauptung folgt nun aus demKolmogorovshen Null-Eins-Gesetz.�Ubung 9.12 F�ur jeden W-Raum (
;F ;P) sind f�ur A 2 F stets die PaarefA; ;g, und fA;
g Paare unabh�angiger Ereignisse. Sind dies die einzigensolhen Paare, nennen wir die �-Algebra F unabh�angigkeitsfrei. Man zeige,dass der folgende Raum unabh�angikeitsfrei ist.
 = N ;A = P (
) ; und P (fkg) = 2�k!f�ur jedes k � 2;P (f1g) = 1�P1k=2 P (k).Noh wihtiger als das Konzept der Unabh�angigkeit von �{Algebren ist dasKonzept der Unabh�angigkeit von Zufallsvariablen, das als n�ahstes vorge-stellt werden soll. Man f�uhrt es auf das Konzept der Unabh�angigkeit von�{Algebren zur�uk. Wir werden wieder stets �uber einem W-Raum (
;F ;P)arbeiten. Wir de�nierenDe�nition 9.13 Eine Familie von Zufallsvariablen (Xi)i hei�t unabh�angig,wenn die von ihnen erzeugten �{Algebren (� (Xi))i unabh�angig sind.F�ur endlihe Familien von Zufallsvariablen gibt es ein anderes Kriterium f�urihre Unabh�angigkeit (was shon allein deshalb wihtig ist, weil man o�en-bar f�ur die Uanbh�angigkeit einer Familie von Zufallsvariablen nur die Un-abh�angigkeit der endlihen Teilfamilien �uberpr�ufen muss). Dieses Kriteriumist im wesentlihen shon aus der Stohastikvorlesung bekannt.89



Theorem 9.14 Sei X1; :::; Xn eine Folge von n Zufallsvariablen mit Wertenin messbaren R�aumen (
i;Ai), i = 1; : : : n, mit durhshnittsstabilen Erzeu-gern Ei of Ai. Die Zufallsvariablen X1; :::; Xn sind genau dann unabh�angig,wenn die folgende Gleihheit giltP (X1 2 E1; :::; Xn 2 En) = nYi=1 P (Xi 2 Ei)f�ur alle Ei 2 Ei; i = 1:::n.Beweis. Wir setzen Gi := �X�1i (Ei) ; Ei 2 Ei	 .Eine kleine �Ubung in der Ma�theorie zeigt, dass die Gi die �{Algebren � (Xi)erzeugen. Gi ist durhshnittsstabil und es ist 
 2 Gi. Nah Korollar 9.6m�ussen wir zeigen, dass die Unabh�angigkeit der (Gi)i=1:::n gleihbedeutendist mit P (G1 \ ::: \Gn) = P (G1) :::P (G1)f�ur alle Wahlen von Gi 2 Gi.Aber dies ist o�ensihtlih, denn wir k�onnen stets Gi = 
i f�ur geeigneteIndizes i w�ahlen.Korollar 9.15 Eine endlihe Menge von Zufallsvariablen X1; :::; Xn+1 mitWerten in messbaren R�aumen (
i;Fi) ist genau dann unabh�angig, wennX1; :::; Xn unabh�angig sind und Xn+1 unabh�angig ist von � (X1; :::; Xn).Beweis. Da die disjunkte Zusammenfassung unabh�angiger Familien wiederunabh�angige Familien liefert ist die genannte Bedingung notwendig.Dass sie auh hinreihend ist, sieht man wie folgt ein: Die �-Algebra �(X1; : : : ; Xn)wird vom System aller MengenQ := fX1 2 Q1; : : : ; Xn 2 Qngmit Qi 2 Fi und i = 1; : : : ; n erzeugt. Dabei giltP(Q) = nYi=1 P(Xi 2 Qi)90



und f�ur Qn+1 2 Fn+1P(Q \ fXn+1 2 Qn+1g) = P(Q)P(fXn+1 2 Qn+1g):Zusammen ergibt sihP n+1\i=1fXi 2 Qig! = n+1Yi=1 P(Xi 2 Qi)f�ur alle Qi 2 Fi, was nah obigem Satz gleihbedeutend mit der Unabh�angig-keit der Xi ist.Beispiel 9.16 Es seien X und Y Zufallsvariablen de�niert auf einem ge-meinsamen W-Raum (
;F ;P). X nehme Werte in einem messbaren Raum
0;F 0) an und sei dort Dira{verteilt in einem Punkt x 2 
0, d.h. P(X 2A0) = 1 (A0 2 F 0), falls x 2 A0 und ansonsten ist P(X 2 A0) = 0. Yhabe einen beliebigen messbaren Bildraum (
00;F 00) und dort eine beliebigeVerteilung. Dann ist X von Y unabh�angig.In der Tat: Zu zeigen istP(X 2 A0; Y 2 A00) = P(X 2 A0)P(Y 2 A00)f�ur beliebige A0 2 F 0 und A00 2 F 00. Ist nun x =2 A0 so ist diese Gleihheito�ensihtlih wahr, beide Seiten sind null. Ist x 2 A0, so erhalten wirP(X 2 A0; Y 2 A00) = P(X 2 A0) + P(Y 2 A00)� P(fX 2 A0g [ fY 2 A00g)= 1 + P(Y 2 A00)� 1= P(X 2 A0)P(Y 2 A00):Der folgende Satz zeigt, dass eine messbare Deformation (Transformation) ei-ner Familie unabh�angiger Zufallsvariablen wieder eine Familie unabh�angigerZufallsvariablen ergibt.Theorem 9.17 Es sei (Xi)i2I eine Familie unabh�angiger Zufallsvariablenmit Werten in messbaren R�aumen (
i;Ai) und es seienfi : (
i;Ai)! �
0i;A0i�messbare Abbildungen. Dann ist auh die Familie der Zufallsvariablen (fi (Xi))i2Iunabh�angig. 91



Beweis. Zun�ahst sei bemerkt, dass aus der Messbarkeit der fi folgt, dassauh die (fi (Xi))i2I messbar und somit Zufallsvariablen sind.Es sei i1; :::; in 2 I. Dann gilt f�ur jede Wahl messbarer Mengen Ai1 2Ai1; : : : ; Ain 2 Ain die folgende Identit�atP�fi1 (Xi1) 2 A0i1 ; :::; fin (Xin) 2 A0in�= P�Xi1 2 f�1i1 �A0i1� ; :::Xin 2 f�1in �A0in��= nY�=1P�Xi� 2 f�1i� �A0i���= nY�=1P (fi� (Xi� ) 2 Ai� )aufgrund der Unabh�angigkeit der (Xi)i2I .Shon aus Theorem 9.14 l�asst sih ein Zusammenhang von Unabh�angigkeitmit Produktma�en erahnen. Dies soll im folgenden pr�azisiert werden. Zudiesem Zweke seien X1; :::; Xn Zufallsvariablen mitXi : (
;F)! (
i;Ai)Wir de�nieren die neue Zufallsvariable Y verm�ogeY := X1 
 :::
Xn : 
! 
1 � :::� 
nDann erf�ullt die Verteilung von Y , die wir mit PY bezeihnen (nat�urlih)die Gleihheit PY = PX1
:::
Xn. Insbesondere ist PY ein Wahrsheinlihkeits-ma� auf 
ni=1Ai. Der oben erahnte Zusammenhang von Unabh�angigkeit undProduktma�en l�asst sih nun wie folgt formalisieren:Theorem 9.18 DieZufallsvariablen X1; :::; Xn sind dann und nur dann un-abh�angig, wenn ihre Verteilung das Produktma� der Einzelverteilungen ist,d.h. wenn gilt PX1
:::
Xn = PX1 
 :::
 PXnBeweis. Es seien Ai 2 Ai; i = 1; : : : ; n. Dann erhalten wir mit TY = X1 
 :::
Xn92



die GleihheitPY  nYi=1 Ai! = P Y 2 nYi=1 Ai! = P (X1 2 A1; :::; Xn 2 An)sowie PXi (Ai) = P (Xi 2 Ai) i = 1; : : : ; n.Nun ist PY genau dann das Produktma� der PXi , wenn f�ur beliebige Wahlender Ai 2 Ai giltPY  nYi=1 Ai! = PY (A1 � :::� An) = PX1 (A1) :::PXn (An) .Nah dem oben berehneten ist dies gleihbedeutend mitP (X1 2 A1; :::; Xn 2 An) = nYi=1 P (Xi 2 Ai) .Aber nah Theorem 9.14 ist diese Forderung �aquivalent mit der Unabh�angig-keit der Xi.Der Nutzen dieses Satzes liegt darin, dass er uns erlaubt, unabh�angige Fami-lien von Zufallsvariablen mit vorgegebener Verteilung zu konstruieren. F�urendlihe Familien ist dies unmittelbar klar, denn man wei� bereits aus derMa�theorie, dass endlihe Produktma�e existieren. Die Existenz unendliherProduke von Wahrsheinlihkeitsma�en ist in der Tat noh zu zeigen. Diessoll in einem der n�ahsten Kapitel geshehen.10 Produkte und Summen unabh�angiger Zu-fallsvariablenZeil dieses Abshnitts ist es einige Eigenshaften unabh�angigerZufallsvaria-blen genauer zu studieren. Der erste Satz zeigt uns, dass sih die Faktori-sierungseigenshaft unabh�angier Zufallsvariablen auf deren Erwartungswerte�ubertr�agt.
93



Theorem 10.1 Es seien X1; :::; Xn unabh�angige, reellwertige Zufallsvaria-blen . Der Erwartungswert von Qni=1Xi existiert genau dann, wenn alle Er-wartungswerte E (Xi) existieren. In diesem Falle gilt:E  nYi=1Xi! = nYi=1 E (Xi) (10.1)Beweis. Da die X1; :::; Xn unabh�angige Zufallsvariablen sind, wissen wir,dass Q := 
ni=1PXi ihre gemeinsame Verteilung ist. Aus dem Satz von Fubinierhalten wir daherE  ����� nYi=1Xi�����! = Z jX1 � � �XnjQ (dx)= Z : : :Z jx1j � � � jxnj dPX1 (dx1) : : : dPXn (xn) (10.2)= Z jx1j dPX1 (x1) : : : Z jxnj dPXn (xn)Dies zeigt, dass die Integrierbarkeit der einzelnen Xi die Integrierbarkeit vonQni=1Xi zur Folge hat und umgekehrt. In diesem Falle d�urfen wir auh dieRehnung (10.2) ohne die Betragsstrihe wiederholen. Dies beweist die Be-hauptung.Bemerkung 10.2 Das obige Theorem f�uhrt notwendig zu der Frage, obf�ur zwei Zufallsvariablen mit existenten Erwartungswerten (10.1) vielleihtgleihbedeutend mit deren Unabh�angigkeit ist, d.h. ob zwei integrierbare Zu-fallsvariablen X; Y genau dann unabh�angig sind, wennE (X � Y ) = E (X) E (Y )gilt. Das folgende Beipsiel zeigt, dass dies niht wahr ist: Sei 
 = f1; 2; 3g undF = P(
), sowie P die Gleihverteilung (die Laplaeshe Wahrsheinlih-keit) auf 
. Seien die Zufallsvariablen X und Y wie folgt de�niert: X(1) =1; X(2) = 0; X(3) = �1 und Y (1) = Y (3) = 0 und Y (2) = 1. Dann istXY � 0 da entweder X oder Y null sind. Da auh EX = 0 ist, folgtE (X � Y ) = E (X) E (Y ) :Andererseits istP(X = 1; Y = 1) = 0 aber P(X = 1) = P(Y = 1) = 13 ;so dass X und Y niht unabh�angig sein k�onnen.94



Dennoh spielt die soeben diskutierte Gleihheit der Erwartungswerte einewihtige Rolle in der Wahrsheinlihkeitstheorie, da sie einen ersten Hinweisauf Unabh�angigkeit liefert. Sie bekommt auh einen eigenen Namen.De�nition 10.3 F�ur zwei integrierbare Zufallsvariablen X; Y mit integrier-barem Produkt de�nieren wir die Kovarianz von X and Y alsov (X; Y ) = E [(X � EX) (Y � EY )℄= E (XY )� EXE YX und Y hei�en unkorreliert, falls ov (X; Y ) = 0.O�ensihtlih giltBemerkung 10.4 SindX und Y unabh�angige Zufallsvariablen , so gilt ov(X; Y ) =0.F�ur quadratintegrierbare Zufallsvariablen l�asst nun die Varianz der Summewie folgt berehnenTheorem 10.5 Es seien X1; :::; Xn quadratintegrierbare Zufallsvariablen .Dann gilt V nXi=1 Xi! = nXi=1 V(Xi) +Xi6=j ov (Xi; Xj) (10.3)Sind insbesondere die X1; :::; Xn paarweise unkorreliert, so erh�alt manV nXi=1 Xi! = nXi=1 V (Xi) . (10.4)Beweis. Es giltV nXi=1 Xi! = E 24 nXi=1 (Xi � EXi)!235= E " nXi=1 (Xi � EXi)2 +Xi6=j (Xi � EXi) (Xj � EXj )!#= nXi=1 V (Xi) +Xi6=j ov (Xi; Xj) .95



Dies beweist (10.3). F�ur (10.4) gen�ugt es zu bemerken, dass f�ur unkorrelierteZufallsvariablen X und Y de�nitionsgem�a� ov(X; Y ) = 0 gilt.Shlu�endlih wollen wir auh die Verteilung der Summe einer Folge un-abh�angiger Zufallsvariablen berehnen. Es ist naheliegend, dass dabei diefolgende De�nition eine wihtige Rolle einnimmt.De�nition 10.6 Es sei An die folgende Abbildung vom Rnd in den Rd :An : Rnd ! Rd (10.5)(x1; : : : ; xn) 7! x1 + � � �+ xn(Bemerke, dass An stetig und somit Bnd � �Bd{messbar ist.) F�ur Ma�e�1; : : : �n auf (Rd ;Bd) hei�t das Bildma� von �1 
 : : : 
 �n unter An dasFaltungsprodukt oder die Faltung der Ma�e �1; : : : �n. Man shreibt auh�1 � : : : � �n := An(�1 
 : : :
 �n):Durh Kombination der Ergebnisse �uber Bild{ und Produktma�e erh�alt mandie wihtigsten Eigenshaften der Faltung: �1 � : : : � �n ist wieder ein Ma�auf (Rd ;Bd) mit�1 � : : : � �n(Rd) = �1 
 : : :
 �n(Rnd) = k�1k � � � k�nk:Viele S�atze �uber Faltungsprodukte lassen sih induktiv �uber die Anzahl derzu faltenden Ma�e herleiten, denn es gilt:�1 � : : : � �n+1 = (mu1 � : : : � �n) � �n+1:Insbesondere gilt nah dem Transformationssatz und dem Satz von Fubinif�ur je zwei Ma�e � und � auf (Rd ;Bd) und eine nihtnegative, Bd{messbareFunktion f :Z fd(� � �) = Z f Æ A2d(�
 �) (10.6)= Z f(x+ y)�(dx)�(dy) = Z f(x + y)�(dy)�(dx):W�ahlt man speziell f�ur f eine Indikatorfunktion auf einer messbaren Menge,so sieht man dass die Faltung assoziativ ist (die Kommutativit�at hatten wirgerade zuvor gesehen). 96



Ferner �uberpr�uft man leiht, dass f�ur Ma�e �; �; �1; �1 auf (Rd ;Bd) und einSkalar � � 0 gilt: � � (�1 + �2) = � � �1 + � � �2 (10.7)� � (��) = (��) � � = �(� � �): (10.8)Die Faltung ist also auh distributiv und vertr�aglih mit positiven Skalaren.Den Zusammenhang zur Verteilung von Summen unabh�angiger Zufallsvaria-blen kl�art das folgende Theorem.Theorem 10.7 Es seien X1; :::; Xn unabh�angige und Rd{wertige Zufallsva-riablen . Dann ist die Verteilung der Summe Sn := X1 + ::: + Xn gegebendurh das Faltungsprodukt der Verteilungen der Xi. Somit giltPSn := PX1 � PX2 ::: � PXnBeweis. Wieder sei Y := X1 
 :::
Xn : 
! �Rd�nund An : Rd � : : :� Rd ! RdDann ist Sn = An ÆY und somit ist Sn eine Zufallsvariable . Nun ist PSn dasBildma� von P unter AnÆY (was wir wie �ublih mit (An Æ Y ) (P) bezeihnen).Somit gilt PSn = (An Æ Y ) (P) = An (PY ) .Nun ist PY = 
PXi . Damit gilt nah De�nition des FaltungsproduktsPXi � ::: � PXn = An (PY ) = PSnEinige Beispiele f�ur Faltungsprodukte haben wir shon in der Stohastikvor-lesung kennengelernt.Beispiel 10.8 1. In der Stohastikvorlesung haben wir shon gesehen,dass die Summe einer Binomial verteilten Zufallsvariablen X mit denParametern n und p (also einer B(n; p){verteilten Zufallsvariablen )und einer davon unabh�angigen Binomial{verteilten Zufallsvariablen Y ,die B (m; p){verteilt ist, eine B(n+m; p){Verteilung besitzt. Also:B(n:p) �B(m; p) = B(n +m; p):97



2. Ebenso haben wir in der Stohastikvorlesung shon gesehen, dass dieFaltung einer P (�){Verteilung (also einer Poisson Verteilung zum Pa-rameter �) mit einer P (�){Verteilung eine P(�+�){Verteilung ergibt.In Zeihen: P (�) � P (�) = P (�+ �)3. Shlu�endlih hatten wir uns in der Stohastikvorlesung auh mit derSumme unabh�angiger normal{verteilter Zufallsvariablen besh�aftigt. �Uber-setzt man die Resulatet von dort in die Sprahe der Faltungsprodukte,so haben wir gesehen, dass die folgende Identit�at gilt:N ��; �2� � N ��; � 2� = N ��+ �; �2 + � 2� .11 Unendlihe Produkte vonWahrsheinlih-keitsr�aumenShon in der Stoahastikvorlesung hatten wir das shwahe Gesetz der gro�enZahlen kennengelernt, das besagte, dass f�ur eine Folge X1; : : :Xn (damalsnoh diskreter) unabh�angiger, identish verteilter Zufallsvariablen mit beste-hendem Erwartungswert EX1 und endlihen Varianzen die Wahrsheinlih-keit P(j 1nPni=1Xi � EX1 j � ") f�ur jedes positive " > 0 gegen 0 konvergiert,wenn man n nah unendlih streben l�asst. Shon damals hatten wir uns ge-fragt, ob niht etwa auhP(lim 1n nXi=1 Xi exisitiert und ist gleih EX1) = 1gilt. Damals hatten wir gesehen (oder waren �uberredet worden), dass diesniht nur eventuell shwer zu beweisen ist, sondern, dass die Problematikfr�uher beginnt: Wir k�onnen noh niht einmal die Existenz einer solhenunendlihen Folge von Zufallsvariablen siherstellen.In der Tat beginnen viele S�atze in der Wahrsheinlihkeitstheorie mit demSatz "Es sei X1; : : : ; Xn; : : : eine Folge unabh�angiger, identish verteilter Zu-fallsvariablen ..." (wobei wir im folgendenden "unabh�angiger, identish ver-teilt" mit dem englishen "i.i.d." abk�urzen werden).Aber: Woher wissen wir, dass es eine solhe Folge wirklih gibt?Dies soll in diesem Abshnitt gekl�art werden. Wir werden somit den Rahmenf�ur die wesentlihen S�atze der Wahrsheinlihkeitstheorie setzen.98



In derselben Weise wie die Existenz endliher Folgen von i.i.d. Zufallsvaria-blen mit der Existenz endliher Produktma�e zusammenh�angt, m�ussen wiruns f�ur die eingangs gestellte Frage mit der Existenz unendliher Produktevon Wahrsheinlihkeitsr�aumen befassen.Wir werden also im folgenden stets eine Folge messbarer R�aume (
n; An; �n)vorgeben, von denen wir dar�uber hinaus annehmen, dass die �n Wahrshein-lihkeitsma�e sind, also, dass�n (
n) = 1 f�ur alle n:gilt.Wir konstruieren daraus folgenderma�en den Produktraum (
;A): Wir m�ohten,dass jedes ! 2 
 sih als Folge (!n)n au�assen l�asst, wobei die !n 2 
ngew�ahlt sind. Wir setzen daher 
 := 1Yn=1
n.Dar�uber hinaus sollte ein Wahrsheinlihkeitsma� auf 
 dadurh festgelegtsein, dass wir wissen, was die Wahrsheinlihkeit der ersten n Koordinatenist (und dies nat�urlih f�ur jedes n 2 N). Es liegt daher nahe zu fordern, dassf�ur A1 2 A1; A2 2 A2; :::; An 2 An; n 2 N die MengenA := A1 � :::� An � 
n+1 � 
n+2 � ::: (11.1)in der �-Algebra A liegen.Da die �i in der Anwendung die Verteilung unabh�angiger ZufallsvariablenXidarstellen sollen, sollte das zu de�nierende Ma� � auf (
;A) einer Menge A,wie wir sie in (11.1) de�niert haben die Masse�(A) = �1(A):::�n(An).geben.Wir werden das Problem der Existenz eines solhen � in gr�o�erer Allgemein-heit l�osen.Wir nehmen an, dass I eine beliebige Indexmenge ist (also niht notwendigabz�ahlbar) und dass (
i;Ai; �i)i2I Massr�aume sind mit Wahrsheinlihkeits-ma�en �i: �i (
i) = 1. F�ur ; 6= K � I de�nieren wir das Produkt derzugeh�origen 
i als 
K :=Yi2K 
i. (11.2)99



Insbesondere shreiben wir 
 := 
I :Mit pKJ de�nieren wir f�ur J � K die kanonishen Projektionen von 
K in
J , d.h. pKJ ((!k)k2K) = (!j)j2J :Ist J = fig eine einelementige Menge, so shreiben wir auh pKi statt pKfigund pi statt pIi . O�enbar sind pKJ mit einander vertr�aglih, d.h. es gilt:pLJ = pKJ Æ pLK f�ur J � K � L (11.3)sowie pJ := pIJ = pKJ Æ pK f�ur J � K. (11.4)Shlie�lih bezeihnen wir mitH (I) := fJ � I; J 6= ;; jJ j is �niteg .F�ur J 2 H (I) wissen wir nun wie wir die �{Algebren und Ma�e �uber 
Jde�nieren m�ussen. Wir setzen n�amlihAJ := 
i2JAi and �J := 
i2J�iwie im Satz Fubini aus der Ma�theorie.In Analogie zum Fall endliher Indexmengen de�nieren wir nunDe�nition 11.1 Die Produkt �-Algebra 
i2IAi der �{Algebren (Ai)i2I istde�niert als die kleinste �-Algebra A �uber 
; so dass alle Projektionenpi : 
! 
iA�Ai{messbar sind. Also ist
i2IAi := � (pi; i 2 I) . (11.5)Lemma 11.2 Es gilt 
i2IAi := � (pJ ; J 2 H (I)) . (11.6)
100



Beweis. F�ur jedes J 2 H ist die Projektionsabbildung pJ auh A{AJ{messbar, da AJ = �(pJi ; i 2 J) gilt und pi = pJi Æ pJ f�ur jedes i 2 J . Somitfolgt die behauptete Gleihheit.Nah der obigen Motivation suhen wir also ein Ma� � auf (
;A), das einerMenge A wie in (11.1) die Masse (Wahrsheinlihkeit) �1 (A1) : : : �n (An)zuweist. Mit anderen Worten � sollte so, sein ,dass� p�1J  Yi2J Ai!! = �J  Yi2J Ai! .gilt.Die Frage, ob ein solhes Ma� existiert, wird im folgenden Satz gekl�art:Theorem 11.3 Auf A := 
i2IAi gibt es eindeutig bestimmtes Ma� � mitpJ (�) = �J (11.7)f�ur alle J 2 H (I). Dar�uber hinaus ist � ein Wahrsheinlihkeitsma�, d.h. esgilt � (
) = 1.Beweis. Zun�ahst k�onne wir annehmen, dass I eine unendlihe Menge ist,d.h. dass jIj = 1 gilt, da das Resultat ansonsten aus dem Satz von Fubinifolgt.Wir beginnen den Beweis mit einigen vorbereitenden �UberlegungenF�ur je zwei Mengen J;K 2 H mit J � K ist die AbbildungpKJ : 
K ! 
JAK - AJ - messbar. In der Tat erzeugen ja die Mengen Qi2J Ai mit Ai 2 Aiund i 2 J ja AJ und es gilt(pKJ )�1(Yi2J Ai) =Yi2KA0imit A0i = Ai f�ur i 2 J und A0i = 
i f�ur i 2 K n J .Da wir es ferner mit Wahrsheinlihkeitsma�en zu tun haben, giltYi2K �i(A0i) =Yi2J �i(Ai)101



d.h. pKJ (�K) = �J f�ur J � K und J;K 2 H (I) :F�uhren wir also die �-Algebra der J{ZylindermengenZJ := p�1J (AJ) (J 2 H (I)) (11.8)ein, so besagt die soeben festgestellte Messbarkeit von pKJ , dass�pKJ ��1 (AJ) � AKund somit ZJ � ZK (J � K; J;K 2 H (I)) (11.9)gilt.Shlie�lih de�nieren wir das System aller Zylindermengen alsZ := [J2H(I)ZJ .Wir bemerken, dass wegen (11.9) f�ur Z1;Z2 2 Z gilt, dass Z1;Z2 2 ZJ gilt,wenn man J 2 H (I) geeignet w�ahlt. Somit sehen wir, dass Z eine Algebra ist(aber i.a keine �-Algebra ). Aufgrund der De�nition (11.5) und der Identit�at(11.6) erhalten wir nun A = � (Z) .Nun kommen wir zum Hauptteil des Beweises. Dieser ist in vier Shritteunterteilt.1. Wenn das gestellte Problem �uberhaupt l�osbar ist, so muss jeder MengeZ = p�1J (A). die Masse � (Z) = �J (A) zugeordnet werden. Dies mussf�ur alle J 2 H (I) und alle A 2 AJ gelten.Zun�ahst zeigen wir, dass dies �uberhaupt wohlde�niert ist, d.h. die Mas-se von Z darf nur von Z selbst abh�angen, niht aber von der speziellenwahl von A oder J . Sei alsoZ = p�1J (A) = p�1K (B)f�ur J;K 2 H (I), A 2 AJ ; B 2 AK.102



Falls nun J � K ist, erhalten wir aus den obigen �Uberlegungenp�1J (A) = p�1K ��pKJ ��1 (A)�und somit p�1K (B) = p�1K (B0) mit B0 := �pKJ ��1 (A) .Da pK eine Projektion ist, gilt pK (
) = 
K . Somit ergibt sihB = B0 = �pKJ ��1 (A) .und somit mit den einleitenden �Uberlegungen�K(B) = �J (A) .Sind nun J und K beliebig, so de�nieren wir L := J [ K. Da nungilt, dass J;K � L, impliziert (11.9) die Existenz eines C 2 AL mitp�1L (C) = p�1J (A) = p�1K (B).Somit folgt aus dem soeben Gezeigten, dass�L(C) = �J(A) und �L(C) = �K(B)gilt. Also ist �J(A) = �K(B).Somit ist die Funktion �0 �p�1J (A)� := �J(A); (11.10)f�ur J 2 H(I) und A 2 AJ wohlde�niert auf Z.2. Wir zeigen nun, dass das soeben in (11.10) de�nierte �0 ein Volumen(ein Inhalt) auf Z ist.Trivialerweise gilt dass, �0 � 0 und �0(;) = 0.Dar�uber hinaus gilt aufgrund der vorherigen �Uberlegungen, dass f�urY; Z 2 Z mit Y \ Z = ; eine Menge J 2 H (I) und A;B 2 AJexistieren, so dass Y = p�1J (A) und Z = p�1J (B)103



gilt. Ist zudem Y \ Z = ;, so folgt auh A \ B = ;. Und wegenY [ Z = p�1J (A [ B)erhalten wir�0(Y [ Z) = �J (A [B) = �J (A) + �J (B) = �0(Y ) + �0(Z)und dies ist die endlihe Additivit�at von �0.Es bleibt zu zeigen, dass �0 auh �-additiv ist. Dann kann �0 nahdem Satz von Carath�eodory auf genau eine Art zu einem Ma� � auf�(Z) = A fortgesetzt werden. Wenn so ein � existiert, ist es auh einWahrsheinlihkeitsma�, weil
 = p�1J (
J) f�ur alle J 2 Hgilt und daher �(
) = �0(
) = �J(
J) = 1:Um die gew�unshte �{Additivit�at von �0 nahzuweisen, zeigen wirzun�ahst:3. Es sei Z 2 Z und J 2 H. Dann ist f�ur alle !J 2 
J die MengeZ!J := f! 2 
 : (!J ; pInJ(!)) 2 Zgeine Zylindermenge. Sie besteht aus allen ! 2 
 mit der folgendenEigenshaft: Wenn wir die Koordinaten !i mit i 2 J durh die entspre-henden Koordinaten von !J ersetzen, erhalten wir einen Punkt aus Z.Dar�uber hinaus gilt �0(Z) = Z �0(Z!J )�J(d!J); (11.11)was die folgende �Uberlegung zeigt: F�ur Z 2 Z gibt es K 2 H undA 2 AK, so dass Z = p�1K (A) und dies bedeutet �0(Z) = �K(A). Da Iunendlih ist, k�onnen wir annehmen, dass J � K und J 6= K gilt. F�urden !J{Shnitt von A in 
K, den wir A!J nennen wollen, also f�ur dieMenge aller !0 2 
KnJ mit (!J ; !0) 2 A giltZ!J = p�1KnJ(A!J ):104



Nah dem Satz von Fubini ist A!J 2 AKnJ und somit sind die Z!J =p�1KnJ(A!J ) (K n J)-Zylindermengen. Da nun �K = �J 
 �KnJ gilt, im-pliziert der Satz von Fubini�0(Z) = �K(A) = Z �KnJ(A!J )d�J(!J): (11.12)Aber dies ist gleihbedeutend mit (11.11), da�0(Z!J ) = �KnJ(A!J )(wegen Z!J = p�1KnJ(A!J )).4. Shlie�lih zeigen wir noh, dass �0 stetig ist in ; und somit �-additiv.Hierzu sei (Zn) eine fallende Familie von Zylindermengen in Z mit� := infn �0(Zn) > 0:Wir werden zeigen, dass dann auh1\n=1Zn 6= ; (11.13)gilt.Nun ist jedes Zn von der FormZn = p�1Jn (An) mit Jn 2 H und An 2 AJn:Aufgrund von (11.9) k�onnen wir annehmen, dass J1 � J2 � J3 : : : gilt.Wir wollen und das im vorigen Shritt bewiesene Resultat mit J = J1und Z = Zn verwenden. Da die Abbildung!J1 7�! �0 �Z!J1n �A1{messbar ist, erhalten wir, dassQn := n!J1 2 
J1 : �0 �Z!J1n � � �2o 2 AJ1.gilt. Da alle �J 's Masse eins haben, erhalten wir aus (11.11):� � �0 (Zn) � �J1 (Qn) + �2 ;105



und somit, dass �J1 (Qn) � �2 > 0f�ur alle n 2 N gilt. Zusammen mit (Zn) ist auh (Qn) fallend. �J1 istzudem als endlihes Ma� stetig in ;. Dies impliziert, dass T1n=1Qn 6= ;gilt. Somit gibt es ein !J1 2 T1n=1Qn mit�0 �Z!J1n � � �2 > 0.Ist nun J2 6= J1, so ergibt eine erneute Anwendung von 3. die Existenzeines !J2nJ1 mit �0(Z!J1n )!J2nJ1 � 2�2�f�ur alle n 2 N . Setzen wir !J2 := (!J1; !J2nJ1), so gilt!J2 2 
J2 :Es ist (Z!J1n )!J2nJ1 = Z!J2nund daher �0(Z!J2n ) � 2�2� > 0 sowie pJ2J1(!J2) = !J1f�ur alle n 2 N .Im Falle J1 = J2 w�ahlen wir nat�urlih gleih !J1 = !J2.Induktiv erh�alt man durh wiederholte Anwendung von Shritt 3. f�urjedes k 2 N die Existenz eines !Jk 2 
Jk mit�0 �Z!Jkn � � 2�k� > 0 und pJk+1Jk �!Jk+1� = !Jk : (11.14)Aufgrund dieser letzten Eigenshaft, existiert ein !0 2 
 mitpJk (!0) = !Jk :Wegen (11.14) gilt Z!Jnn 6= ;. Somit gibt es ein ~!n 2 
 mit�!Jn; pInJn (~!n)� 2 Zn:106



Aber dann ist auh �!Jn; pInJn (!0)� = !0 2 Zn.Somit ist !0 2 T1n=1Zn. Dies beweist (11.13).Daher ist �0 �{additiv und hat somit eine eindeutig de�nierte Fortset-zung nah A (gem�a� dem Satz von Caratheodory). Die Fortsetzung� von �0 hat Masse eins (d.h. � (
) = 1), da f�ur J 2 H (I) gilt
 = p�1J (
y) und somit� (
) = �0 (
) = �J (
J) = 1.Dies beweist den Satz.12 Null{Eins{GesetzeShon in Kapitel 9 haben wir den Prototyp eines Null{Eins{Gesetzes ange-tro�en, das Borelshe 0-1-Gesetz:F�ur eine Folge von unabh�angigen Ereignissen (An)n giltP (lim supAn) 2 f0; 1g .Dies ist an sih na�urlih eine interessante Tatsahe, noh interessanter aberist es, welhe der beiden M�oglihkeit zutri�t: Ist die in Frage stehende Wahr-sheinlihkeit null oder ist sie eins? Dies kann in manhen F�allen dadurhgel�ost werden, dass man die andere M�oglihkeit durh Absh�atzungen aus-shlie�t. Noh h�au�ger aber wird das folgende Lemma gebrauh, das zu denwesentlihen Hilfsmitteln der Wahrsheinlihkeitstheorie z�ahlt.Lemma 12.1 (Borel{Cantelli{Lemma) Es sei (An) eine Folge von Er-eignissen de�niert �uber einem gemeinsamenWahrsheinlihkeitsraum (
;F ;P).Dann gilt die Implikation1Xn=1 P (An) <1) P (limsupAn) = 0 (12.1)Sind die Ereignisse (An) zumindest paarweise unabh�angig, dann gilt auh dieUmkehrung: 1Xn=1 P (An) =1) P (limsupAn) = 1: (12.2)107



Bemerkung 12.2 � Am h�au�gsten wird das Borel{Cantelli{Lemma inder Form (12.1) benutzt. Bemerkenswerterweise ben�otigen wir hier kei-nerlei Kenntnisse �uber die Abh�angigkeitsstruktur der An.� Die zweite Absh�atzung (12.2) war zun�ahst nur unter der Vorausset-zung der vollst�andigen Unabh�angigkeit bekannt. Die hier zitierte Formist nat�urlih st�arker (d.h. gilt unter einer shw�aheren Voraussetzung).Proof of Lemma 12.1. (12.1) ist einfah. Wir setzenA := limsupAn = 1\n=1 1[i=nAi.Dies impliziert A � 1[i=nAi f�ur alle n 2 N .und somit P (A) � P 1[i=nAi! � 1Xi=n P (Ai) (12.3)DaP1i=1 P (Ai) gegen einen endlihenWert konvergiert, konvergiertP1i=n P (Ai)gegen null, wenn n!1. Daraus folgt P (A) = 0 und somit (12.1).F�ur (12.2) setzen wir A := limsupAn und weiterIn := 1An ; Sn := nXj=1 Ijund shlie�lih S := 1Xj=1 Ij.Da die An als paarweise unabh�angig vorausgesetzt sind, sind sie auh unkor-reliert. Also folgtV (Sn) = nXj=1 V (Ij) = nXj=1 �E �I2j �� E (Ij)2�= E (Sn)� nXj=1 E (Ij)2 � ESn ,108



wobei wir in der letzten Gleihung Gebrauh davon gemaht haben, dassdie Ij Indikatoren sind und daher I2j = Ij gilt. Laut Voraussetzung istP1n=1 E (In) = +1. Da nun Sn " S ist dies �aquivalent mitlimn!1 E (Sn) = E (S) =1 (12.4)Andererseits ist ! 2 A dann und nur dann, wenn ! 2 An f�ur unendlih vielen. Dies wiederum ist dann und nur dann der Fall, wenn S (!) = +1. DieBehauptung ist somit P (S = +1) = 1.Dies sehen wir wie folgt ein. Nah der Chebyshevshen Ungleihung erhaltenwir P (jSn � ESn j � �) � 1� V (Sn)�2f�ur alle � > 0. Wegen (12.4) d�urfen wir annehmen, dass ESn > 0 gilt und� = 12ESnw�ahlen. Also folgtP�Sn � 12E (Sn)� � P�jSn � ESn j � 12ESn� � 1� 4 V (Sn)E (Sn)2Aber es ist V (Sn) � E (Sn)und E (Sn)!1. Daher gilt lim V (Sn)E (Sn)2 = 0.Somit haben wir f�ur alle " > 0 und alle n gro� genugP�Sn � 12ESn� � 1� ".Nun aber ist S � Sn und somit auhP�S � 12ESn� � 1� "109



f�ur alle " > 0. Aber dies bedeutetP (S = +1) = 1;was wir zeigen wollten.Beispiel 12.3 Es sei (Xn) eine Folge reellwertigerZufallsvariablen , die derBedingung 1Xn=1 P (jXnj > ") < +1 (12.5)f�ur alle " > 0 gen�ugt. Dann konvergiertXn ! 0 P � f:s:In der Tat, besagt das Borel{Cantelli{Lemma, dass (12.5)P (jXnj > " unendlih oft in n) = 0impliziert. Dies aber ist ganz genau die De�nition der, P � f:s:{Konvergenzvon Xn gegen 0.�Ubung 12.4 Ist (12.5) �aquivalent zur P{f.s. Konvergenz von Xn gegen 0?Hier ist nun die �Ubersetzung des Kolomogorovshen 0-1-Gesetzes auf Zufalls-variablen:Theorem 12.5 (Kolmogorovshes 0{1{Gesetz) Sei (Xn) eine Folge unabh�angi-ger Zufallsvariablen mit Werten in beliebeigen messbaren R�aumen. Dann giltf�ur jedes terminale Ereignis A, d.h. f�ur jedes A mitA 2 1\n=1 � (Xm; m � n) ;dass P (A) 2 f0; 1g.Beweis. Der Beweis folgt unmittelbar aus dem Kolmogorovshes 0{1{Gesetzf�ur �{AlgebrenX
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Korollar 12.6 Es sei (Xn)n2N eine Folge unabh�angiger, reelvertiger Zufalls-variablen . Wir setzen T1 := 1\m=1 � (Xi; i � m)als die Tail �{Algebra. Falls T eine reellwertigeZufallsvariable ist, die fernerals messbar bez�uglih T1 angenommen wird, dass ist T P{f.s. konstant, d.h.es gibt ein � 2 R so dass P (T = �) = 1:Solhe Zufallsvariablen T : 
! R, die T1{messbar sind, hei�en auh Tail-funktionen.Beweis. F�ur jedes  2 �R gilt fT � g 2 T1.Dies impliziert, dass P (T = ) 2 f0; 1ggilt. W�ahlen wir  = +1, so erhalten wirP (T � ) = P (
) = 1.Es sei � := inf2�R fP (T � ) = 1g. Wir bezeihnen mit C die folgende MengeC := f 2 R : P (T � ) = 1g :Dann gilt f�ur einen geeignet gew�ahlte fallende Folge (n) 2 C, dass n # �und da fT � ng # fT � �ggilt, folgt � 2 C. Somit ist � = minf 2 Cg. Daraus folgtP (T < �) = 0;was wiederum P (T = �) = 1impliziert 111



Beispiel 12.7 Eine M�unze wird unendlih oft geworfen. Dann tritt jede end-lihe Folge (!1; :::; !k) ; !i 2 fK;Zg ; k 2 Nunendlih oft in den Beobahtungen (Xi)i2Nauf. In der Tat: De�nieren wirf�ur n 2 N0 An := f(Xkn+1; Xk(n+1)) = (!1; :::; !k)so ist f�ur jedes n 2 N0 P(An) � % 2 (0; 1):Somit ist 1Xn=0 P(An) =1und die Behauptung folgt aus dem Borel{antelli{Lemma.�Ubung 12.8 Beweisen Sie den zweiten Teil des Borel{Cantelli{Lemas (12.2)unter der st�arkeren Voraussetzung, dass die Ereignisse (An)n unabh�angigsind. Folgen Sie dabei den folgenden Shritten:1. F�ur jede Folge (�n) reeller Zahlen mit 0 � �n � 1 giltnYi=1 (1� �i) � exp � nXi=1 �i!Dies impliziert 1Xn=1 �n =1) limn!1 nYi=1 (1� �i) = 02. F�ur A := limsupAn gilt1� P (A) = limn!1P 1\m=nAm!= limn!1 1Ym=n (1� P (Am)) .
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3. Da PP (An) divergiert, gilt wegen 1.limN!1 1Ym=n (1� P (Am)) = 0und somit P (A) = 1 wegen 2.Wir gehen nun noh einmal auf das Kolmogorovshe 0{1{Gesetz zur�uk.Sind die zugrundeliegenden Zufallsvariablen niht nur unabh�angig, sondernauh identish verteilt, so l�asst sih ein st�arkeres 0{1{Gesetz beweisen, dasauf Hewitt und Savage zur�ukgeht. Es nutzt Symmetrieeigenshaften derzugrunde liegenden Folge von i.i.d. Zufallsvariablen aus.F�ur die Formulierung ben�otigen wir eine De�nition.De�nition 12.9 Es sei X = (Xn)n2N eine Folge reellwertiger Zufallsvaria-blen �uber einem W-Raum (
;F ;P).� Eine endlihe Permutation � der nat�urlihen Zahlen ist ein � 2 S(N)mit �(n) = n f�ur alle n � n0 und n0 gen�ugend gro�.� F�ur eine endlihe Permutation � sei X� = (X�(n))n2N.� Eine messbare, numerishe Funktion g auf R ! R (wobei beide Mengenmit ihren Borelshen �{Algebren ausgestattet seien) hei�t bez�uglih Xsymmetrish, falls f�ur alle endlihen Permutationen � giltg(X�) = g(X):� A 2 BN hei�t bez�uglih X symmetrish, falls der Indikator 1A bez�uglihX symmetrish ist.� Die �-Algebra aller bez�uglih X symmetrishen Mengen bezeihnen wirmit S.� Ist I = (In) die Identit�at auf RN, so ist jede bez�uglih I symmetrisheMenge A auh symmetrishe bez�uglih eines jeden anderen Zufallsvek-tors X. In der Tat gilt f�ur alle endlihen Permutationen �fX� 2 Ag = fI� ÆX 2 Ag = fX 2 I�1� Ag = fX 2 I��1Ag = fX 2 Ag:113



� Die bez�uglih I symmmetrsihen Mengen bezeihnen wir auh als uni-versell symmetrish; die �-Algebra aller universell symmetrishen Men-gen bezeihnen wir mit Su.Lemma 12.10 S und Su sind �{Algebren, deren Urbilder S := X�1(S) undSu := X�1(Su) unter X die �-Algebra der terminalen Ereignisse T1 unterX enthalten, also S � Su � T1:Beweis. Dass S und Su �{Algebren sind, ist eine �Ubung.Sei nun A 2 T1 = T1n=1 �(Xn; Xn+1; : : :). Somit existieren messbare MengenB 2 BN, f�ur n � 1, so dass A = f(Xn+k)k�0 2 Bng = fX 2 Rn�1 � Bng f�uralle n � 1. D.h.A = \k�nfX 2 Rk�1 �Bkg = fX 2 \k�nRk�1 � Bkgf�ur jedes n. Nimmt man den Limes n!1 ergibt sihA = lim infn!1 fX 2 Rn�1 � Bng = fX 2 lim infn!1 Rn�1 �Bng:Nun ist aber flim infn!1 Rn�1 � Bng eine universell symmetrishe Menge,also A 2 Su.Hier nun das angek�undigte 0{1{Gesetz von Hewitt und Savage.Theorem 12.11 (0{1{Gesetz von Hewitt und Savage) Gegeben sei ei-ne i.i.d. Folge X = (Xn)n2N. Dann gilt f�ur jedes A 2 S, dassP(X) 2 f0; 1g:Beweis. Wie beim Beweis des Kolmogorovshen 0{1{Gesetzes ist die Ideezu zeigen, dass f�ur ein symmetrishes Ereignis A P(A) = P(A)2 gilt.Sei also A 2 S. Da die �-Algebra BN von den Zylindermengen �(I1; : : : ; In)erzeugt wird, kann man nah dem Approximationssatz f�ur endlihe Ma�eeine Folge An 2 �(X1; : : : ; Xn) �nden mitPX(A�An)! 0 wenn n!1:114



Hierbei bezeihnet A�B = (A n B) [ (B n A) die symmetrishe Di�erenzzwishen A und B. Insbesondere gilt also PX(An)! P(A). Die An sind vonder Form An = f! : (!1; : : : ; !n) 2 Bng mit B 2 Bn:Wir betrahten nun die endlihe Permutation � mit�(j) = 8<: j + n f�ur 1 � j � nj � n f�ur n+ 1 � j � 2nj f�ur j � 2n+ 1Bemerke, dass �2 die Identit�at ergibt und dass mit X auh X� i.i.d. Koordi-naten hat. Aus letzterem folgtPX(An�A) = PX� (An�A):Nun ist fX 2 Ag = fX� 2 Ag, da A symmetrish ist undfX� 2 Ang = f(Xn+1; : : : ; X2n) 2 Bng =: fX 2 A0ng;wobei wir mit A0n die MengeA0n := f! : (!n+1; : : : ; !2n) 2 Bng:Damit ist fX� 2 An�A)g = fX 2 A0n�A)g:Also wegen PX = PX� PX(An�A) = PX(A0n�A):Hieraus folgtPX(A�(An \ A0n)) � PX(An�A) + PX(A0n�A) = 2PX(An�A)! 0:(Die rehte Seite geht nah der Kosntruktion von An und A0n gegen 0.) Somitfolgt PX(A�(An \ A0n))! 0:Dies bedeutet insbesondere auhPX(A)� PX(A0n \ A)! 0:115



Andererseits gilt PX(A0n \ An)! PX(An)PX(A0n)und PX(An) = PX(A0n)! PX(A):Somit folgt PX(A) = PX(A)2, was die Behauptung zeigt.Korollar 12.12 Gegeben sei eine i.i.d. Folge X = (Xn)n2N. Dann ist jedebez�uglih X symmetrishe, reellwertige Funktion g auf RN PX{f.s. konstantund somit auh g ÆX PX{f.s. konstant.Beweis. F�ur jedes t 2 R ist die Menge fg � tg symmetrish bez�uglih X,denn f�ur jede endlihe Permutation � giltfX 2 fg � tgg = fg(X) � tg = fg(X�) � tg = fX� 2 fg � tgg:Also ist PX(g � t) f�ur jedes t entweder 0 oder 1. Der Rest des Beweises folgtebenso wie im Beweis von Korollar 12.6.Die folgenden beiden S�atze beleuhten besonders die Bedeutung des 0{1{Gesetzes von Hewitt und Savage.Theorem 12.13 Gegeben sei eine i.i.d. Folge X = (Xn)n2N mit Partialsum-men Sn =Pni=1Xi, n � 1. Dann sindlim supn!1 Sn; lim infn!1 Sn und limn!1Sn (falls existent)messbar bez�uglih S und fast siher konstant.Beweis. O�ensihtlih sind die Funktionen(xn)n�1 7! lim supn!1 nXk=1 xkund (xn)n�1 7! lim infn!1 nXk=1 xksymmetrish bez�uglih X. Die Behauptung folgt daher aus dem vorhergehen-den Korollar. 116



Zu beahten ist, dass die o.g. Funktionen niht messbar sind bez�uglih derterminalen �-Algebra der Folge X, man den Satz also niht dem Kolmogo-rovshen 0{1{Gesetz ableiten kann.Als Konsequenz ergibt sih eine vollst�andige Klassi�kation des Partialsum-menverhaltens f�ur i.i.d. Zufallsgr�o�en.Theorem 12.14 Gegeben sei eine i.i.d. Folge X = (Xn)n2N mit Partialsum-men Sn =Pni=1Xi, n � 1. Dann tri�t stest eine der folgenden Alternativenzu:1. Sn = 0, P-f.s f�ur alle n � 1.2. limSn =1 P-f.s.3. limSn = �1 P-f.s.4. lim supSn =1 P-f.s. und lim inf Sn = �1 P-f.s.Beweis.Wenn die Xi P-f.s. vershwindne liegt Alternative 1. vor. Ansonstenargumentieren wir wie folgt: Aus Satz 12.13 wissen wir shon, dass es ein 2 R mit lim supSn =  P-f.s. gibt. Da (Xn+1)n�1 dieselbe Verteilung hatwie (Xn), gilt auh lim supSn �X1 =  P-f.s. Also = lim supSn = X1 + lim sup(Sn �X1) = X1 +  P � f:s:Da X1 niht fast siher vershwindet, folgt  2 f�1;1g. Analog zeigt man,dass lim inf Sn 2 f�1;1g P-f.s. Das beweist die Behauptung.Nat�urlih stellt sih die Frage, wann welhe der Alternativen gilt (wobeileiht einzusehen ist, dass 1. dann und nur dan gilt wenn X1 fast siher ver-shwindet). Unter der Voraussetzung, dass EX1 existiert, l�asst sih dies be-antworten. Der Beweis benutzt das im folgenden Kapitel zu zeigende Gesetzder gro�en Zahlen. Da wir den Satz jedoh (leider) soweiso niht vollst�andigzeigen k�onnen, f�uhren wir den Satz shon jetzt an.Theorem 12.15 Gegeben sei eine i.i.d. Folge X = (Xn)n2N mit Partialsum-men Sn =Pni=1Xi, n � 1. � = EX1 existiere. Dann gilt1. Sn = 0, P-f.s f�ur alle n � 1 , X1 � 0 P-f.s.2. limSn =1 P-f.s. , � > 0.3. limSn = �1 P-f.s., � < 0. 117



4. lim supSn =1 P-f.s. und lim inf Sn = �1 P-f.s., � = 0 und P(X1 =0) < 1.Beweis. 1. is klar2. und 3. folgt aus dem noh zu zeigenden starken Gesetz der gro�en Zahlen4. Ist das sogenannte Chung{Fuhs{Theorem (siehe z.B. [?℄, Satz 2.2.7.), dashier niht bewiesen werden kann.13 Gesetze der gro�en ZahlenDas zentrale Ziel der Wahrsheinlihkeitstheorie kann beshrieben werdenals das asymptotishe Verhalten von Folgen Zufallsvariablen zu analysieren.Diese Analyse kann auf mannigfahe Weise geshehen: eine erste Form habenwir shon im vorhergehenden Kapitel gesehen, eine andere in der Vorlesung�uber Stohastik.Das von dort bekannte Gesetz der gro�en Zahlen werden wir in einem erstenShritt etwas verallgemeinern.Theorem 13.1 [Khinthines shwahes Gesetz der gro�en Zahlen℄ Es sei(Xn)n2N eine Folge integrierbarer, reellwertiger Zufallsvariablen , die paar-weise unkorreliert sind. Angenommen, dasslimn!1 1n2 nXi=1 V (Xi) = 0gilt was nat�urlih die quadratishe Integrierbarkeit der Xi impliziert). Danngilt das shwahe Gesetz der gro�en Zahlen , d.h.limn!1P ����� 1n nXi=1 Xi � 1nE nXi=1 Xi����� > "! = 0f�ur alle " > 0.
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Beweis. Gem�a� der Tshebyshe�shen Ungleihung gilt f�ur " > 0:P ����� 1n nXi=1 (Xi � EXi)����� > "! � 1"2V 1n nXi=1 (Xi � EXi)!= 1"2 1n2V nXi=1 (Xi � EXi)!= 1"2 1n2 nXi=1 V (Xi � EXi)= 1"2 1n2 nXi=1 V (Xi) .Hierbei haben wir die Annahme, dass die vorgelegten Zufallsvariablen paar-weise unkorreliert sind ausgenutzt. Nah Voraussetzung konvergiert der rehts-stehende Ausdruk gegen 0.Bemerkung 13.2 Wie wir in diesem Kapitel lernen werden, kann die Vor-aussetzung der Quadratintegrierbarkeit f�ur Folgen von i.i.d. Zufallsvariablenfallengelassen werden.Theorem 13.1 ist eine befriedigende Aussage. In eine gewissen Sinne gilt, waswir intuitiv shon zu wissen meinen: die normierten Partialsummen geeig-neter Zufallsvariablen konvergieren gegen ihren Erwartungswert. Allerdingsw�urde man Konvergenz eigentlih alsP(lim 1nSn existiert und ist gleih E ( 1nSn)) = 1formulieren, also als fast sihere Konvergenz. Dass dies f�ur Folgen von i.i.d.Zufallsvariablen in der Tat wahr ist, wird in der Folge gezeigt werden. Einsolher Satz hei�t dann ein starkes Gesetz der gro�en Zahlen. Es wurdeerstmals (unter st�arkeren als den folgenden Bedingungen) 1930 von Kolo-mogorov bewiesen. ir folgen einem j�ungeren und sehr eleganten Beweis vonEtemadi aus dem Jahr 1981.Theorem 13.3 (Starkes Gesetz der gro�en Zahlen { (Etemadi 1981))F�ur jede Folge reellwertiger, paarweise unabh�angiger identish verteilter Zu-fallsvariablen mit existierendem Erwartungswert gilt das starkes Gesetz der119



gro�en Zahlen, d.h.P lim sup ����� 1n nXi=1 Xi � EX1 ����� > "! = 0f�ur jedes " > 0.Als unmittelbare Folgerung leiten wir das starke Gesetz der gro�en Zahlenvon Kolomogorov ab:Korollar 13.4 (Starkes Gesetz d. gro�en Zahlen (Kolomogorov 1930))F�ur jede Folge reellwertiger, i.i.d. Zufallsvariablen mit existierendem Erwar-tungswert gilt das starkes Gesetz der gro�en Zahlen.Bevor wir uns an den Beweis von Theorem 13.3 mahen, ein paar einleitendeBemerkungen, die die Struktur des folgenden ein wenig erhellen sollen.1. Bezeihne mit Sn = Pni=1Xi. Dann behauptet Theorem 13.3, dassSnn ! � =: EX1 P{f.s.2. Mit Xn gen�ugen auh X+n und X�n (wobei wir mit X+n = max (Xn; 0)und X�n = (�Xn)+) den Voraussetzungen von Theorem 13.3. Da Xn =X+n � X�n gilt, gen�ugt es daher das Starke Gesetz der gro�en ZahlenTheorem 13.3 f�ur positive Zufallsvariablen zu beweisen. Wir nehmendaher in der Folge Xn > 0 an.3. Alle Beweise des Starken Gesetzes der gro�en Zahlen, benutzen eineAbshneidetehnik. Wir shneiden, daher Xn dort ab, wo es zu gro�ist. Dies geshieht im wesentlihen deshalb, da die einzige vern�unfti-ge Kontrolle, die wir �uber das abweihende Verhalten von 1nPni=1Xierhalten k�onnen, die Tshebyshe�she Ungleihung ist. Da wir abernoh niht einmal die Existenz eines zweiten Moments voraussetzen,m�ussen wir es uns k�unstlih versha�en. Wor f�uhren daherYn := Xn1fjXnj<ng = Xn1fXn<ngein.Nat�urlih gilt, wenn � die Verteilung von Xn und �n die Verteilung vonXn, dass dann �n 6= �. In der Tat ist ja �n = fn (�), wobei wirfn(x) := � x falls 0 � x < n0 sonst120



de�nieren. Die so de�nierten Yn haben nat�urlih endlihe Varianz:E �Y 2n � = E �f 2n ÆXn� = Z f 2nd� = Z n0 x2d� <1.4. Nat�urlih m�ussen wir jede Information, die wir �uber die Folge der Yn er-halten wieder zur�uk�ubersetzen in Aussagen �uber die we Xn. Zu diesemZweke wenden wir das Borel{Cantelli Lemma an und zeigen, dass1Xn=1 P (Xn 6= Yn) <1gilt. Dies impliziert, dass Xn 6= Yn h�ohstens endlih oft geshehenkann mit Wahrsheinlihkeit eins. Insbensondere mitteln sih die end-lih vielen Male bei der Mittelwertbildung aus, d.h., wenn wir zeigenk�onnen, dass 1nPni=1 Yi ! � P�f:s:, so haben wir auh gezeigt, dass1nPni=1Xi ! � P � f:s: gilt.5. Zum Zweke des Beweises sei noh das folgende bemerkt: Sei � > 1und f�ur n 2 N sei kn := [�n℄die gr�o�te ganze Zahl, die � �n ist. Somit ist kn 2 N undkn � �n < kn + 1.Da limn!1 �n � 1�n = 1gilt, gibt es ein �; 0 < � < 1 so dasskn > �n � 1 � ��n f�ur alle n 2 N : (13.1)Wir wenden uns nun dem Beweis des starken Gesetzes der gro�en Zahlen zu.Beweis von Theorem 13.3.Der Beweis des starken Gesetzes der gro�en Zahlen erfolgt in mehreren Shrit-ten:Shritt 1: O.B.d.A werden wir (wie oben erw�ahnt) annehmen, dass Xn > 0.Wir de�nieren die trunkierten (abgeshnittenen, gekappten) Versionen der121



Xn verm�oge Yn := 1fXn<ngXn. Dann erben die Yn von den Xn die paarweiseUnabh�angikeit. Weiter sind sie quadratish integrierbar. Wir setzenS1n := nXi=1 (Yi � EYi) .Sei nun " > 0. Mit Hilfe der Chebyshevshen Ungleihung und der Un-abh�angigkeit der Yn erhalten wir f�ur deren empirishe MittwelwerteP����� 1nS1n���� > "� � 1"2V � 1nS1n� = 1"2 1n2V �S1n� = 1n2 1"2 nXi=1 V (Yi) .Unter Beahtung von V (Yi) = E (Y 2i ) � (E (Yi))2 � E (Y 2i ) gelangen wirdaher zu P����� 1nS1n���� > "� � 1n2 1"2 nXi=1 E �Y 2i � .Sei nun � > 1 der Parameter aus Anmerkung 5. oben. F�ur kn = [�n℄ ergibtdann die obige RehnungP����� 1knS1kn���� > "� � 1"2k2n knXi=1 E �Y 2i �f�ur alle n 2 N . Somit folgt1Xn=1 P����� 1knS1kn���� > "� � 1"2 1Xn=1 knXi=1 1k2nE �Y 2i � .Nun �andern wir auf der rehten Seite die Summationsreihen�olge wie folgt:Man kann die Doppelsumme rehts als eine Summe �uber s�amtlihe Zeilen-summen einer N�N -Matrix au�assen, wobei in der n-ten Zeile nur die erstenkn ersten Glieder vershieden sind von Null (n�amlih 1k2n E (Y 21 ); : : : ; 1k2nE (Y 2kn )).Summieren wir stattdessen �uber die Spaltensummen (dies ist erlaubt und lie-fert dasselbe Ergbenis, weil die Matrix nur niht{negative Eintr�age besitzt),erhalten wir 1Xn=1 P����� 1knS1kn���� > "� � 1"2 1Xj=1 tjE �Y 2j �122



wobei tj := 1Xn=nj 1k2nist und nj das kleinste n mit kn � j ist. Aus (13.1) erhalten wirtj � 12� 1Xn=nj 1�2nn = 12���2nj 11� 1�2 = d���2njwobei d� := 12� 1(1� ��2) > 0gesetzt ist. Hieraus folgt tj � d�j�2da ja �nj � knj � j gilt. Berehnet man die Erwartungswerte der Quadrateder Yj wie in der Vorbemerkung, erh�alt man1Xn=1 P����� 1knS1kn���� > "� � d�"2 1Xj=1 1j2 jXk=1 Z kk�1 x2d�.Vertaushen wir wieder die Summationsreihenfolge wie oben, gelangen wirzu 1Xj=1 1j2 jXk=1 Z kk�1 x2d� = 1Xk=1 1Xj=k 1j2!Z kk�1 x2d�.Da nun1Xj=k 1j2 < 1k2 + 1k (k + 1) + 1(k + 1) (k + 2) + :::= 1k2 + �1k � 1k + 1� + � 1k + 1 � 1k + 2�+ ::: = 1k2 + 1k � 2k ,gilt, bekommen wir shlie�lih die folgende Absh�atzung1Xn=1 P����� 1knS1kn���� > "� � 2d�"2 1Xk=1 Z kk�1 xkxd� � 2d�"2 1Xk=1 Z kk�1 xd� = 2d�"2 E (X1) <1.123



Wir k�onnen somit das Borel{Cantelli Lemma einsetzen und erhaltenP����� 1knS1kn���� > " unendlih oft in n� = 0.Dies aber ist �aquivalent zur fast siheren Konvergenz vonlimn!1 1knS1kn = 0 P � f:s: (13.2)Shritt 2: Nun ,da wir die Konvergenz von 1knS1kn festgestellt haben,vermuten wir nat�urlih, dass dies auh die Konvergenz von 1kn Pkni=1 Yi impli-ziert. Wir werden in diesem Shritt lernen, dass 1kn Pkni=1 Yi nur gegen E (X1)konvergieren kann.De�nitionsgem�a� gilt f�ur YnE (Yn) = Z xd�n (x) = Z n0 xd� (x) .Wenden wir den Satz von der monotonen Konvergenz hierauf an, sehen wirdass E (X1) = limn!1 E (Yn)gilt. Nah einer �Ubungsaufgabe aus der Analysis (siehe �Ubung 13.6 unten)folgt hieraus E (X1) = limn!1 1n (EY1 + ::: + EYn) . (13.3)Setzen wir nun die De�nition der Summen S1n ein, ergibt das1knS1kn = 1kn knXi=1 Yi � 1kn knXi=1 E (Yi) ,(13.2) und (13.3) zusammen ergebenlimn!1 1kn knXi=1 Yi = limn!1 1kn knXi=1 EYi = EX1 ,was wir in diesem Shritt zeigen wollten.124



Shritt 3: Nun wollen wir die Trunkierung (also die Kappung) der Xnloswerden. Betrahten wir die folgende Reihe:1Xn=1 P (Xn 6= Yn) = 1Xn=1 P (Xn � n) = 1Xn=1 � ([n;1)) = 1Xn=1 1Xi=n � ([i; i+ 1)).Vertaushen wir (wieder einmal) die Summationsreihenfolge, ergibt sih ausdieser Rehnung1Xn=1 P (Xn 6= Yn) = 1Xi=1 i�([i; i + 1)℄ = 1Xi=1 Z i+1i id�� 1Xi=1 Z i+1i xd� = Z 11 xd� � Z 10 xd� = E (X1) <1.Mit Hilfe des Borel{Cantelli Lemmas impliziert diesP (Xn 6= Yn unendlih oft in n) = 0:Also gibt es ein (zuf�alliges) n0, so dass mit Wahrsheinlihkeit eins Xn =Yn f�ur alle n � n0 gilt. Aber diese endlihen vielen n, f�ur die Xn und Ynvershieden sind, fallen weg, wenn man Mittwelwerte bildet und den Limesn!1 nimmt. Also giltlimn!1 1knSkn = EX1 P�f:s:Shritt 4: Shlie�lih wollen wir noh zeigen, dass das Gesetz der gro�enZahlen niht nur f�ur Teilfolgen gilt, sondern auh beim �Ubergang zur ganzenFolge erhalten bleibt.F�ur festes � > 1 sind die Folgen (kn)n nat�urlih auh fest und divergierengegen +1. Somit gibt es f�ur jedes m 2 N ein n 2 N , so dasskn < m � kn+1.Nah Voraussetzung waren die Xi niht{negativ; hier aus folgtSkn � Sm � Skn+1.125



Also gilt Sknkn � knm � Smm � Skn+1kn+1 � kn+1m .Aus der De�nition der kn folgt nun f�ur alle n 2 Nkn � �n < kn + 1 � m � kn+1 � �n+1.Dies ergibt kn+1m < �n+1�n = �und knm > �n � 1�n+1 .Nun gilt f�ur alle n � n1 = n1 (�), dass �n � 1 � �n�1 ist. Ist daher mgen�ugend gro�, etwa m � kn1 (und somit auh n � n1), erhalten wirknm > �n � 1�n+1 > �n�1�n+1 = 1�2Nun gibt es nah dem 3. Beweisshritt f�ur jedes � > 1 eine Menge 
� mitvoller Wahrsheinlihkeit P (
�) = 1, auf der giltlim 1knSkn (!) = EX1 f�ur alle ! 2 
�.Ohne Beshr�ankung der Allgemeinheit k�onnen wir nun annehmen, dass dieXi niht P-fast siher identish gleih null sind, denn sonst ist die Aussagedes Starken Gesetzes der gro�en Zahlen nat�urlih trivialerweise erf�ullt. Diesaber bedeutet, dass wir o.B.d.A annehmen k�onnen, dass EX1 > 0 gilt. Danun � > 1 gew�ahlt war, gilt dann1�EX1 < 1knSkn (!) < �EX1f�ur alle ! 2 
� und alle gen�ugend gro�en m. F�ur solhe m und ! bedeutetdies nihts anderes als���3 � 1� EX1 < 1mSm (!)� EX1 < ��2 � 1� EX1 .De�nieren wir nun 
1 := 1\n=1
1+ 1n ,126



so ist nat�urlih P (
1) = 1 (das Komplement liegt in einer abz�ahlbare Verei-nigung von Nullmengen) undlimm!1 1mSm (!) = EX1f�ur alle ! 2 
1. Dies beweist das Starke Gesetz der gro�en Zahlen.Bemerkung 13.5 Theorem 13.3 besagt insbesondere, dass f�ur i.i.d. Folgenreelwertiger Zufallsvariablen (Xn) mit existierendem Erartungswert das Star-ke Gesetz der gro�en Zahlen gilt. Da P{fast sihere Konvergenz stohastisheKonvergenz impliziert, gilt Theorem 13.1 { das shwahe Gesetz der gro�enZahlen { auh f�ur solhe Folgen. Die dort erhobenen Forderung der endlihenzweiten Momente ist somit niht notwendig.�Ubung 13.6 F�ur jedes n 2 N sei (anm)m eine Folge reeller Zahlen, so dasslimm!1 anm = a f�ur alle n 2 N. Man zeige, dass dies auh impliziert, dassihr Cesaro{Mittwelwert existiert undlimn!1 1n (an1 + an2 + ::: + ann) = a.erf�ullt.�Ubung 13.7 Beweisen Sie das Starke Gestz der gro�en Zahlen f�ur Folgenvon i.i.d. Zufallsvariablen (Xn)n mit endlihem vierten Moment, .d..h f�urZufallsvariablen mit E (X41 ) <1.Benutzen Sie dabie niht die Aussage von Theorem 13.3.Man kann sih nat�urlih fragen, ob die Forderung eines endlihen erstenMoments in Theorem 13.3 notwendiog ist. Dass man darauf niht verzihtenkann, lehrt der folgende SatzTheorem 13.8 Sei (Xn)n�1 eine Folge reellwertiger, identish verteilter undpaarweise unabh�angiger Zufallsvariablen . Konvergiert die Folge 1n nXi=1 Xi!n�1f�ur n !1 P{fast siher gegen eine Zufallsvariable Y , so ist jedes Xn inte-grierbar und Y P{fast siher konstant, n�amlihY � EX1 P � f:s:127



Beweis. Wir setzen S�n := 1n (X1 + : : :+Xn) :Nah Voraussetzung konvergiert S�n fast siher gegen Y und somit die Folge1nXn = S�n � n� 1n S�n�1fast siher gegen 0. Daher kann nur f�ur endlih viele n Xn � n gelten. De�-niert man also die Ereignisse Cn := f! : jXn(!)j � ng; so giltP(lim supn!1 Cn) = 0:F�ur m 6= n sind Cm und Cn nah Voraussetzung unabh�angig. Damit ist(12.2) des Borel{Cantelli Lemmas anwendbar (genauer die Kontraposition),die besagt, dass dannPP(Cn) <1 gilt. Nun sind die Xn identish verteilt,es gilt also auh P(Cn) := P(fjXkj � ng)und somit konvergiert auh die Reihe1Xn=1 P(fjXkj � ng) <1:Nun ist aber f�ur jedes k 2 N1Xn=1 P(fjXkj � ng) � E (jXk j) � 1 + 1Xn=1 P(fjXkj � ng)also existiert EXk f�ur jedes k 2 N . Dann aber folgt mit dem Starken Gesetzder gro�en Zahlen 13.3, dasslimn!1 Snn = EX1 P � f:s:gilt. Dies war die Behauptung.Bemerkung 13.9 Eine nat�urlihe Frage, die man nat�urliherweise bei al-len Grenzwerts�atzen, so auh bei Theorem 13.3 stellt, ist die nah der Kon-vergenzgeshwindigkeit. Unter geeigneten Vorausstezungen ist diese in denGesetzen der gro�en Zahlen exponentiell. Was diese Voraussetzungen sindund was genau die exponentielle Konvergenz bedeutet, kl�art ein sogenann-tes Prinzip der gro�en Abweihungen. Es soll in einem gesonderten Kapoteluntersuht werden. 128



Am Ende des Kapitels geben wir noh eine bekannte Anwendung des StarkenGesetzes der gro�en Zahlen, das von eigenst�andigem Interesse �nden. Wirbegeben uns hierf�ur auf das Gebiet der Zahlentheorie.Zu diesem Zweke sei (
;F ;P) gegeben durh 
 = [0; 1);F = B1 ��
 und P = �1��
sei das auf das Intervall [0; 1℄ eingeshr�ankte Lebesguema�.F�ur jede Zahl ! 2 
 betrahten wir ihre g{adishe Entwiklung! = 1Xn=1 �ng�n (13.4)Hierf�ur ist g � 2 eine nat�urlihe Zahl und die Zi�ern �n erf�ullen �n 2f0; :::; g � 1g. Diese Darstellung ist eindeutig, wenn wir fordern dass nihtalle bis auf endlih viele Zi�ern �n gleih g � 1 sein d�urfen (dies ist aber f�urdas Folgende beinahe gleihg�ultig, denn nur f�ur eine Lebesgue{Nullmengevon Zahlen aus dem Einheitsintervall gibt es mehr als eine g{adishe Dar-stellung). F�ur jedes " 2 f0; :::; g � 1g sei S";gn (!) die Anzahl aller Indizesi 2 f1; :::; ng mit �i(!) = " in der g{adishen Darstellung der Zahl ! (13.4).Eine Zahl ! 2 [0; 1) hei�e g{normal, fallslimn!1 1nS";gn (!) = 1gf�ur alle " = 0; :::; g�1 gilt. Somit ist eine Zahl ! genau dann g-normal, wennauf lange Siht all ihre Zi�ern mit derselben relativen H�au�gkeit in ihrer g{adishen Darstellung auftreten (dies ist dan automatish die Gleihverteilungauf den Zi�ern). Eine Zahl ! 2 [0; 1) hei�t absolut normal, falls ! g{normalist, f�ur alle g 2 N ; g � 2.W�ahlt man nun eine Zahl ! 2 [0; 1) gem�a� dem Lebesguema�, dann sinddie Zi�ern �i(!) i.i.d. Zufallsvariablen mit der uniformen Verteilung auf derMenge der zul�assigen Zeihen f0; : : : ; g�1g. Wir mahen uns das am Beispielg = 2 klar. Dann ist n�amlih die Menge aller Zahlen mit einer 0 als n'terZi�er, also mit �n(!) = 0, gerade die MengeAn := [0; 12n ) [ [ 22n ; 32n ) [ : : : ::: [ [2n � 22n ; 2n � 12n ):O�enbar gilt P(An) = 12129



f�ur alle n 2 N . Wie man sih leiht klar maht ist dannP(Ai1 \ : : : \ Ain) = 12P(Ai1 \ : : : \ Ain�1)also P(Ai1 \ : : : \ Ain) = P(Ai1 \ : : : \ Ain�1)P(Ain) = : : := P(Ai1) � : : : � P(Ain)f�ur endlih viele paarweise vershieden Indizes i1; : : : ; in. Da dies auh f�ur dieKomplemente der Aik gilt, folgt die Unabh�angigkeit. Der Fall allgemeiner ggeht analog.Somit sind die folgenderma�en de�nierten ZufallsvariablenXn(!) = � 1 falls �n(!) = "0 sonsti.i.d. f�ur jedes g � 2 i.i.d. Zufallsvariablen . Ferner giltS";gn (!) = nXi=1 X";gi (!):Gem�a� dem Starken Gesetz der gro�en Zahlen (Theorem 13.3) folgt1nS";gn (!)! E (X";g1 ) = 1g �� f:s:f�ur alle " 2 f0; :::; g � 1g und alle g � 2. Somit ist also �{fast jede Zahl !g{normal. Mit anderen Worten gibt es eine Nullmenge Ng mit � (Ng) = 0,so dass ! g{normal ist f�ur alle ! 2 N g .Nun ist aber auh N := 1[g=�Ngals Vereinigung abz�ahlbar vieler Nullmengen Lebesgue Nullmenge. Au�er-halb von N sind alle Zahlen absolut normal. Mit anderen Worten:Theorem 13.10 (E. Borel) �{fast jede Zahl ! 2 [0; 1) is absolut normal.130



Das wirklih �Uberrashende an diesem Resultat ist, dass kaum normale Zah-len bekannt sind. Champernowne hat 1933 gezeigt, dass die Zahl! = 0; 1234567891011121214:::in einem weiteren Sinne 10{normal ist, n�amlih, dass niht nur alle Zi�ern,sondern dass auh alle Zi�ernbl�oke endliher L�ange asymptotish eine re-lative H�au�gkeit 10�L haben, wobei L die L�ange des Zi�ernbloks ist. Ob"nat�urlihe Kandidaten" wie p2; log 2; e oder � (bzw. die auf (0,1) einge-shr�ankten Versionen) normal bez�uglih irgendeiner Basis sind, ist niht be-kannt. Absolut normale Zahlen sind nur ganz wenige bekannt.14 Gro�e AbweihungenShon im vorigen Kapitel hatten wir die Frage nah der Konvergenzgeshwin-digkeit in den Gesetzen der gro�en Zahlen gestellt. Diese soll in diesem Ka-pitel unter geeigneten Voraussetzungen beantwortet werden. Dies f�uhrt zudem sogenannten satz von Cram�er, den dieser 1938 bewies. Es ist der erste(mathematishe) Fall eines Prinzips der gro�en Abweihungen (physikalishkann das Boltzmannshe Gesetz S = k logW als ein Prinzip der gro�en Ab-weihungen ansehen).Wir werden von nun an annehmen, dass die vorgelegten ZufallsvariablenX1; X2; : : : reellwertige, i.i.d. Zufallsvariablen sind mit einer endlihen mo-menterzeugenden Funktion'(t) := EetX1 <1 f�ur alle t 2 R (14.1)(dass diese wihtig ist, wenn man exponentielle Konvergenz im Gesetz dergro�en Zahlen zeigen will, liegt auf der Hand, wenn man sih vor Augen f�uhrt,dass f�ur so eine Konvergenzgeshwindigkeit in der Herleitung des Shwa-hen Gesetzes der gro�en Zahlen am besten die gew�ohnlihe (quadratishe)Chebyshev{Ungleihung durh eine exponentielle ersetzt wird; Bei diesertauht dann automatish die momenterzeugende Funktion (14.1) auf). Wirwerden uns in diesem Kapitel vor allem damit besh�aftigen, den Zusammen-hang zwishen '(a) und�I(a) := limn!1 1n logP(Snn � na)131



herzustellen. Hierbei shreiben wir { wie immer { Sn := Pni=1Xi. In einemersten Shritt werden wir zeigen, dass dieser Limes �uberhaupt existiert. Dazude�nieren wir �n := P(Sn � na) (14.2)und bemerken dass�m+n � P(Sm � a; Sn+m�Sm � na) = P(Sm � a)P(Sn+m�Sm � na) = �m�naufgrund der Unabh�angigkeit und identishen Verteilung der Xi. De�nierenwir weiter n := 1n logP(Sn � na); (14.3)so folgtLemma 14.1 Es gilt m+n � m + n (14.4)uns daraus folgt, dass nn ! supm�1 mm as n!1: (14.5)Beweis. O�ensihtlih gilt lim sup nn � supm mm . Es gen�ugt also zeigen, dassf�ur jedes m gilt lim inf nn � mm :Shreiben wir n = km + l mit 0 � l < m und benutzen (wiederholt) die(14.4), erhalten wir n � km + l:Division durh n ergibt nn � � kmkm+ l� mm + ln :Shikt man n gegen 1 und erinnert sih, dass 0 � l < m war, erh�alt mandas Resultat.Dieses Lemma impliziert shon, dasslimn!1 1n logP(Snn � na) = �I(a)existiert und (nat�urlih) niht{positiv ist. Aus der Formel, die wir f�ur denLimes der nn gewonnen haben, folgtP(Sn � na) � e�nI(a): (14.6)132



�Ubung 14.2 Man zeige, dass die folgenden Aussagen �aquivalent sind:1. I(a) =1.2. P(X1 � a) = 0.3. P(Sn � na) = 0 f�ur alle n.�Ubung 14.3 Man zeige, dassI �a + b2 � � 12(I(a) + I(b))gilt, I also konvex ist.Wir werden nun die oben angek�undigte Absh�atzung mit einer exponentiellenChebyshev{Ungleihung durhf�uhren. In der tat gilt ja f�ur jedes t > 0:P(Sn � na) � e�nta'(t)noder mit  (t) := log�(t) P(Sn � na) � e�n(ta� (t):Die Absh�atzung ist nat�urlih nur dann gut, wenn die rehte Seite wenigstenskleiner ist als eins, der Exponent also negativ.Lemma 14.4 Wenn a > EX1 gilt und t klein genug ist, gilt at�  (t) < 0.Bemerkung 14.5 Die Existenz des Erwartungswertes EX1 folgt aus derAnnahme (14.1).Proof of Lemma 14.4. Bemerke, dass  (0) = log'(0) = 0. K�onnen wiralso zeigen, dass  0(t) = '0(t)'(t) gegen � := EX1 konvergiert, wenn t gegen 0geht (denn dann ist at �  (t) � (a � �)t negativ, wenn t klein genug ist).Zun�ahst zeigen wir, dass die Ableitungen existieren. Sei F (X) := P(X1 � x).Da gilt ��ehx � 1�� = ����Z hx0 eydy���� � jhxj(ehx + 1);bekommt man mit Hilfe des Satzes von der dominierten Konvergenz'0(t) = Z xetxdF (x) f�ur t 2 (0; t0):133



Nimmt man den Limes t ! 0 und wendet f�ur die x < 0 den Satz von dermonotonen Konvergenz and f�ur die x > 0 den Satz von der dominiertenKonvergenz, sieht man, dass '0(t) ! � f�ur t ! 0. Da nun andererseits�(t) ! 1, wenn t ! 0, haben wir somit gezeigt, dass  0(t) ! � gilt, wennt! 0, was nah der Eingangsbemerkung die Behauptung beweist.Nun, da wir eine Shranke f�ur P(Sn � na) gefunden haben, liegt es nahe,diese Shranke zu optimieren, also das Minimum von �ta +  (t) zu �nden.Dazu bilden wir ddt [ta�  (t)℄ = a� �0(t)�(t)und somit sollte das Minimum (wenn alles gut geht) bei a = �0(t)�(t) angenom-men werden. Um siherzustellen, dass wirklih alles gut geht, de�nieren wirFt(x) = 1'(t) Z x�1 etydF (y):Man beahte, dass Ft(x) eine Verteilungsfunktion ist. Ihr Mittwelwert be-rehnet sih alsZ xDFt(x) =) = 1'(t) Z 1�1 xetxdF (x) = '0(t)'(t) :Di�erentiert man noh einmal, erh�alt manddt '0(t)'(t) = '00(t)'(t) �'0(t)'(t) �2 = Z x2dFt(x)� �Z xdFt(x)�2 � 0:Diese Ungleihung ist sogar strikt, wenn wir annehmenF ist niht die Dira-Verteilung in �: (14.7)Unter (14.7) ist '0(t)'(t) strikt wahsend. Da '0(0)'(0) = �, zeigt dies, dass f�ur a > �h�ohstens ein ta existiert, das a = '0(ta)'(ta) l�ost.Ein solhes ta ist f�ur uns der wesentlihe Punkt, um die korrekte Rate f�ur nzu bestimmen. In der Tat gilt:Theorem 14.6 Es sei (Xi) eine Folge von i.i.d. Zufallsvariablen , die (14.1)und (14.7) erf�ullt. Sei Sn :=Pni=1Xi. Dann gilt f�ur alle a > EX1 die folgendeGleihheit limn!1 1n logP(Sn � na) = �I(a); (14.8)134



wobei I(a) := supt2R [ta�  (t)℄ (14.9)gilt.Beweis. O.B.d.A. nehmen wir an, dass a = 0 und EX1 < 0 gilt (substituiertman n�amlih X1 ! X1 + a so ist auh '(t) ! eat'(t) und somit mit I(�)de�niert in (14.9) vershiebt sih auh I(a) ! I(0)). Wir shreiben in derFolge g := inft2R'(t)und bemerken, dassI(0) = � log g mit I(0) =1 falls g = 0gilt.Nun hatten wir oben shon gesehen, dass mit Hilfe der exponentiellen Tshebyshev{Ungleihung folgt: P(Sn � na) � e�n(ta� (t) (14.10)f�ur alle positiven t und somitlimn!1 1n logP(Sn � na) � � supt2R+ [ta�  (t)℄ : (14.11)Um das Supremum �uber die ganze reelle Ahse auszudehnen, erinnern wiruns daran, dass nah den Vor�uberlegungen ' eine strikt konvexe Funktionwar. Es ist o�enbar '0(0) = EX1 < 0 (nah Annahme). Wir untersheidendrei F�alle je nahdem, wo P seine Masse hat.� P(X1 < 0) = 1.Dann ist �0(t) = R xetxdF (x) < 0 (wobei F die zu P geh�orige Vertei-lungsfunktion F (x) := P(X1 � x) ist) f�ur alle t 2 R. Somit ist � striktfallend. Es ist somitlimt!1'(t) = g = P(X1 = 0) = 0:Da auh P(Sn � 0) = 0gilt, haben wir in diesem Fall shon (14.8).135



� P(X1 � 0) = 1 und 1 6= P(X1 = 0) > 0.Wie oben zeigt man, dass � strikt fallend ist undlimt!1'(t) = g = P(X1 = 0) > 0:Da in diesem FalleP(Sn � 0) = P(X1 = : : : = Xn = 0) = gngilt, folgt auh hier (14.8)� P(X1 < 0) > 1 und P(X1 > 0) > 0.Dann gilt o�enbar limt!�1 '(t) =1 und da ' wie oben bemerkt striktkonvex ist, gibt es ein eindeutiges � so, dass ' in � minimal wird. F�urdiese � gilt nat�urlih '0(tau) = 0 und � > 0, denn die Ableitung von 'ist in 0 negativ. Somit geh�ort � zu den in (14.10) zul�assigen t und esgilt daher P(Sn � 0) � Ee�Sn = ('(�))n = gn;also lim supn!1 1n logP(Sn � 0) � log g:Um zu zeigen, dass log g auh eine untere Shranke ist, verwendenwir eine Tehnik, die als Tilten oder exponentielle Ma�transformationbekannt ist. Die Idee hierbei ist es, die zugrunde liegende Verteilungder Xi so zu vershieben, dass der Erwartungswert 0 (also unser a)ist. Dann wissen wir aus den Gesetzen der gro�en Zahlen, dass sih Snso wie na verhalten wird. Wir kassieren aber einen "Strafterm" daf�ur,dass wir die Verteilung ge�andert haben.Genauer f�uhren wir eine neue Folge (Yi) von i.i.d. Zufallsvariablen ein,die die Verteilung G(x) = 1g Z x�1 e�ydF (y)besitzen. G hei�t auh die Cram�er{Transformierte von F . Bemerke,dass g = '(�) = Z 1�1 e�ydF (y):Wir ben�otigen nun die folgenden drei Lemmata136



Lemma 14.7 Es gilt EY = 0 und VY 2 (0;1).Beweis. Wir bezeihnent mit '̂(t) = EetY . Dann erhalten wir f�ur allet 2 R '̂(t) = ZR etxdG(x) = 1g ZR etxe�xdG(x) = 1g'(t+ �) <1:Dies impliziert, dass mit ' auh '̂ eine C1{Funktion ist. Damit ergibtsih EY = '̂0(0) = 1g'0(�) = 0 undVY = '̂00(0) = 1g'00(�) 2 (0;1):
Lemma 14.8 Es sei Tn =Pni=1 Yi. Dann giltP(Sn � 0) = gnE (e�Tn 1fTn�0g):Beweis. Beahtet man, dassP(Sn � 0) = ZPni=1 xi�0 dF (x1) : : : dF (xn)= ZPni=1 xi�0[ge��x1dF (x1)℄ : : : [ge��xndF (xn)℄so folgt die Behauptung.Lemma 14.9 Es giltlim infn!1 1n log E (e�Tn1fTn�0g) � 0:Beweis. Aufgrund von Lemma 14.7 kann man den Zentralen Grenz-wertsatz, den wir im folgenden Kapitel beweisen werden, auf Tn anwen-den. W�ahlen wir nun eine Zahl C > 0 so, dass1p2� Z C0 e�x22dx > 14137



gilt, erhalten wir die folgende ShrankeE (e�Tn 1fTn�0g) � e��CVX1pnP� TnVX1pn 2 [0; C)� :Da die Wahrsheinlihkeit rehts f�ur n gegen unendlih gegen eine Zahl� 14 konvergiert, folgt die Behauptung.Der Beweis des Theorems folgt nun, da aus Lemma 14.8 zusammen mitLemma 14.9 folgt, dasslim infn!1 1nP(Sn � 0) = log g + lim infn!1 1nE (e�Tn1fTn�0g) � log g:Dies ist die Aussage des Theorems.Bemerkung 14.10 Das obige Theorem nennt man auh ein Prinzip dergro�en Abweihungen. Genauer sagt man die Folge (Sn) gen�ugt einemPrinzip der gro�en Abweihungen mit Geshwindeikeit n und Rate (oder Ra-tenfunktion) I.Beispiel 14.11 Ist X1 normalverteilt zu den Parametern � = 0 und �2 = 1,so ist '(t) = 1p2��2 Z etxe� 12x2dx = 1p2��2 Z e� 12 (x+t)2dx e 12 t2 = e 12 t2 :also I(a) = sup[ta� t2=2℄ = a2=2:�Ubung 14.12 Berehnen Sie die Ratenfunktion, f�ur Xi dieN (�; �2){verteiltsind.�Ubung 14.13 1. Berehnen Sie die Ratenfunktion, f�ur Xi die Poisson-verteilt sind zum Parameter � > 0.2. Berehnen Sie die Ratenfunktion, f�ur Xi die Bernoulli{verteilt sind zumParameter p = P(X1 = 1) = 1� P(X1 = 0).Die Ratenfunktion hat die folgenden Eigenshaften138



Lemma 14.14 Unter den Bedingungen von Theorem 14.6 gilt1. I ist von unten{halbstetig und konves auf R.2. I hat kompakte Niveaumengen NL := fz 2 R : I(z) � Lg f�ur alleL � 0.3. I is stetig und strikt konvex auf dem Inneren von DI := fz 2 R : I(z) <1g4. I(z) � 0 mit I(z) = 0 genau dann, wenn z = EX1 .Bemerkung 14.15 Die untere Halbstetigkeit von I ist �aquivalent dazu, dassdie Nievaumengen abgeshlossen sind.Die Konvexit�at von I impliziert, dass DI ein Intervall ist.�Ubung 14.16 Beweisen Sie Lemma 14.14.Bemerkung 14.17 Die Aussagen von Theorem 14.6 bleibt nat�urlih wahr,wenn wir die Wahrsheinlihkeiten P(Sn � an) f�ur a < EX1 absh�atzen.Dies sieht man leiht durh �Ubergang von X1 zu �X1.Zum Shluss bemerken wir, dass ein Prinzip der gro�en Abweihungen nat�urlihwieder das Gesetz der gro�en Zahlen zur Folge hat:Korollar 14.18 Unter den Bedingungen aus Theorem 14.6 gilt das StarkeGesetz der gro�en Zahlen f�ur die Folge der (Sn)Beweis. Ohne Einshr�ankung k�onnen wir annehmenm, dass EX1 = 0 ist.Man bemerke, dass f�ur jedes Æ > 0P(jSnj � Æ) = P(Sn � Æ) + P(Sn � �Æ)gilt und dass aus Theorem 14.6 und der obigen Bemerkung �uber die Wahr-sheinlihkeit einer unteren Abweihung folgt, dass f�ur gen�ugend gro�e nP(Sn � Æ) � e� 12nI(Æ)und P(Sn � �Æ) � e� 12nI(Æ)139



gilt. Somit ist P(jSnj � Æ) � 2e� 12nI(Æ)und daher 1Xn=1 P(jSnj � Æ) � 2 1Xn=1 e� 12nI(Æ) <1endlih. Aus dem Borel{Cantelli Lemma folgt daher, dass jSnj f�ur jedes Æ > 0mit Wahrsheinlihkeit eins nur f�ur endlih viele n gr�o�er ist als Æ. Dies aberhei�t, dass Sn fast siher gegen 0 { also seinen Erwartungswert { konvergiert.15 Der zentrale GrenzwertsatzIn den vorhergehenden Abshnitten haben wir eines der zentralen Gesetzeder Wahrsheinlihkeitstheorie kennengelernt: das Gesetz der gro�en Zahlen:Wenn f�ur eine Folge von i.i.d. Zufallsvariablen (Xn) der Erwartungswert EX1existiert, dann konvergiert der empirishe Mittelwert 1nPni=1Xi gegen ebendiesen Erwartungswert EX1 (fast siher oder stohastish). Dies ist ein sehrwihtiges udn auh ein sehr befriedigendes Resultat. Betrahtet man anderer-seits die Histogramme der Verteilung der absoluten H�au�gkeiten einer Folgevon i.id. Zufallsvariablen mit nihtdegenerierter Verteilung so l�asst sih vielmehr Struktur erkennen. Niht nur ein Punkt { EX1 { ist wihtig, sondern diePunkte in "niht zu gro�em Abstand" (�uberliherweise etwas in der Gr�o�en-ordnung pn bei n Zufallsvariablen ) bekommen auh einen geh�origen Teilder Masse ab.Die Analyse dieser "Feinstruktur" soll uns in diesem Kapitel besh�aftigen.Der zentrale Grenzwertsatz, der die entsprehenden Aussagen mathematishfomuliert wird uns einige Zeit begleiten. Zum einen aufgrund seiner zentralenRolle f�ur die gesamte Wahrsheinlihkeitstheorie, zum anderen, weil wir zweiwihtige (und grundvershiedene Beweistehniken kennenlernen wollen: denSteinshen Ansatz und die Methode der Fouriertransformierten, die historisham Anfang der "ehten" Wahrsheinlihkeitstheorie stand und eine Verbin-dung von komplexer Analysis und Wahrsheinlihkeitstheorie darstellt).Der Name (zentraler Grenzwertsatz) des folgenden Satzes geht auf den un-garishen Mathematiker Polya zur�uk, der erste der von uns pr�asentiertenBeweise auf Charles Stein. 140



F�ur die Formulierung bemerken wir noh einmal (wie oben), dass { wollen wireinen ehten Grenzwertsatz formulieren, bei dem auf der rehten Seite eineniht{degenerierte Limesverteilung (mit endliher Varianz, die vershiedenist von Null) entsteht, die Skala 1n f�ur die Summe Pni=1Xi zu gro� ist: dieVarianz der Summe geht auf dieser Skala gegen 0. In der Tat �uberlegt mansih shnell, dass die rihtige Skala 1pn sein muss, weil dann die Summe stestvon endliher Varianz ist. Hier ist das Resultat, wenn man diese Skala w�ahlt:Theorem 15.1 (Zentraler Grenzwertsatz { CLT ) Es seiX1; : : : ; Xn; : : :eine Folge von i.i.d. Zufallsvariablen mit endliher Varianz, d.h. mit EX21 <1. Dann gilt der zentrale Grenzwertsatz f�ur sie, d.h.limn!1P�Pni=1(Xi � EX1)pnVX1 � a� = 1p2� Z a�1 e�x2=2dx: (15.1)gilt f�ur alle a 2 R.Bevor wir uns an den Beweis dieses Satzes mahen, bemerken wir, dass derSatz auh unter den folgenden shw�aheren Bedingungen gilt (die insbsondereauf die identishe Veretilung der Xi verzihten).In der Tat gilt der Zentrale Grenzwertsatz auh unter den folgenden shw�ahe-ren Bedingugnen. Es sei Xi eine Folge unabh�angiger Zufallsvariablen . F�urj = 1; : : : n de�niere Xnj := 1sn (Xj � �j)wobei �j = EXjder Erwartungswert von Xj ist undsn :=vuut nXi=1 VXidie Varianz der Summe.Wir sagen, dass die Folge der (Xn) der Lindeberg{Bedingung gen�ugt, fallsLn(")! 0 wenn n!1141



f�ur alle " > 0 gilt. Hierbei istLn(") = 1s2n nXj=1 E �(Xj � �j)2 ; jXj � �jj � "sn� :Intuitiv gesprohen fordert die Lindeberg{Bedingung, dass keine der Zufalls-variablen die gesamte Summe dominiert. Dies wird in der zweiten Bemerkungunten pr�aziser gemaht.Die verallgemeinerte Form des zentralen Grenzwertsatzes besagt nun, eineFolge von Zufallsvariablen Xn, die unabh�angig ist und der Lindeberg{Bedingung gen�ugt, auh dem zentralen Grenzwertsatz gen�ugt, d.h. es giltlimn!1P Pni=1(Xi � �i)pPni=1 VXi � a! = 1p2� Z a�1 e�x2=2dx:Der Beweis folgt im wesentlihen den gleihen Ideen, wie der Beweis, denwir unten angeben werden. Wir sparen uns die zus�atzlihe tehnishe Arbeit,da sie keine weitere Einsiht liefert. F�ur einen Beweis entlang der Ideen vonStein verweisen wir auf die Skript von Alsmeyer (siehe [?℄).Zun�ahst wollen wir die Lindeberg Bedingung noh etwas n�aher beleuhten.Bemerkung 15.2 � Sind die Zufallsvariablen (Xn) i.i.d., so gilt die Lindeberg{Bedingung. In der Tat: Sei � := PXn , � := EXn und � := VXn . Dannist s2n = n�2 und somit divergiert sn nah unendlih, wenn n ! 1.Also folgt Ln(") = 1�2 Zfjx��j�"sng(x� �)2�(dx)! 0f�ur alle " > 0, wenn n gegen 1 strebt.� Gen�ugt die Folge derZufallsvariablen (Xn) der sogenannten Lyapunov-Bedingung, d.h. existiert ein Æ > 0, f�ur das giltlimn!1 1s2+Æn nXj=1 E (jXj � EXj j)2+Æ) = 0so gen�ugt sie auh der Lindeberg{Bedingung. In der Tat folgt ja f�urjedes " > 0 aus der Ungleihungjx� EX1 j � "sn142



die Ungleihung jx� EX1 j2+Æ � jx� EX1 j2("sn)Æ:Hieraus folgtLn(") � 1"Æs2+Æn nXj=1 Zfjx�EXj j�"sng jx� EXj j2+ÆPXj (dx)� 1"Æs2+Æn nXj=1 E (jXj � EXj j)2+Æund aus der Lyapunov{Bedingung folgt just die Konvergenz dieses Aus-druks gegen 0.Ist die Folge der (Xn) fast siher gleihm�a�ig beshr�ankt und gilt zudemsn !1 mit n!1, so gilt die Lindeberg Bedingung. Gem�a� Voraussetzunggibt es n�amlih ein � > 0 mit jXnj � �=2 und somit auh mitjEXn j � E (jXn j) � �2f�ur alle n fast siher. Also ist auhjXn � EXn j � �fast siher f�ur alle n. Dann aber folgt auh f�ur Æ > 0 die Lyapunov Bedingung1s2+Æn nXj=1 E (jXj � EXj j2+Æ) � �Æs2+Æn nXj=1 E (jXj � EXj j2) = � �sn�Æund somit die Lindeberg{Bedingung.Umgekehrt folgt aus der Lindeberg{Bedingung die sogenannte Feller{Bedingung.Lemma 15.3 Gen�ugt eine Folge (Xn) vonZufallsvariablen der Lindeberg{Bedingung so gen�ugt sie auh der Feller Bedingunglimn!1 max1�j�npVXjsn ! = 0:143



Beweis. F�ur jedes 1 � j � n gilt�2j := VXj = Z (x� EXj )2dPXj (x) � "2s2n + Zfjx�EXj j�"sng(x� EXj )2dPXj (x)� "2s2n + nXk=1 Zfjx�EXk j�"sng(x� EXk )2dPXk(x):Somit folgt  max1�j�npVXjsn ! = max1�j�n pVXjsn !2 � "2 + Ln(")f�ur beliebiges " > 0. Gilt somit f�ur die (Xn) die Lindeberg{Bedingung, sofolgt auh die Feller{Bedingung.Die Feller{Bedingung illustriert besonders deutlih, dass keine der Zufallsva-riablen einen zu gro�en Einuss auf die Summe haben darf.Um zu vestehen, was wir im Beweis des Zentralen Grenzwertsatzes veran-stalten, m�ussen wir zun�ahst den Begri� der Verteilungskonvergenz, die dortbehauptet wird, diskutieren. Hierzu sei f�ur eine messbare Menge A 2 B1 dieMenge �A := A n AÆder Rand von A. Wir nennen eine messbare Menge A randlos bez�uglih einerreellwertigen Zufallsvariablen X mit Verteilung PX , fallsPX(�C) = P(X 2 �C) = 0gilt.Theorem 15.4 (Portmonteau{Theorem) Seien X;X1; X2; : : : reellwer-tige Zufallsvariablen . Dann sind �aquivalent:1. Xn ! X in Verteilung, d.h R fdPXn ! R fdPX f�ur alle f 2 Cb(R).2. lim inf P(Xn 2 G) � P(X 2 G) f�ur alle o�enen Mengen G.3. lim supP(Xn 2 A) � P(Xn 2 A) f�ur alle abgeshlossenen Mengen A.4. limP(X 2 C) = Q(X 2 C) f�ur alle bez�uglih X randlosen Mengen C.144



5. limn!1 Fn(x) = F (x) f�ur alle x, in denen F stetig ist. Hierbei bezeih-net F die Verteilungsfunktion von X, Fn ist die Verteilungsfunktionvon Xn.6. R fdPXn ! R fdPX f�ur alle f 2 Cb(R), die gleihm�a�ig stetig sind.Beweis. Wir verfolgen ein etwas verwirrendes Beweisshema.1. ) 6. ist o�ensihtlih.6. ) 3.: Es sei A eine abgeshlossene Menge. F�ur m 2 N de�niereAm := fx 2 R : d(x;A) � 1mg;wobei d(x;A) := inffjx� yj : y 2 Ag der Abstand von x zu A ist. Dann istGm fallend und limm!1Am = fx 2 R : d(x;A) = 0g = A;da A abgeshlossen ist. Aufgrund der Stetigkeitseigenshaft endliher Ma�efolgt somit limm!1P(X 2 Am) = P(X 2 A):Also existiert zu beliebigem " > 0 eine Nummer m0 mitP (X 2 Am0) � P(X 2 A) + ":Umgekehrt k�onnen wir eine stetige und beshr�ankte Funktion f �nden (sogareine gleihm�a�ig stetige) mit fjA = 1 und fjAm0 = 0 sowie 0 � f � 1. In derTat verkn�upft man die gleihm�a�ig stetigen Funktionen d(x;A) (diese istwegen der Dreieks{Ungleihung nat�urlih gleihm�a�ig stetig) undg(t) := 8<: 1 t � 01� t 0 < t < 10 t � 1zu f(x) = g(m0 � d(x;A));so ist f gleihm�a�ig stetig und es gilt fjA = 1 und fjAm0 = 0 sowie 0 � f � 1.F�ur dieses f gilt nun 1A � f � 1Am0 und nah Voraussetzung 6limn!1Z fdPXn = Z fdPX :145



Insgesamt folgtlim supn!1 P(Xn 2 A) � limn!1Z fdPXn = Z fdPX � P(X 2 Am0) � P(X 2 A)+"also 3.3. ) 1.: Es sei f 2 Cb(R). Durh �Ubergang zu~f(x) := f(x) + kfk2kfk+ 1(wobei kfk die Supremumsnorm von f ist) k�onnen wir annehmen, dass 0 �f < 1 gilt.Wir zeigen nun, dass lim supn!1 Z fdPXn � Z fdPX (15.2)gilt.Hierzu sei f�ur � 2 NGi := fx 2 R : f(x) � i=mg; 0 � i � mmit G0 = R und Gm = ;. Bemerke, dass die Gi abgeshlossene Mengen sind,da f stetig ist. Nun gilt f�ur beliebige Wahrsheinlihkeitsverteilungen Q �uber(R;B)mXi=1 i� 1m Q(fx : i� 1m � f(x) < img) � Z fdQ � mXi=1 imQ(fx : i� 1m �� f(x) < img)sowie Q(fx : i� 1m � f(x) < img) = Q(Gi�1)�Q(Gi)mXi=1 i� 1m (Q(Gi�1)�Q(Gi)) = 1m mXi=1 Q(Gi) undmXi=1 im(Q(Gi�1)�Q(Gi)) = 1m + 1m mXi=1 Q(Gi):146



Wendet man dies auf Q = PX bzw. Q = PXn an, erh�alt manlim supn!1 Z fdPXn � 1m + 1m lim supn!1 mXi=1 P(Xn 2 Gi)� 1m + 1m mXi=1 P(X 2 Gi)� 1m + Z fdPX :Da dies f�ur jedes m gilt, folgt (15.2).Wendet man dies auf �f an, so erh�alt manlim infn!1 Z fdPXn = � lim supn!1 Z (�f)dPXn � � Z (�f)dPX = Z fdPX :Dies ergibt zusammen 1.2., 3. ist o�ensihtlih, wegen der Dualit�at von o�enen und abgeshlossenenMengen.3. ) 4.: Es sei C mit P(X 2 �C) = 0. Wendet man 2. bzw. 3. auf dieo�ene (bzw. abgeshlossene) Menge CÆ (bzw. C) an, so ergibt sih:P(X 2 C) � lim supP(Xn 2 C) � lim supP(Xn 2 C)� lim inf P(Xn 2 C) � lim inf P(Xn 2 CÆ) � P(X 2 CÆ);d.h. limn!1P(Xn 2 C) = P(X 2 C):4.) 5.: Es sei x ein Stetigkeitspunkt von F . Nun ist F als Verteilungsfunk-tion immer rehtsseitig stetig (dies hatten wir shon in der Stohastikvorle-sung bemerkt). Also ist F in x stetig, genau dann, wenn es in x linksseitigstetig ist, d.h. P(X � x) = P(X < x)gilt. Also P(X 2 �(�1; x℄) = 0. Also giltF (x) = P(X 2 (�1; x℄)= limn!1P(Xn 2 (�1; x℄) = limn!1Fn(x);147



wobei wir beim zweiten Gleihheitszeihen gerade die Voraussetzung 4. ver-wenden.5. ) 2.: Es sei G � R o�en. Dann gibt es eine Folge (Jm) von IntervallenJm = (m; m + gm℄ m; gm 2 R; gm > 0;mit G = Sm Jm. Nun liegt die Mengefx 2 R : P(X = x) = 0gdiht in R. Bezeihnen wir mitU := f(a; b℄ � R : a � b;P(X = a) = P(X = b) = 0g;so k�onnen wir also wiederum jedes Intervall Jm als eine abz�ahlbare Verei-nigung von Elementen aus U darstellen. Somit erhalten wir insgesamt dieExistenz einer Folge (Im)m mit Im 2 U f�ur alle m,Im = (am; am + hm℄; am; hm 2 R; hm > 0so dass G =[m Imgilt. Da die Im als Randpunkte Stetigkeitspunkte von F besitzen, gilt f�urjedes m P(X 2 Im) = F (am + hm)� F (am)= limn!1Fn(am + hm)� Fn(am) = P(Xn 2 Im):Da U durhshnittsstabil ist, erh�alt man aus dieser Rehnung zusammen mitder Einshluss{ Ausshlussformel f�ur jedes M 2 NP(X 2 M[m=1 Im) = MXj=1(�1)j+1 X1�i1<:::<ij�M P(X 2 Ii1 \ : : : \ Iij )= limn!1 MXj=1(�1)j+1 X1�i1<:::<ij�M P(Xn 2 Ii1 \ : : : \ Iij )= limn!1P (Xn 2 M[m=1 Im):148



W�ahlt man nun M so gro�, dassP(X 2 G) � P(X 2 M[m=1 Im) + " > 0gilt (wobei " > 0 beliebig, aber fest gew�ahlt ist), dann folgt die BehauptungausP(X 2 G)� " � P(X 2 M[m=1 Im) = limn!1P(Xn 2 M[m=1 Im) � lim infn!1 P(Xn 2 G)(wobei die letzte Ungleihung gilt, da G � SMm=1 Im gilt).Nah einer Kontrolle, ob wir alle zu beweisenden Rihtungen auh bewiesenhaben, zeigt dies die BehauptungWir werden uns nun an den eigentlihen Beweis des zentralen Grenzwert-satzes mahen. Wir pr�asentieren zun�ahst einen Beweis, dessen Grundideeauf Charles Stein zur�ukgeht. Wir vergewissern uns zun�ahst dessen, was zutziegen ist.Fakt 1: Es gen�ugt Satz 15.1 f�ur den Fall von i.i.d. zentrierten Zufallsvariablen(Xi), d.h. solhen mit EX1 = 0, zu beweisen. Andernfalls subtrahiert maneinfah EX1 von Xi.Fakt 2: Es gen�ugt Satz 15.1 f�ur den Fall von i.i.d. Zufallsvariablenmit Varianz1 zu beweisen. Andernfalls ersetzt man Xi einfah durh Xi=pVX1 .Fakt 3: Setzen wir Sn := nXi=1 Xiso behauptet Theorem 15.1 nah dem obigen Portmanteau{Theorem die Ver-teilungskonvergenz von Sn gegen eine standard{normalverteilt Zufallsvaria-ble . Daher m�ussen wir zeigen (auh nah dem obigen Portmanteau{Theorem), dass E �f � Snpn��! 1p2� Z 1�1 e�x2=2dx = E [f(Y )℄ (15.3)f�ur n ! 1 f�ur alle f : R ! R, die gleihm�a�ig stetig und beshr�ankt sind.Hie ist Y eine standard{normalverteilte, d.h. eine N (0; 1){verteilte Zufalls-variable .Wir bereiten den Beweis in zwei Lemmata vor.149



Lemma 15.5 Sei f : R ! R beshr�ankt und gleihm�a�ig stetig. SetzeN (f) := 1p2� Z 1�1 f(y)e�y2=2dyund g(x) := ex2=2 Z x�1 (f(y)�N (f)) e�y2=2dy:Dann gen�ugt g der Di�erentialgleihungg0(x)� xg(x) = f(x)�N (f): (15.4)Beweis. Leitet man g ab, so ergibt sih:g0(x) = xex2=2 Z x�1 (f(y)�N (f)) e�y2=2dy + ex2=2 (f(x)�N (f)) e�x2=2= xg(x) + f(x)�N (f):Die Rolle des obigen Lemmas wird deutlih, wenn man in (15.4) eine Zufalls-variable einsetzt und den Erwartungswert nimmt.E [g0(X)�Xg(X)℄ = E [f(X)�N (f)℄ :IstX � N (0; 1) standard{normalverteilt, ist die rehte Seite dieser Gleihungnull, also auh die linke Seite. Anstatt zu zeigen, dassE [f(Sn)�N (f)℄gegen 0 konvergiert, kann man selbiges auh f�urE [g0(Sn)� Sng(Sn)℄zeigen.Im n�ahsten Shritt diskutieren wir die Eigenshaften der oben de�niertenFunktion g.Lemma 15.6 Sei f : R ! R beshr�ankt und gleihm�a�ig stetig und g dieL�osung der Di�erentialgleihungg0(x)� xg(x) = f(x)�N (f): (15.5)Dann sind g(x); xg(x) und g0(x) beshr�ankt und gleihm�a�ig stetig.150



Beweis. O�enbar ist nah der vorigen Lemma g sogar di�erenzierbar, alsoauh stetig. Dann ist aber auh xg(x) stetig. Shlie�lih istg0(x) = xg(x) + f(x)�N (f)als die Summe stetiger Funktionen auh pers�onlih stetig.F�ur den Nahweis der Beshr�anktheit bemerken wir zun�ahst, dass stetigeFunktionen auf kompakten Mengen nat�urlih beshrankt sind. Somit ist dieBeshr�anktheit von g; xg und g0 nur f�ur x! �1 nahzuweisen.Hierf�ur sei zun�ahst bemerkt, dassg(x) = ex2=2 Z x�1 (f(y)�N (f)) e�y2=2dy= �ex2=2 Z 1x (f(y)�N (f)) e�y2=2dy(da das Integral �uber ganz R ja null ergeben muss).F�ur x � 0 erhalten wirg(x) � supy�0 jf(y)�N (f)j ex2=2 Z x�1 e�y2=2dyw�ahrend f�ur x � 0 giltg(x) � supy�0 jf(y)�N (f)j ex2=2 Z 1x e�y2=2dy:Nun ist f�ur x � 0ex2=2 Z x�1 e�y2=2dy � ex2=2 Z x�1 �yjxj e�y2=2dy = 1jxjund �ahnlih f�ur x � 0ex2=2 Z 1x e�y2=2dy � ex2=2 Z 1x yxe�y2=2dy � 1jxj :Somit sehen wir, dass x � 1 giltjg(x)j � jxg(x)j � supy�0 jf(y)�N (f)j151



und ebenso f�ur x � �1jg(x)j � jxg(x)j � supy�0 jf(y)�N (f)j :Also sind g und xg beshr�ankt. Dann ist aber auh g0 beshr�ankt, dag0(x) = xg(x) + f(x)�N (f):Nun mahen wir uns an den Beweis des Zentralen GrenzwertsatzesBeweis von Theorem 15.1. Wir nehmen o.B.d.A. an, dass EXi = 0 undVXi = 1 f�ur alle i gilt.Wir shreiben Sn := nXi=1 Xiund erinnern, dass wir f�ur alle beshr�ankten und gleihm�a�ig stetigen Funk-tionenen f E �g0� Snpn�� Snpng� Snpn��! 0wenn n!1 zeigen willen. Hierbei ist g wie oben de�niert.Eine Anwendung des Hauptsatzes der Integral{ und Di�erentialrehnung er-gibt Z 10 Xjpn �g0� Snpn � (1� s)Xjpn�� g0�Sn �Xjpn �� ds= g� Snpn�� g�Sn �Xjpn �� Xjpng0�Sn �Xjpn � :Wenden wir dies an, so erhalten wirE �g0� Snpn�� Snpng� Snpn��= nXj=1 E � 1ng0� Snpn�� Xjpng� Snpn��= nXj=1 E � 1ng0� Snpn�� Xjpng�Sn �Xjpn �� X2jn g0�Sn �Xjpn ��X2jn Z 10 g0� Snpn � (1� s)Xjpn�� g0�Sn �Xjpn � ds� :152



Wendet man die Linearit�at des Erwartungswertes aus, dass EXi = 0 f�ur allei gilt, dass Xi und Sn � Xi f�ur alle i unabh�angig sind und shlie�lih dassEX2i = 1 f�ur alle i gilt, ergibt sihE �g0� Snpn�� Snpng� Snpn��= nXj=1 E � 1ng0� Snpn�� 1ng0�Sn �Xjpn ��X2jn Z 10 g0� Snpn � (1� s)Xjpn�� g0�Sn �Xjpn � ds� :Wir haben somit alles auf die Funktion g0 zur�ukgespielt.Wir setzen nXj=1 E � 1ng0� Snpn�� 1ng0�Sn �Xjpn ��X2jn Z 10 g0� Snpn � (1� s)Xjpn�� g0�Sn �Xjpn � ds�=: nXj=1 �j:Die Idee ist nun, dass die stetige Funktion g0 auf jeder kompakten Mengegleihm�a�ig stetig ist. Ist nun Xjpn klein, dann sind auh die Di�erenzeng0� Snpn�� 1ng0�Sn �Xjpn �und g0� Snpn � (1� s)Xjpn�� g0�Sn �Xjpn �klein, wenn Snpn in die gew�ahlte kompakte Menge f�allt. Andererseits ist dieWahrsheinlihkeit, dass Snpn au�erhalb einer gro�en kompakten Menge real-siert wird klein { ebenso wie die Wahrsheinlihkeit, dass Xjpn sehr gro� wird.Dies zusammen mit der Beshr�anktheit von g und g0 ergibt im wesentlihenden Beweis (wobei mit der Reihenfolge der Argumente ein wenig aufpassenmuss). 153



F�ur K > 0; Æ > 0 shreiben wir�1j := �j1jXjpn j�Æ1j Snpn j�K�2j := �j1jXjpn j�Æ1j Snpn j>K�3j := �j1jXjpn j>Æ:Daher gilt nXj=1 �j = nXj=1 �1j + �2j + �3j= nXj=1 �1j + nXj=1 �2j + nXj=1 �3j :Um diese Terme abzush�atzen bemerken wir zun�ahst, dass g0 auf jedemIntervall [�K;K℄ gleihm�a�ig steti ist, d.h. zu jedem " > 0 existiert einÆ > 0, so dass f�ur alle x; y 2 [�K;K℄ gilt:jx� yj < Æ ) jg0(x)� g0(y)j < ":Da wir das so gefundene Æ nat�urlih beliebig kleiner (aber niemals gr�o�er)mahen d�urfen, k�onnen wir annhemen, dass Æ < K=2 gilt.Wir bestimmen zun�ahst die Gr�o�e vonK. Dies geshieht durh Absh�atzungdes zweiten Terms:Nah der Tshebyshevshen Ungleihung giltP(jSn �X1pn j > K � Æ) � V �Sn�X1pn �(K � Æ)2 � 4K2 :Somit k�onnen wir f�ur gegebens " > 0 ein K �nden, so dassP(jSn �X1pn j > K � Æ) � ":K sei so gew�ahlt. F�ur dieses K gilt dann auhP(j Snpn j > K) � V � Snpn�K2 � 1K2 � ":154



Da g0 durh jjg0jj := supx2R jg0(x)j beshr�ankt ist, d�urfen wir wie folgt ansh�atzen:nXj=1 j�2j j = ����E � 1ng0� Snpn�� 1ng0�Sn �Xjpn ��X2jn Z 10 g0� Snpn � (1� s)Xjpn�� g0�Sn �Xjpn � ds1jXjpn j�Æ1j Snpn j>K������ nXj=1 E � 1n2jjg0jj1jXjpn j�Æ1j Snpn j>K�+ nXj=1 2jjg0jjn E �X2j 1jXjpn j�Æ1j Snpn j>K� :Beahte nun, dass auf der Menge, die wir f�ur �2 betrahten j Snpn j > K undjXi=pnj � Æ f�ur alle 1 � i � n gilt, also auh����Sn �Xipn ����+ Æ � ����Sn �Xipn ����+ ���� Xipn ���� � ���� Snpn ���� > Kund somit ����Sn �Xipn ���� > K � Æ:Also ist nXj=1 E � 1n2jjg0jj1jXjpn j�Æ1j Snpn j>K�+ nXj=1 2jjg0jjn E �X2j 1jXjpn j�Æ1j Snpn j>K�� 2jjg0jjE �1jXjpn j�Æ1j Snpn j>K�+ 2jjg0jjE �X211jX1pn j�Æ1jSn�X1pn j>K�Æ�� 2jjg0jjE �1��� Snpn ���>K�+ 2jjg0jjE �X211jX1pn j�Æ� E �1jSn�X1pn j>K�Æ�� 2jjg0jjP ����� Snpn ���� > K�+ 2kg0kP �����Sn �X1pn ���� > K � Æ�� 4jjg0jj "F�ur die �1j -Terme erinnern wir uns an das eingang Erw�ahnte, dass n�amlihf�ur festes K > 0 (deas wir wie im ersten shritt fest w�ahlen) die stetigeFunktion g0 auf [�K;K℄ gleihm�a�ig stetig ist. Also gibt es zu gegebenem" > 0 ein Æ > 0 so dassjx� yj < Æ ) jg0(x)� g0(y)j < ":155



Mit diesem Æ rehnen wirnXj=1 j�1j j = nXj=1 ����E � 1ng0� Snpn�� 1ng0�Sn �Xjpn ��X2jn Z 10 g0� Snpn � (1� s)Xjpn�� g0�Sn �Xjpn � ds1jXjpn j�Æ1j Snpn j�K������ nXj=1 ����E � 1ng0� Snpn�� 1ng0�Sn �Xjpn � 1jXjpn j�Æ1j Snpn j�K�����+ �����X2jn Z 10 g0� Snpn � (1� s)Xjpn�� g0�Sn �Xjpn � ds1jXjpn j�Æ1j Snpn j�K������ nXj=1 � 1n"+ EX2jn "�= n�2"n � = 2":Shlie�lih wenden wir uns den �3j{Termen zu:Da EX21 = 1 < 1 ist, gibt es zu gegebenem " > 0 ein n0, so dass f�ur allen � n0 und Æ wie im letzten ShrittEX21 1X1>pnÆ < ":gilt. Weiter ist f�ur n � n1 auhP�����Xjpn ���� > Æ� � "Hieraus folgt f�ur n � maxfn0; n1gnXj=1 j�3j j = ����E � 1ng0� Snpn�� 1ng0�Sn �Xjpn ��X2jn Z 10 g0� Snpn � (1� s)Xjpn�� g0�Sn �Xjpn � ds1jXjpn j>Æ������ nXj=1 � 2nE1j Xjpn j>Æjjg0jj+ 2n jjg0jjE �X2j 1jXjpn j>Æ��� 2jjg0jjP�����Xjpn ���� > Æ� + 2jjg0jjE �X2j 1jXjpn j>Æ�� 4"jjg0jj 156



Somit erhalten wir f�ur gegebenes " > 0 mit der obigen Wahl von Æ > 0 undK > 0: E �g0� Snpn�� Snpng� Snpn��= nXj=1 �1j + nXj=1 �2j + nXj=1 �3j� 2"+ 8"jjg0jj:Da " > 0 beweist dies das Theorem.Wir werden im folgenden eine zweite Methode (die historish erste) dar-stellen, den Zentralen Grenzwertsatz zu beweisen. Das wihtigste Hismittelhier�ur ist die sogenannte Fouriertransformierte eines Ma�es bzw. einer Zu-fallsvariablen . Sie wird wie folgt de�niertDe�nition 15.7 Es sei � ein endlihes Ma� auf R. Dann hei�t die durh�̂(x) := Z eixy�(dy) x 2 Rgegebene (komplexe) Funktion die Fouriertransformierte von �.Ist X eine reellewertige Zufallsvariable mit Verteilung PX , so hei�t P̂X dieharakteristishe Funktion von X. Sie wird auh mit 'X bezeihnet. Es giltnah dem Transformationssatz'X(x) = EeixX :Zun�ahst einige Beispiele.Beispiel 15.8 1. Wen a 2 R ist und �(a) = Æa das Dira{Ma� in a,dann gilt Æ̂a(x) = eixa; x 2 R:2. F�ur jede diskrete Verteilung � = P1n=1 �nÆan mit �n � 0, an 2 R undP�n = 1 gilt also �̂(x) = 1Xn=1 �neixan :157



Insbesondere ist f�ur die Binomialverteilung zu den Parametern n 2 Nund p 2 (0; 1) � = B(n; p) = nXk=1 �nk�pk(1� p)n�kÆkdie Fouriertransformierte durh�̂(x) = nXk=1 �nk�pk(1� p)n�keixk = ((1� p) + peix)n x 2 Rgegeben.F�ur die Poisson{Verteilung� = �� = 1Xk=0 e���kk! Ækfolgt analog �̂(x) = 1Xk=0 e���kk! eixk = e�(eix�1) x 2 R:3. Als n�ahstes berehnen wir die Fouriertransformierte der Standard{Normalverteilung. Sei �(dx) = 1p2�e� 12x2dx:Dann ist die Fouriertransformierte �̂ gegeben durh�̂(x) = 1p2� Z 1�1 eixye� 12 y2dy:Dieses Integral berehnen wir im folgenden. Sei hierzu 	 := �̂ und� = 1p2�e� 12x2. Dann l�ost � die Di�erentialgleihungy0 + xy = 0;wie man durh nahrehenen verifziert. Selbiges gilt auh f�ur 	. In derTat folgt aus 	(x) = Z 1�1 eixy�(y)dy158



durh Di�ernzieren unter dem Integral	0(x) = i Z 1�1 yeixy�(y)dyund mittels partieller Integrationx	(x) = Z 1�1 x eixy�(y)dy = [�ieixy�(y)℄1�1 + i 1inf�1 eixy�0(y)dy= i 1inf�1 eixy�0(y)dy;da � im Unendlihen verrshwindet. Da nun�0(y) + y�(y) = 0gilt, folgt x	(x) = �	0(x) f�ur alle x 2 R. Da nun p2�� und 	 dievorgelegte Di�erentialgleihung l�osen und beide f�ur x = 0 den Wert 1annehmen, folgt aus dem klassishen Existenz{ und Eindeutigkeitssatzf�ur lineare Di�erentialgleihungen, dass 	 = p2�� gilt, also�̂ = e� 12x2gilt.�Ahnlih zeigt man, dass f�ur die allgemeine Normalverteilung�(dx) = 1p2��2 e� 12(x�a� )2dx:gilt �̂(x) = eiax� 12�2x2:Wir werden im folgenden noh einige Eigenshaften der Fouriertransformier-ten sammeln.Theorem 15.9 F�ur die Fouriertransformierte �̂ eines jeden endlihen Ma-�es � auf R gilt1. �̂ ist gleihm�a�ig stetig.2. j�̂(x)j � k�k = �̂(0) f�ur alle x 2 R. Hierbei bezeihnetk�k := �(R):159



3. �̂ ist positiv semi{de�nit, d.h. f�ur endlih viele Punkte x1; : : : ; xn 2 Rund �1; : : : ; �n 2 C gilt nXs;t=1�s�t�̂(xs � xt) � 0:Beweis. 1.) � ist als endlihes Ma� auf R regul�ar, d.h. es gibt zu jedem " > 0eine kompakte Menge K � R mit �(K) < ". Somit ist� := supfjyj : y 2 Kg <1:Damit gilt f�ur y 2 K, x1; x2 2 R mit jx1 � x2j � Æ := "=�jeix1y � eix2yj � jyjjx1 � x2j � �jx1 � x2j � ":Dies impliziert shon die Stetigkeit von �̂, dennj�̂(x1)� �̂(x2)j � Z jeix1y � eix2yj�(dy)= ZK jeix1y � eix2yj�(dy) + ZK jeix1y � eix2yj�(dy)� "�(K) + 2�(K)� "(k�k+ 2)2.) Dies folgt unmittelbar aus der De�nition der Fouriertransformierten.3.) Auf der linken Seite der zu zeigenden Ungelihung steht ein �{Integralmit Integrandf(y) := nXs;t=1�s�tei(xs�xt)y = nXs=1 �seixsy nXt=1 �teixty = ����� nXs=1 �seixsy�����2 � 0:Somit ist auh R fd� � 0.Bemerkung 15.10 Ein Satz von Bohner besagt, dass umgekehrt auh jedestetig, positiv semide�nite Funktion Fouriertransformierte eines endlihenpositiven Ma�es auf R ist. Dies soll hier niht gezeigt werden.Die folgenden Aussagen zeigen, wie sih Operationen mit Ma�en in den zu-geh�origen Fouriertransfomierten widerspiegeln.160



Theorem 15.11 Es seien � und � Ma�e auf (R;B) und � 2 R. Dann gilt:i) ^�+ � = �̂+ �̂:ii) �̂� = ��̂:iii) ^� � � = �̂ � �̂:Beweis. i) und ii) sind klar.F�ur iii) erinnere man sih daran, dass � � � die Verteilung der Summe zweierunabh�angiger nah � bzw. � verteilter Zufallsvariablen ist. Also^� � � = Z eitxd(� � �)(x) = Z Z eit(x+y)d�(x)d�(y)= Z eitxd�(x) Z eityd�(y) = �̂ � �̂Korollar 15.12 Es seienX1; : : : ; Xn unabh�angige Zufallsvariablen und Sn =Pnj=1. Dann gilt 'Sn = nYj=1'Xj :Ein wesentliher Grund f�ur die N�utzlihkeit der Fouriertransfomierten ist derfolgende Satzt, der besagt, dass die Fouriertransformierte harakteristish istf�ur das zugrunde liegende Ma� (daher wird sie auh ofr harakteristisheFunktion genannt).Theorem 15.13 (Eindeutigkeitssatz f�ur Fouriertransfomierte) Es sei-en � und � endlihe Ma�e auf (R;B) mit �̂ = �̂. Dann gilt � = �.Korollar 15.14 Es seien X und Y reelle Zufallsvariablen mit VerteilungenPX und PY . Gilt dann 'X = 'Y , so gilt auh die Identit�at PX = PY .Zum Beweis von Satz 15.13 ben�otigen wir vorbereitend das folgende (tehni-she) Lemma.
161



Lemma 15.15 (Fouriershes Integraltheorem) Es sei f : R ! R Lebesgue{integrierbar und stetig. De�nieref̂(t) = Z f(x)eitxd�(x):Ist f̂ Lebesgue{integrierbar und stetig. De�nieref̂(t) = Z f(x)eitxd�(x):Ist f̂ Lebesgue{integrierbar, so gilt f�ur jedes x 2 R:f(x) = 12� Z f̂(x)e�itxd�(t):Beweis. F�ur feste s; x 2 R und alle t 2 R giltjf̂(x)e�itxe� s2t22 j = jf̂(x)jje� s2t22 j � jf̂(x)j:Da f̂ Lebesgue{integrierbar ist, de�niert�x(s) = 12� Z f̂(x)e�itxe� s2t22 d�(t)f�ur jedes x 2 R eine Abbildung von den reellen Zahlen in die komplexe Ebene.Wendet man den Satz �uber dominierte Konvergenz an, so erh�alt manlims!0�x(s) = 12� Z f̂(x)e�itxd�(t):Ferner erhalten wir aus dem Satz von Fubini�x(s) = 12� Z �Z f(y)eityd�(y)� e�itxe�s2t2=2d�(t)= 12� Z f(y) Z eit(y�x)e�s2t2=2d�(t)d�(y)Aus dem obigen Beispiel wissen wir, dass e� x22s2 die Fouriertransformierte derN (0; 1=s2){Verteilung, die bekanntlih die Dihteg0;1=s2(t) = jsjp2�e�s2t2=2162



besitzt. Daher ergibt sih f�ur x 2 R und s 6= 0�x(s) = 12�p2�jsj Z f(y) Z eit(y�x)dN (0; 1=s2)(t)d�(y)= 1p2�jsj Z f(y)N̂ (0; 1=s2)(y � x)d�(y)= 1p2�jsj Z f(y)e� (y�x)22s2 d�(y)Sei nun " > 0 vorgelegt. Aus der vorausgesetzten Stetigkeit von f folgt, dasses zu x 2 R ein Æx > 0 gibt, so dassjf(y)� f(x)j < " falls y 2 Ax := (x� Æx; x+ Æx):Da 1p2�jsj Z e� (y�x)22s2 d�(y) = 1folgt f�ur x 2 R und s 6= 0j�x(s)� f(x)j = 1p2�jsj ����Z (f(y)� f(x))e� (y�x)22s2 d�(y)����� 1p2�jsj �ZAx j(f(y)� f(x))j e� (y�x)22s2 d�(y)+ ZAx jf(y)j e� (y�x)22s2 d�(y) + ZAx jf(x)j e� (y�x)22s2 d�(y)�� 1p2�jsj �ZAx j"j e� (y�x)22s2 d�(y)+ ZAx jf(y)j e� Æ2x2s2 d�(y) + jf(x)jZAx e� (y�x)22s2 d�(y)�� 1p2�jsj ZAx j"j e� (y�x)22s2 d�(y)+ 1p2�jsj Z jf(y)j e� Æ2x2s2 d�(y) + jf(x)j s2Æ2x= "+ 1p2�jsj Z jf(y)j e� Æ2x2s2 d�(y) + jf(x)j s2Æ2x ;163



wobei wir in der letzten Ungleihung die Tshbyshev{Ungleihung verwandthaben. Da f�ur jedes x 2 R lims!0 e�Æ2x=2s2jsj = 0gilt ebenso wie lims!0 jf(x)jÆ2x s2 = 0wird die rehte Seite so klein wie wir wollen. Also giltlims!0�x(s) = f(x):Wegen lims!0�x(s) = 12� Z f̂(x)e�itxd�(t):zeigt das die Behauptung.Als zweites Lemma ben�otigen wirLemma 15.16 Es seien a < b 2 R und " > 0. De�niere den "{Hut g" : R !R verm�ogeg"(x) = x� a+ "" 1(a�";a)(x) + 1[a;b℄(x) + b� x + "" 1(b;b+")(x):Dann ist die Funktion ĝ"(t) = Z g"(x)eitxd�(x)Lebesgue{integrierbar �uber der komplexen Ebene C .Beweis. Sei  := a+b2 und d := b�a2 . F�ur t 6= 0 gilt dannĝ"(t) = Z g"(x)eitxd�(x) = Z b+"a�" g"(x)eitxd�(x)= Z d+"�d�" g"(y + )eityd�(y)eitwobei wir y = x�  substituiert haben. Wegeng"(y + ) = g"(�y + ); eity = os(ty) + i sin(ty)164



und den Symmetrien von os bzw. sin ergibt sihĝ"(t) = 2eit Z d+"0 g"(y + ) os(ty)dy= 2eit �Z d0 os(ty)dy + Z d+"d d+ "� y" os(ty)dy�Wegen ddy (1t sin ty) = os ty undddy �d+ "� y" sin ty � 1"t2 os ty� = d+ "� y" os tyfolgt ĝ"(t) = 2eit "(1t sin ty) ����d0 + �d+ "� y" sin ty � 1"t2 os ty�����d+"d #= 2eit �1t sin td� 1"t2 os t(d+ ")� 1t sin td + 1"t2 os td�= 2eit 1"t2 (os td� os t(d+ ")):Somit ist jĝ"(t)j = � 4="t2 f�ur alle t 6= 02("+ d) f�ur jtj � 1=(d+ ")also ist ĝ"(t) Lebesgue{integrierbar, wie behauptet.Nun k�onnen wir den Beweis des Eindeutigkeitssatzes erbringen.Beweis von Satz 15.13 . Seien a < b 2 R. Es seien ferner g" und ĝ" de�niertwie im vorherigen Lemma. Aus der Stetigkeit von g" und den vorhergehendenLemmata folgt: g"(x) = 12� Z ĝ"(t)e�itxd�(t):Damit folgt f�ur zwei endlihe Ma�e � und �Z g"(x)d�(x) = Z 12� Z e�itxd�(t)d�(x)ĝ"(t)e�itxd�(t)= Z 12� Z e�itxd�(x)hatg"(t)e�itxd�(t)= Z 12� Z �̂(�t)ĝ"d�(t)165



und Z g"(x)d�(x) = Z 12� Z �̂(�t)ĝ"d�(t):Aus �̂ = �̂ folgt also mit dem Satz von der majorisierten Konvergenz f�ur dasIntervall A = [a; b℄:�(A) = lim"!0Z g"(x)d�(x) = lim"!0Z 12� Z �̂(�t)ĝ"d�(t)= lim"!0Z 12� Z �̂(�t)ĝ"d�(t) = lim"!0Z g"(x)d�(x) = �(A):Da a; b 2 R beliebig waren, folgt der Beweis.Zum Beweis des zentralen Grenzwertsatzes mit Mitteln der Forurieranalysisben�otigen wir noh einen zweiten Baustein. Diesen wollen wir folgenderma-�en vorbereiten: Wendet man das Protmanteau{Theorem auf die Funktionensin(tx) und os(tx) an, so erh�alt manKorollar 15.17 � Es seien PN ;P Wahrsheinlihkeitsverteilungen �uber(R;B), so dass (PN ) in Verteilung gegen P konvergiert. Dann gilt auhf�ur die FouriertransformiertenP̂N (t)! P̂ f�ur allet 2 R:� Es seien Xn; X Zufallsvariablen , so dass Xn in Verteilung gegen Xkonvergiere, dann gilt auh'Xn(t)! 'X(t) f�ur allet 2 R:Wir fragen uns nun, ob wir vielleiht auh umgekehrt von der Konvergenz derFouriertransfomierten auf die Konvergenz der Verteilungen shlie�en k�onnen.Vorbereitend ben�otigen wir hierzuTheorem 15.18 (Satz von Helly) Es sei (Fn) eine Folge von Verteilungs-funktionen. Dann existiert eine Teilfolge (Fnj )j und eine Funktion F : R ! Rmit:� F ist rehtsseitig stetig monoton und nimmt Werte in [0; 1℄ an.� Fnj(x)! F (x) in allen Stetigkeitspunkten x von F .166



Zum Beweis be�otigen wir das folgende Lemma, das niht bewiesen werdensoll.Lemma 15.19 Es sei %0(r; s) := jr�sj1+jr�sj (r; s 2 R) und f�ur x; y 2 RN sei%(x; y) :=Xj�1 %(xj; yj)=2j:Dann besitzt A � RN genau dann einen kompakten Abshluss bzgl. %, wenndie Mengen fxj : x 2 Ag f�ur alle j beshr�ankt sind.Beweis des Satzes von Helly, Theorem 15.18. Es sei r1; r2; ::: eineAbz�ahlung von Q . Da die Fn als Verteilungsfunktionen allesamt beshr �anktsind, existiert nah dem vorigen Lemma eine Folge (nj) und y 2 RN , so dasslimj!1(Fnj (r1); Fnj(r2); : : :) = (y1; y2; : : :)in der %{Norm. De�niere F0(ri) := yi;dann ist limj!1(Fnj(r) = F0(r)f�ur alle r 2 Q . Nun sind die Fn Verteilungsfunktionen. Wir behaupten, dassdaher F (x) := inffF0(r) : r 2 Q ; r > xgdie gew�unshten Eigenshaften hat:1.) Zu x 2 R und " > 0 gibt es ein s 2 Q mit F (x) � F0(s) < F (x) + ". F�uralle y mit x � y < s gilt dannF (y) := inffF0(r) : r 2 Q r > yg � F (y)und F (y) � F0(s). Also F (x) � F (y) < F (x) + ":Somit ist F rehtsseitig stetig.2.) F ist shwah monoton steigend, da F0 die Eigenshaft besitzt.3.) Es gilt 0 � F (x) � 1, da die Fn die Eigenshaft besitzen.167



Es sei nun x ein Stetigkeitspunkt von F und " > 0. Dann gibt es es r; s 2 Qmit r < x < s undF (x)� " < F0(s1) � F0(s2) < F (x) + ":Dabei gilt f�ur alle j Fnj (s1) � Fnj (x) � Fnj (s2):Also folgt F (x)� " < limj!1Fnj(s1) � limj!1Fnj(x)� limj!1Fnj(s2) < F (x) + ":Da " > 0 beliebig war, folgt die Behauptung.Zuletzt be�otigen wir auh noh dass folgendeLemma 15.20 Die im Beweis von Satz 15.18 konstruierte Funktion F hateine Menge von Steigkeitspunkten C(F ); diedihtinR liegen.Beweis. De�niereD := fy 2 R : F ist niht (rehtsseitig) stetig in yg:Dann ist D abz�ahlbar, da es h�ohstens n Spr�unge der H�ohe 1=n geben kann.Daraus aber folgt shon die Behauptung.Nun haben wir alles bereit gestellt, um den folgenden Satz zu beweisen.Theorem 15.21 (Stetigkeitssatz) Es sei Pn eine Folge von Wahrshein-lihkeitsverteilungen �uber (R;B). Es gilt: Pn konvergiert genau dann in Ver-teilung gegen eine Wahrsheinlihkeitsverteilung P, wenn die Folge der Fou-riertransformierten P̂n gegen eine Funktion ' konvergiert, die in 0 stetig ist.' ist dann die Fouriertransformierte von P.Beweis. Dass aus der Verteilungskonvergenz die Konvergenz der Fourier-transformierten folgt, hatten wir ja shon aus dem Portmanteautehorem ab-geleitet. Die Fouriertransfomierte ist nah den einleitenden Bemerkungen zuFouriertransfomierten stetig, also auh stetig in 0.Konvergiere nun umgekehrt die Folge der P̂n f�ur alle t 2 R gegen eine Funk-tion ', die in 0 stetig ist. Sei Fn die Folge der zugeh�origen Verteilungsfunk-tionen. 168



Wir behaupten: Zu gegebenem " > 0 existiert eine kompakte Menge K � Rmit Pn(K) � 1� "f�ur alle n 2 N (dies nennt man die Stra�heit der Folge (Pn). Dies leiten wirfolgenderma�en her. Da '(0) = lim P̂n(0) = 1 und ' stetig ist in 0, existiertein Æ > 0 mit 1Æ Z Æ�Æ j1� '(t)jd�(t) < "2 :Aus dem Satz �uber dominierte Konvergenz folgt die Existenz eines n0, sodass 1Æ Z Æ�Æ j1� P̂n(t)jd�(t) < ":f�ur alle n � n0. Mit Hilfe des Satzes von Fubini ergibt sih also1Æ Z Æ�Æ j1� P̂n(t)jd�(t) = ZR 1Æ Z Æ�Æ j1� eitxjd�(t)dPn(x)= ZR�2� 2x sin ÆxÆ � dPn(x)� 2 Zfx:jxj> 2Æ g�1� 1jxÆj� dPn(x)� Pn �fx : jxj > 2Æg� :Damit ergibt sih f�ur K 0 := [�2Æ ; 2Æ ℄:Pn(K 0) = 1� Pn �fx : jxj > 2Æg� > 1� "f�ur alle n � n0. Durh eventuelle Vergr�o�erung kann man K 0 nun so zu einemabgeshlossenen Intervall K erweitern, dass auhPn(K) > 1� "f�ur alle n 2 N erf�ullt. Damit ist die Zwishenbehauptung bewiesen.Wir setzen den Beweis nun folgenderma�en fort: Nah dem Satz von Hellyexistiert eine Teilfolge (Fnj)j der Folge (Fn)n und eine rehtseitig stetige,monotone Funktion F0 : R ! [0; 1℄ mitlimj!1Fnj (x) = F0(x) f�ur alle x in denen F0 stetig ist:169



Um zu zeigen, dass in der Tat F eine Verteilungsfunktion ist, muss nohgezeigt werden, dasslimx!�1F0(x) = 0 und limx!1F0(x) = 1gilt. Dazu sei " > 0 beliebig. Nah der soeben bewiesenen Zwishenbehaup-tung gibt es eine kompakte Menge K � R mit Pn(K) > 1� " f�ur alle n 2 N .Nah der vorhergehenden Lemma gibt es einen Stetigkeitspunkt z von F0 mitF � fx 2 R : x � zg und somit mitFnj (z) � 1� " f�ur alle j 2 Nsowie F0(z) = limj!1 Fnj (z) � 1� ". Aus der Monotonie folgtF0(x) � 1� " f�ur alle x � z;also limx!1F0(x) = 1:Die zweite Eigenshaft zeigt man analog.Nun geh�ort zu F0 eine Wahrsheinlihkeitsverteilung P0. F�ur diese gilt dann,dass Pnj ! P0 in Verteilung:Nah dem ersten Teil des Satzes gilt dabei'0(t) = limn!1 P̂n(t) = limj!1 P̂nj (t) = P̂0(t)f �ur alle t 2 R. Insbesondere ist also '0 die Fouriertransfomierte von P0.Dann folgt aber aus dem Eindeutigkeitssatz f�ur Fouriertransfomierte, dassauh jede andere konvergente Teilfolge von (Fn) f�ur alle Stetigkeitspunktevon F0 gegen F0 konvergiert. Somit folgt wegen der Beshr�anktheit der Fn:limn!1Fn(x) = F0(x)f�ur alle Stetigkeitspunkte x von F0 und somitPn ! P0 in Verteilung;was zu zeigen war. 170



Wir k�onnen nun einen zweiten Beweis des Zentralen Grenzwertsatzes ange-ben.Zweite Beweis des Zentralen Grenzwertsatzes 15.1. Wir shreibenkurz � := EX1 und �2 = VX1 . Die Beweisstrategie ist es zu zeigen, dass dieFouriertransformierte von Sn := Pni=1(Xi � �)pn�2gegen die Fouriertransformierte der Standardnormalverteilung konvergiert.Sei 'Sn diese Fouriertransformierte (wir werden ganz generell in diesem Be-weis die Fouriertransformierte einer Zufallsvariablen Y mit 'Y (�) bezeih-nen). Dann gilt durh eine einfahe Transformation und unter Ausnutzungder Unabh�angigkeit der Xi:'Sn(t) = 'Pni=1(Xi��)(t=p�2)= nYi=1 '(Xi��)(t=p�2)Taylorentwiklung und Ausnutzung der identishen Verteilung und Zentrie-rung der Xi � � ergibt:'Sn(t) = �1 + i 1pn�2 E (Xi � �)� 12 t2n�2 E ((Xi � �)2) + r(t=pn�2)�n= �1� 12 t2n�2�2) + r(t=pn�2)�nmit einem Restterm r(t=pn�2), der der Identit�atlimt=pn�2!0 nr(t=pn�2)t2 = 0gen�ugt. Nun ist limn!1�1� 12 t2n�2�2) + r(t=pn�2)�n = e� 12 t2also limn!1'Sn(t) = e� 12 t2 :171



Dies aber ist die Fouriertransformierte der N (0; 1){Verteilung. Der Stetig-keitssatz liefert die BehauptungWir beenden dieses Kapitel mit einer kurzen Diskussion der Approximati-onsgeshwindigkeit im Zentralen Grenzwertsatz. In der Tat. will man diesenanwenden, beispielsweise f�ur Folgen von i.i.d. Zufallsvariablen , so ist nihtnur die Frage, dass die rihtig gewihtete Summe in Verteilung gegen die Nor-malverteilung konvergiert von Interesse, sondern auh die Frage, wie shnelldiese Konvergenz vonstatten geht. Dies ist der Inhalt des Satzes von Berryund Esseen:Theorem 15.22 (Berry/Essen): Es sei (Xi)i2N eine Folge von i.i.d. Zufalls-variablen mit EX31 < 1.Dann gilt f�ur jede N (0; 1){verteilte ZufallsvariableZ: supa2R ����P�Pni=1Xi � EX1pnVX1 � a�� P (Z � a)���� � CpnE (jX1 � EX1 j3).Es ist relativ eionfah zu beweisen, dass der numerishe Wert der obigenKonstante C kleiner ist als 6 und man kann ebenso zeigen, dass er gr�o�er istals 0:4. K�urzlih konnte Chistyakov zeigen, dass der Wert f�ur symmetisheVerteilungen C = 1p2� ist und damit eine alte Vermutung von Kolomogorovbeweisen.
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