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Aufgabe 1: Digitale Optionen 4 Punkte

Gegeben sei ein arbitragefreies Black-Scholes Modell mit deterministischer zeitabhéngiger
Volatilitdt o und deterministischer zeitabhingiger Zinsrate r. Beziiglich des dquivalenten
Martingalmafles erfiillt der Aktienpreisprozess also die Dynamik

dS(t) = S(t)(r(t) + o(t)dW*(t))
mit Anfangskurs Sop =z > 0.
1. Berechnen Sie den Preis eines digitalen Calls, der zum Zeitpunkt 7' die Auszahlung
1 liefert, wenn der Aktienpreis in T die Basis K > 0 {iberschreitet.

2. Berchnen Sie den Preis eines entsprechenden digitalen Puts, der zum Zeitpunkt T’
die Auszahlung 1 liefert, wenn der Aktienpreis die Basis K > 0 unterschreitet.

3. Berechnen Sie fiir beide Optionen die jeweilige Hedgestrategie.

4. Wie kann fiir eine Funktion A : (0, 00) — (0, 00) mit E*h(Sr) < oo der Preis eines
Derivates mit Auszahlung h(S7) durch die Preise von digitalen Optionen ausge-
driickt werden.

Aufgabe 2: 4 Punkte

Gegeben sei ein Black-Scholes Modell mit konstanter Volatilitdt o > 0 und Zinsrate r € R.
Sei C(x,t,0, K,r) der Preis einer Calloption mit Basis K, Laufzeit ¢ und Anfangsaktien-
kurs x > 0. Zeigen Sie fiir alle t > 0,2 > 0

1. Ay =0,Cl(x,t,0,K,1r) = ®(hy(x,1)) Delta der Option
2. Ty = 02C(z,t,0,K,r) = W;;—(\%)) Gamma der Option
3. kg = OxC(x,t,0,K,r) = —e " ®(hy(z,1)) Kappa der Option
4. V, = 0,C(x,t,0,K,r) = 2/t$p(hy(x,1)) Vega der Option
5. p=0.C(x,t,0,K,r) =tKe "®(hy(x,t)) Rho der Option

6. ©;, = 0,C(z,t,0,K,r) = %qﬁ(hz(x,t)) +rKe " ®(hy(x,t)) Theta der Option



z 1,2 2 _1.2
mit hy(z,t) = W,%(x,@ _ w

Interpretieren Sie die Ergebnisse.
Aufgabe 3: 4 Punkte

Wir betrachten einen Finanzmarkt, der die NFLVR Bedingung erfiillt und definieren, dass
es einen Martingalhedge fiir einen Claim C gibt, wenn ein previsibles H, ein z € R und
ein dquivalentes Martingalmafl P* existieren, so dass

T+ /TH(u)dS*(u) =C

gilt und (x + fot H(u)dS*(u))o<t<r €in gleichgradig integrierbares P*-Martingal bildet.

Zeigen Sie im Falle von beschrinktem C*, dass C' genau dann hedgebar ist , wenn es einen
Martingalhedge fiir C' gibt.

Aufgabe 4: Firmenwertansatz von Merton 4 Punkte

Der Firmenwertansatz von Merton ist eine Methode ausfallgefdhrdete Unternehmensan-
leihen mit Optionspreistheorie zu bewerten. Im urspriinglichen einfachsten Modell wird
eine Firmenwertentwicklung (X;) der Form

dX (1) = X (t)(pdt + odW (1))

mit Anfangswert zo > 0 angenommen. Weiterhin wird vorausgesetzt, dass Kapital auf
einem Geldmarktkonto sich mit der konstanten Rate r > 0 verzinst.

Ein Fremdkapitalgeber der Firma leiht der Firma einen Nominalbetrag F' fiir T' Zeitein-
heiten. Dieser Kredit kann dann zuriickgezahlt werden, wenn das Vermogen der Firma
zum Zeitpunkt 7' die Verbindlichkeit F' {ibersteigt. Reicht das Vermogen der Firma zum
Zeitpunkt T nicht aus, um die Verbindlichkeit vollstéandig zu begleichen, muss die Firma
Konkurs anmelden und die Konkursmasse zur weitestgehenden Begleichung der Schulden
benutzen.

Das Eigenkapital der Firma zur Zeit ¢ ist das Vermdgen zu diesem Zeitpunkt vermindert
um den Wert des Fremdkapitals zur Zeit ¢.

1. Bestimmen Sie unter der Annahme, dass das gesamte Fremdkapital nur von einer
Adresse gegeben wird, den Wert der Position des Fremdkapitalgebers. Hinweis: Wie
konnen Sie die Position des Fremdkapitagebers durch ein Derivat beschreiben.

2. Wie konnen Sie die Position des Figenkapitalgebers durch ein Derivat beschreiben
und wie kénnen Sie diese bewerten.
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