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Aufgabe 1: 4 Punkte
Wir betrachten einen Finanzmarkt mit Informationsverlauf gegeben durch zwei unabhéngige
Wiener-Prozesse Wi, W5 und nehmen an, dass unter einem subjektiven Wahrscheinlich-
keitsmafl P die augenblickliche Zinsrate eines Geldmarktkontos sich entwickelt entspre-
chend

dr(t) = b(a —r(t))dt + 5dWi(t) ,r(0) =ro >0
mit a, b, > 0.

Das Geldmarktkonto entwickelt sich also entsprechend

B(t) = exp( / r(s)ds)

fir alle t > 0.

Weiter ist in diesem Finanzmarkt eine Aktie mit Preisprozegeben S(t) gegeben durch

dS(t) = S(t)(udt + cdWs(t)) ,S(0) =9 >0
mit p € R0 > 0.

1. Ist das Modell arbitragefrei?
2. Ist gegebenenfalls das dquivalente Martingalmafl eindeutig?

3. Fiithren Sie einen Maflwechsel zu einem Wahrscheinlichkeitsmafl P* durch, so dass
die Dynamik der Zinsrate r erhalten bleibt und die der Aktie gegeben ist durch

dS(t) = S(t)(r(t)dt + odWy(t))
mit Wiener-Prozess Ws beziiglich P*.

4. Berechnen Sie fiir eine Call-Option mit Laufzeit T'



Aufgabe 2: 4 Punkte

Seien W ein Wiener-Prozess auf einem filtrierten Wahrscheinlichkeitsraum (2, (§¢)o<t<7, P)
und S eine Losung der stochastischen Differentialgleichung

dS(t) = S(t)(u(t)dt + o(t)dW (t))

fir alle 0 < ¢t < T bei einem Anfangswert S(0) > 0. Sei weiter P* ein zu P dquivalentes
Wahrscheinlichkeitsmafl mit Dichtequotientenprozess

L, = exp (- /O t@(s)dW(s) - % /0 t 02(s)ds)

fiir alle 0 < ¢ < T fiir einen vorhersehbaren Prozess 6, der fOT 6(s)ds < oo erfiillt.
Schlieflich sei S*(t) = exp(— f(f r(s)ds)S(t) definiert fir alle 0 < t < T mit r(t) =
p(t) = 0(t)o(t).

1. Bestimmen Sie einen vorhersehbaren Prozess H (t)o<t<r mit fot H?(s)o?(s)ds < oo
fiir alle 0 <t < T und ein Anfangskapital Vj, so dass

Li — Vo + /0 H(t)dS*(t)

T

gilt.

2. Ist 0 eine deterministische Funktion, so bestimmen Sie fiir v > 0 einen vorherseh-
baren Prozess H(t)o<t<r mit fot H?(s)o*(s)ds < oo fiir alle 0 < ¢t < T und ein
Anfangskapital V;, so dass

1 T
i = Vo—i—/ H(t)dS*(t)
T 0

gilt.
Aufgabe 3: 4 Punkte
Seien W ein Wiener-Prozess und S eine Losung von
dS(t) = S(t)(rdt + cdW (t))

mit Anfangswert S(0) > 0 , wobei r € R eine konstante Zinsrate und ¢ > 0 eine kon-
stante Volatilitdt bezeichnen. Bestimmen Sie den Preis eines Derivates, dass in T' > 0 die
Auszahlung S(T)“ mit « € R liefert, i.e.

Ee"™S(T)".
Berechnen Sie ferner den Preis einer Call-Option auf S(77)%, i.e.

Ee™(S(T)* - K)*.
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