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1.Beschreibung des Modells

Der Wahrscheinlichkeitsraum besteht aus
* einer endlichen Menge Q mit Q = { wy, w,, ..., wy}
* einem Wahrscheinlichkeitsmal® P, so dass P(w,) = p,,> 0, fir n =1,...,N gilt
* einer aufsteigenden Folge (F;); von o-Algebren auf Q, mit t = 0,...,T und einer
natlrlichen Zahl T 2

2. No-Arbitrage und die Fundamentalsatze der Preistheorie
F£ 2 Menge aller selbstfinanzierenden Handelsstrategien
Anmerkung: L®(Q,F,P), LY(Q,F,P), L°(Q,F,P) etc., sind isomorph zu R".

Definition 2.1. Ein Vektorraum K c LO(Q,F,P) definiert durch K={ (H - S); |H € #}
bezeichnet die Menge der bedingten Claims, die hedgebar sind zum Preis 0.

Fur a € R, ist die Menge der bedingten Claims, die zum Preis a hedgebar sind, definiert durch
den affinen Raum K,=a+K={a+ (H-S);| He ##,aeR}.

Definition 2.2. Ein konvexer Kegel C c L®(Q,F,P) definiert durch
C={gelL”(QFP)|es ex. f e Kmitf> g} bezeichnet die Menge der bedingten Claims, die
super-replizierbar sind zum Preis O.

Fir a € R, ist die Menge der bedingten Claims, die super-replizierbar sind zum Preis a
definiert durch C;=a +C.

Definition 2.3. Ein Finanzmarkt S genligt den No-Arbitrage Bedingungen (NA), falls
K N L8 (Q,F,P) = {0} gilt oder dquivalent dazu
C N L%(Q,F,P) = {0}, wobei 0 die Nullfunktion bezeichnet.

Proposition 2.4. Geniigt S den (NA), dann ist C N (-C) = K.

Beweis: Dass ,, K € C N (-C)“ gilt ist klar.

Seinun ge CN(-C). Dannist g = f; - hy mit fie K, hye LY und g = f, + h, mit f,e K, hye LY.
Dann gilt f; — f, = hy+ hy € LY. Daherist f; — f,e KN LY = {0}. Somit folgt f; = f, und
hy + h,=0, daher h; = h,=0. Insgesamtistg=f; = foe K. g.e.d.

Definition 2.5. Ein Wahrscheinlichkeitsmal} Q auf (Q,F) heillt dquivalentes MartingalmaR fir
S, wenn Q ~ P und S ein Martingal bzgl. Q ist, d.h. falls E[S; 1 | F¢] = S; gilt fur t=0,...,T-1.



ME€(S) 2 die Menge der dquivalenten MartingalmaRe
M%(S) £ die Menge aller MartingalmaRe. Das a steht fur absolut stetig bzgl. P.

Lemma 2.6. Fiir ein W-Mal Q auf (Q,F) sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(i) QeM“(S)
(ii) Eq[f]=0firallefekK
(iii) Eq[ g1 <0, fur alle g e C.

Beweis:
(i)=(ii): Zunachst kann festgestellt werden, dass fir ein Q-Martingal S und eine
vorhersehbare Strategie H; folgendes gilt:
EQ[ HtASt | Ft—l 1= EQ[ Z;i=1 HZ(SZ _St]_l) | Ft—l ]
=Yf 1 H] EglS/=S] | F.11=0
Folgendes zeigt, dass (H - S); ein Q-Martingal ist:
Eol(H-S)¢ | Femq 1= Epl Zé:l Hg ASg+H AS; | Frq ]
=(H- 8¢
Insbesondere ist Eq[ (H- S);]=(H"-5)¢ (da (H-S); ein Martingal ist)
(ii)=(i): Sei A eine beliebige F;_;messbare Menge.
Betrachte die Strategie
H(w,s)=1, Lit-1,4 (s).
Dannist (H:S); =14 (S — S¢_1)
und (ii) impliziert Eg[1,(S; — S¢-1)]1 =0
© Eo[ St |Feq]=S¢-1
— Sist ein Q-Martingal.
(iii)—(ii): Ergibt sich mit K € C.
(i) (iii): Gelte (ii): Eq[ f] =0, fur alle f € K. Nun gibt es nach Definition von C flr alle g € C, ein
feKmitf>g.
Dannfolgt Eg[g] < Eog[f]=0.Somit Ep[g]<0. g.e.d.

Theorem 2.7. (1. Fundamentalsatz der Preistheorie)
Fir ein Finanzmarktmodell S auf einem endlichen W-Raum (Q,F,P) sind die folgenden
Aussagen aquivalent:

(i) Sgenlgtden (NA)

(ii) Me(S) # @.

Korollar 2.8. Genlige S den (NA) und sei f € L*(Q,F,P) ein hedgebarer bedingter Claim.
Sei also f von der Form f=a + (H - S)+ (*) fiir ein a € R und eine Strategie H.
Dann sind die Konstante a und der Prozess (H-S), eindeutig bestimmt durch (x) und
erflllen, fur jedes Q € M®(S), die Gleichungen:
a=Eqlf] (1)
at+(H-S);=Ey[f|F ]furO<t<T. (2)



Beweis:

Eindeutigkeit der Konstante a € R:

Angenommen es gibt zwei Darstellungen f = al + (H! - S); und f = a? + (H? - S); mit

al #a%. 0.B.dA koénnen wir al>a? annehmen und erhalten somit eine
Abitrageméglichkeit durch Verfolgen der Strategie H>—H?.

Wir erhalten also 0 < a — a? = ((H? — HY) - ).

Die Handelsstrategie H2—H? fiihrt zu einem strikt positiven Ergebnis in T, im Widerspruch zu
den (NA).

Eindeutigkeit des Prozesses H-S:

Angenommen es gibt wieder zwei Darstellungen f = a + (H'-S); und f = a + (H?-9S);.
Wobei die Prozesse (H! - S) und (H? - S) nicht identisch sind. Dann gibt es ein 0 <t <T, so
dass (H! - S), # (H? - S), gilt.

Allgemein kénnen wir A := { (H - S), > (H? - S), } als ein nicht leeres F, messbares Ereignis
annehmen. Unter Verwendung von (H! - S); = (H? - S)r, ist die Handelsstrategie

H:=(H? — HY) 1,1, 1) ein vorhersehbarer Prozess der ein Arbitrage erméglicht, mit

(H - S)7 = 0auBerhalb von A und

(H-S)p = (H?-S)y —(H? - ), —(H' - S)7 + (H - S); = (H' - S); —(H?-S); >0

auf A gilt, im Widerspruch zu den (NA).

Die Gleichungen (1) und (2) ergeben sich aus der Tatsache, dass fiir jeden vorhersehbaren
Prozess H und jedes Q € M¢(S), H-S ein Q-Martingal ist. g.e.d.

Wir bezeichnen mit

cone(Mé€(S)) :={aQ |a=0und Q € M®(S) } und mit

cone(M%(S)) :={aQ |oao=0und Q e M4(S) }

die Kegel, die erzeugt werden durch die konvexen Mengen M¢(S) und M4(S).

Definition 2.9. Ein Paar von Vektorrdumen (E, F) Gber einem Koérper K, heildt Dualitatspaar,
falls eine bilineare Abbildung <-->:E X F > Rex, sodass<x,y>=0,firallexeE, y=0
impliziert und so dass < x,y > =0, fur alley e F, x = 0 impliziert.

In unserem endlich dimensionalen Fall, seien E = L*(Q,F,P) = RN und F = LY(Q,F,P) = R" diese

Vektorraume.

Definition2.10. Fiir ein Paar von Vektorrdumen (E, F) ist die Polarmenge von C definiert
durch C° :={fe L}(Q,FP) |<g,f >< 1firallegeC}.

Ist C ein konvexer Kegel, dann ist die Polarmenge ebenfalls ein konvexer Kegel und die
Polarmenge kann auch folgendermaBen definiert werden

Co:={fe LNQ,FP) | <gf><O0furallegeC}.

Insbesondere gilt, fiir C abgeschlossen und konvex mit 0 e C: (€°)° = C.



Die folgende Proposition 2.11. gibt Auskunft Gber den Zusammenhang von cone(M“(S)) und
der Menge C.

Proposition 2.11. Geniige S den (NA). Dann gilt:
1) C° =cone(M%(S)) und
2) ME(S) ist dicht in M%(S).
Und damit folgt die Aquivalenz folgender Aussagen fiir ein g € L°(Q,F,P):
(i) geC
(i) Eqlg]=<0,firalle Q e M%(S)
(iii) Eg[ g1 < O, fur alle Q e M®(S).

Beweis:
Zul):
,cone(M%(S)) c C°“

Sei aQ € cone(M%(S)) mit a >0 und Q € M4(S). Dann ist mit Lemma 2.6.

d
Eaql 8] = Eol 58]

=aEp[g]<O0furallegeC.
Also aQ € C°.
,C%c cone(M%(S))“:
Es ist L2(Q,F,P) c C, weil die Elemente aus L*(Q,F,P) von 0 € K dominiert werden kdnnen.
Weiter ist C°c LY (Q,F,P). (Angenommen es gilt nicht, so lassen sich zwei Vektoren
konstruieren, die jeweils an der i-ten Stelle eine negative Komponente aufweisen. Dann
ergibt sich jedoch < g, f > > 0 im Widerspruch zur Definition von C°)
D.h. dass fe C° c L (Q,F,P) geschrieben werden kann als f = aQ, fiir ein @ = 0 und ein W-
Mal Q.

aQ

Dann istOZEf[g]=EaQ[g]=EQ[‘2—Qg]=aEQ[g]fUraIIegeC.

Was ja mit Lemma 2.6. bedeutet, dass Q € M4(S) ist und somit aQ cone(M%(S)) liegt.
Zu 2):

Da S den (NA) genligt, ex. mit 2.7. ein Qe M¢(S).

Furalle Q e M*(S)und 0 < u < 1ist uQ*+ (1-u)Q € M*(S), denn:

d(uQ 2((21— M)Q)lFt]

dpQ*  d(1-w)Q
=EQ[St+1(Z_Q+d_QM)|Ft]

EuQ*+ (1—u)Q[ St+1 |Ft] = EQ [St+1

duQ* a((1-wQ)
= Eg[St41 Z_QlFt] + Eg[St41 d—QM|Ft]

= UEQ+[Se41lFe] + (L — ) EQ[Ses1|Fe]
=uSe +(1-p)Se =S¢

zu uQ*+ (1-u)Q ist dquivalentes MartingalmaR zu P:

zu zeigen ist ja also (uQ*+ (1-u)Q)(N) =0 < P(N) = 0:

(uQ*+ (1-u)Q)(N)=0—- Q*(N)=0 < P(N)=0

P(N) =0 — (uQ*+ (1-u)Q)(N) = 0, da Q von P dominiert wird



Somit ist uQ*+ (1-1)Q Element aus M€(S).

(i)—(iii): Sei g € C. Da S den (NA) genugt ist M¢(S) nicht leer (2.7.) und nach Lemma 2.6. gilt
Eqlgl<0,firalle Q e Mé(S).

(ii) = (iii): M®(S) € M%(S).
(i) (ii): M®(S) ist dicht in M%(S)

(ii)—>(i): Es gelte (ii): Eg[ g ] < Ofiir alle Q € M?(S). Dies ist dquivalent zu aE,[ g] < 0 fir
o = 0 und fur alle Q € M4(S). Nun wissen wir, dass mit dem 2.11. folgendes gilt:
(cone(M%(s)))°=(C%°=cC.
Es ist also cone (M%(s)):={aQ |a =0, Q e M*(S) } und
(cone(M(s)))°:={fe LYQ,F,P) | E,[f] < O fur alle ze cone(M%(s)) },
wobei z folgende Gestalt hat:
z:=aQ mita=0und Q e M%(S).
Angenommen: g & C= (cone(M%(s)))°.
So existiert ein z, € cone (M%(s)) mitE, [g] > 0

© es ex. zg € cone (M?(s)) mit Ej [g‘?—QQ] >0
© es ex. Zg € cone (M%(s)) mit aEy[ g ] > 0 mita =0 Z zu (ii).

Somit ist g e C. g.e.d.
Ahnlich kann auch die folgende Proposition bewiesen werden.

Proposition 2.12. Gentige S den (NA). Dann sind fur f € L* folgende Aussagen dquivalent:
(i) fekK,d.h.f=(H-S)y fir eine Strategie H ¢ 7
(ii) Eq[f]=0,furalle Q e M®(S)
(iii) Eq[ f1=0, fir alle Q € M4(S).

Beweis:

(i)—(ii): Sei f € K. Dann ist mit Proposition 2.4.f e C N (-C).

Firfe Cist E4[ f] < Ofiiralle Q e M*(S).

Firfe(-C)ist E5[ f]1 = 0 fir alle Qe M*(S).

Somit folgt E,[ f]=0, fiir alle Q € M*(S).

(ii)—>(iii): M€(S) liegt dicht in M%(S)

(iii) > (ii): M&(S) € M4(S)

(iii)—(i): Gelte (iii): Fur alle Q e M%(S) ist E5[ f] = 0.

Betrachte dazu den Beweis zu 2.11. (ii)—(i), fir den Fall E5[ f] = 0.

Dann ist gezeigt, dass f € Cist.

Nun gilt mit 2.11. weiter: Ep[ f] < 0 fir f e Cund
Eo[-f]<Ofur-feC —»fe-C



und somit folgt insgesamt f € C N (-C) = K mit 2.6. g.e.d.

Korollar 2.13. Genlige S den (NA) und sei f e L” mit Eq[ f] = a, fir alle Q e M4(S).
Dannistf=a+ (H- S) fir eine Strategie H. g.e.d.

Korollar 2.14. (2. Fundamentalsatz der Preistheorie)
Genligt S den (NA). Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:
(i) Meé(S) besteht aus einem Element Q bzw. ist eine Ein-Punkt-Menge
(i) Jedes f € L*(Q,F,P) kann durch f = a + (H - S)7 fiir ein a € R und ein H € # dargestellt
werden.
In diesem Fall sind a = E[ f ] und das stochastische Integral H-S eindeutig bestimmt und man
erhdlt Eo[f | Ft1=Eg[f]+(H-S), flirt=0,..T. g.e.d.

3.Preisfestsetzung fiir nicht hedgebare Claims

Betrachten wir den linearen Raum erzeugt durch K und den Vektor (f-a), so erhalten wir den
erweiterten Raum K%, der hedgebaren Claims. Der Preis a sollte so sein, so dass
Arbitragemaoglichkeiten nicht existieren.

Bemerkung: Gilt K2 n LY = {0}, so sagen wir, dass a ein arbitragefreier Preis flr einen
bedingten Claim fist.

Theorem 3.1. (Preisfestsetzung fiir nicht hedgebare Claims)
Genlge S den (NA) und sei f € L*(Q,F,P) ein nicht hedgebarer Claim, so sind die obere und
die untere Grenze fir den fairen Preis bestimmbar:
Definiert sei dazu die untere Grenze durch:
m(f)=inf{Eo[f]|QeM(S)},
und die obere Grenze durch:
m(f)=sup{Eo[f]|QeM(S)} (%)
1) Gilt & =, so ist f hedgebar zum Preis 1(f) := «(f) = (f), d.h. f = (f) + (H - S) flr ein
H e # und r(f) ist der eindeutig bestimmte arbitragefreie Preis fiir f.
2)Giltm <@, soist]m, m[={ EQ[ f]1] Q@ eM®(S) }ein offenes, nicht leeres und beschranktes
Intervall und a ist ein arbitragefreier Preis fir f gdw. a in dem Intervall | &, 7T [ liegt.

Beweis:
Im Falle von r = 7T, folgt die Behauptung mit Korollar 2.13.

Im Falle von T < 7, ist zu zeigen, dass die Menge { EQ[f] | @ e Mé(S) } =: T ein offenes,
nicht-leeres und beschranktes Intervall in R ist:



I ist nicht leer:
Da S den (NA) genlgt, gilt mit 2.7. M¢(S) # @. Somit gibt es ein Q € M¢(S), so dass
Eo[f]el.

L ist ein Intervall:

Seiae]m, .

3Q,eMé(S)mitEy [fl=a;e]a, m—p[und
3Q,eMé(S)mitEy,[fl=a€e]lm—p,al.

Dannex.T€(0,1) mita=ta; +(1—-71)ay, und Q =70, + (1 -1)Q,.
Somitist E5[f]=ael.

aistin I gdw. a ein arbitragefreier Preis fur f ist:

»—"“Sei ael, danngibt esein Q e M*(S), so dass Eyx[ f] =a < Eg[f—a]=0und somit
K% n L7 = {o}.

< Gelte Kf2 n LY ={0}. Dann lasst sich entsprechend wie im beweis von 2.7. ein W-MaR Q
finden, so dass E5[ g] =0 firallege K% und so dass Q dquivalent zu P ist. Dieses impliziert,
dass Q e M¢(S) istund a=E,[ f].

Nun zeigen wir, dass I offen und beschrankt ist:

Wir betrachten also den Fall T < 7.

Gelte a = 7t(f) € I (rechte Grenze). Betrachte den bedingten Claim f—7z(f).

Nach Definition gilt Eo[ f — (f) ] < O fiir alle @ € M®(S) und somit ist mit 2.11. f—7z(f) € C.
Wahle g € K so, dass g = f — 7(f). Ist das Supremum in (*) erreicht bzw. gibt es ein

Q*e M®(S), so dass Ey+[ f ] =7(f) gilt, dann ist 0 = Ey+[ g ] = Eo+[ f —7(f) ] = 0. Hinsichtlich
Q*~P impliziert dies f—m(f) = g. Somit ist f hedgebar zum Preis 7(f). Dieses wiederum
impliziert Eq [ f ] = 7(f) fur alle Q € M®(S) und somit ldsst sich I auf die einelementige Menge
{m(f)} reduzieren. Demzufolge kann bei t < @, @ nicht Element von I sein. Also ist I
rechtsseitig offen.

Gelte a = m(f) € I (linke Grenze). So kdnnen wir durch einen Wechsel von f zu —f analog
vorgehen und zeigen, dass I auch linksseitig offen ist.

Es ergibt sich somit I=] r, 7T [. g.e.d.

Theorem 3.2. (Superreplication)

Genuge S den (NA). Dann gilt fur f € L*:

mt(f)=sup {Eq[f] | Q e M®(S) }
=max{Ep[f]| Qe M*(S)}
=min{alesex.einkeK,a+k>f}

Beweis:
Wie bereits in 3.1. gezeigt, ist f—m(f) € C und daher



f=m(f)+gfirallegeC
=7(f)+ k—hfireinke Kundhe LY
<m(f)+k fareink e K
Das zeigt, dass 7T(f) = inf { a]es ex.einkeK,a+ k> f}.
Wir werden zeigen, dass es fir den Fall (f) > a kein Element k € K mit a + k > f gibt. Daraus
folgt dann schon, dass 7(f) = inf { a]es ex. ein k € K, a + k > f } gelten muss und dass das
Infinimum gleichzeitig das Minimum ist.
Angenommen es gilt (f) > a.
Dann gibt es ein Q € M®(S), mit E[ f] = 7(f) > a.
Aber dieses impliziert, dass fiir alle k € K gilt, dass
Egla+k]=a+Ey[k]
=a+0
=a<Ep[f] %“zua+k=f. g.e.d.



