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Aufgabe 40. (6 Punkte)

a) Geben Sie einen Wahrscheinlichkeitsraum (€2, A, P und eine Folge (A, )nen in A an, so
n) =

)
dass >°7 | P(A,) = co und dennoch P(lim A 0g
n)

b) Sei (Q, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und (A, ),en eine Folge in A. Zeigen Sie, dass
P(lim A,) =1, falls > 7  P(AN A,) = oo ist fiir alle A € A mit P(A) > 0.

c) Sei (2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und (A,,),en eine Folge in A. Zeigen Sie, dass

P(lim A,) <1—P(A) fir alle Ae Amit ) 7 P(ANA,) < o0

Aufgabe 41. (6 Punkte)
(Xn, n € N) seien reelle ZufallsgroBen. Zeigen Sie:

a) Es gibt eine Folge (¢,)nen in ]0, 00[, so dass Y~ ¢, X, P-f.s. konvergiert.

b) Sei zusétzlich P(X,, # 0 oo oft)= 1. Dann gibt es eine Folge (¢, )nen in R mit P(|c, X,,| > 1
oo oft)= 1.

Hinweis: Lemma von Borel-Cantelli. In der Aufgabe werden keine Unabhéngigkeitsannahmen
gemacht.

Aufgabe 42. (6 Punkte)

(Xo)nen seien reelle ZV, und 7o, = (), 0(Xn, Xpt1,...) sei die o-Algebra der
(X,,)-terminalen Ereignisse. (a)neny und (by)nen seien Folgen reeller Zahlen mit b, > 0,
lim b, = oo, und es sei a € R. Zeigen Sie:

a) lim X, lim X,,, M(é > 1 Xi — a,) sind (X, )-terminale ZufallsgréBen (d. h. sie sind
(7o, B)-messbar).

b) {lim X,, = a}, {(2 X7 X;, n € N) konvergiert}, {(37 X;, n € N) konvergiert} sind
(X, )-terminale Ereignisse.

¢) {lim Y 7 X; = a} ist i.a. nicht (X,,)-terminal.

Aufgabe 43. (6 Punkte)

Sei (2, A, P) = Q,cn(R,B,Q), wobei @ ein Wahrscheinlichkeitsma$ auf (R,B) ist. Weiter
sei S : RN — RN der Shift-Operator, d. h. S((2,)nen) = (Tni1)nen, und Z = {A € BY :
S71(A) = A} das System der shift-invarianten Mengen. Zeigen Sie, dass P(A) € {0,1} ist
fiir alle A € 7.

Hinweis: {0, 1}-Gesetz von Kolmogorov.



