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Aufgabe 26. (6 Punkte)
(Ω,A, µ) sei ein Maßraum, ∅ 6= Q ⊂ R sei offen, und g : Ω×Q → R sei eine Abbildung mit
den folgenden Eigenschaften:

(i) g(·, t) ist µ-integrierbar für alle t ∈ Q.

(ii) g(ω, ·) ist differenzierbar für µ-fast alle ω ∈ Ω.

(iii) Es gibt eine µ-integrierbare Funktion h : Ω → R mit | ∂
∂t

g(·, t)| ≤ h ∀ t ∈ Q.

Zeigen Sie: Die Funktion G : Q → R, G(t) =
∫

g(ω, t)µ(dω) ist differenzierbar, und es gilt

G′(t) =

∫
∂

∂t
g(, ω, t)µ(dω).

Aufgabe 27. (6 Punkte)
f : R→ R sei Lebesgue-integrierbar. Zeigen Sie:

a) x 7→ F (x) :=
∫

]−∞,x]
f(t)λλ(dt) ist gleichmäßig stetig.

b) Ist f stetig in x0, dann ist F differenzierbar in x0, und es ist F ′(x0) = f(x0).

Aufgabe 28. (6 Punkte)
(Ω,A, P ) sei ein Wahrscheinlichkeitsraum, f : (Ω,A) → (R,B) sei messbar,
und es sei 0 < p < ∞. Zeigen Sie:

a) ‖f‖p < ∞ ⇒ limn→∞ npP (|f | > n) = 0.

b) limn→∞ npP (|f | > n) = 0 ⇒ ‖f‖α < ∞ ∀ 0 < α < p.

c) Die Umkehrung in b) gilt nicht.

Hinweis zu b), den Sie ohne Beweis verwenden können. Es ist

∫
|f |α dλλ = α

∫
tα−1P (|f | > t)λλ(dt)

.



Aufgabe 29. (6 Punkte)
(Ω,A, P ) sei ein Wahrscheinlichkeitsraum, und es sei (fn, n ∈ N0) ⊂ L1(P ). Zeigen Sie, dass
die beiden folgenden Aussagen äquivalent sind:

(i) ‖fn − f0‖ → 0.

(ii) ‖fn‖ → ‖f0‖ und P (|fn − f0| > ε) → 0 ∀ ε > 0.

Hinweis. (fn, n ∈ N) besitzt eine Teilfolge, die für P -fast alle ω ∈ Ω konvergiert.


