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Titelbild: Kurzzeitige Verschmelzung zweier Quasiteilchen. Dargestellt sind
die Aktivatoriso�achen einer kurzzeitigen Quasiteilchenverschmelzung zu den
Zeitpunkten t=26, t=66 und t=88, wobei die Parameter dieser Simulation
mit den Angaben in Abbildung 4.5 �ubereinstimmen. Da die Vektoren die Lauf-
richtung der Quasiteilchen anzeigen, wird deutlich, dass sich zwei Quasiteil-
chen frontal aufeinander zu bewegen. Bei dem Zusammensto� bilden sie einen
Verschmelzungszustand, der in einen Aktivatortorus �ubergeht. Aus diesem bil-
den sich durch Symmetriebrechung zwei neue Quasiteilchen aus, die sich von
dem Verschmelzungspunkt fortbewegen. Ein Film, der die Ausbildung des Ak-
tivatortorus zeigt, be�ndet sich auf der beigelegten CD-ROM (Vgl. Anhang
D).
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Zusammenfassung

In der vorliegenden Diplomarbeit werden dissipative Quasiteilchen als L�osun-
gen dreidimensionaler Reaktions-Di�usions-Systeme untersucht. Dazu wer-
den die f�ur diese Arbeit grundlegenden L�osungen der Systeme diskutiert
und ein Programm vorgestellt, das die gekoppelten partiellen Di�erentialglei-
chungen der Reaktions-Di�usions-Systeme auf dreidimensionalen Grundge-
bieten l�ost. Anhand der numerischen Simulationen eines dreikomponentigen
Systems wird die Bifurkation von station�aren zu laufenden Quasiteilchen mit
analytischen Ergebnissen verglichen. Desweiteren wird der Teilchencharakter
dissipativer Quasiteilchen durch Sto�prozesse verdeutlicht, wobei elastische
St�o�e, Quasiteilchenvernichtungen und kurzzeitige Quasiteilchenverschmel-
zungen dokumentiert werden. Dar�uberhinaus wird in einem zweikomponen-
tigen Reaktions-Di�usions-System die Entstehung dissipativer Quasiteilchen
in der Folge von Turing-Destabilisierung untersucht.
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Einleitung

Das wohl bekannteste Beispiel f�ur Strukturbildung in der Natur sind die
vielf�altigen Fellzeichnungen von S�augetieren. Diese entstehen in den Pig-
mentzellen (Melanocyten) der untersten Hautschicht, die im Wesentlichen
einen braun-schwarzen oder einen gelben, r�otlich-orangen Farbsto� (Eume-
lanin oder Phaeomelanin) produzieren k�onnen. Welcher Farbsto� von den
Pigmentzellen erzeugt wird, h�angt nach James D. Murray von bisher unbe-
kannten chemischen Aktivatoren und Inhibitoren ab, die die Struktur der
Fellzeichnung zu einem bestimmten Zeitpunkt der Embryonalentwicklung
festlegen [Murray 1988].
Ein mathematisches Modell, das auf der Wechselwirkung zwischen Akti-
vatoren und Inhibitoren beruht und in der Simulation den Fellzeichnun-
gen �ahnliche Muster aufweist, wurde bereits 1952 von Turing vorgestellt
[Turing 1952], wobei die von Turing diskutierten Destabilisierungen, die zu
punkt- oder streifenf�ormigen Mustern f�uhren, nicht nur in der belebten, son-
dern auch in der unbelebten Natur gefunden werden. Als Beispiel hierf�ur

Abbildung 1: Die Fellzeichnungen der Hauskatze Jo-
schi (felis catus) als Beispiel f�ur Strukturbildung in der
belebten Natur. James D. Murray f�uhrt die Strukturie-
rung der Fellzeichnung auf bisher unbekannte chemische
Aktivatoren und Inhibitoren zur�uck, die zu einem be-
stimmten Zeitpunkt der Embryonalentwicklung mit den
Pigmentzellen der untersten Hautschicht (Melanocyten)
wechselwirken. Diese produzieren unter dem Einuss
der Aktivatoren und Inhibitoren verschiedene Farbstof-
fe, von denen es im Wesentlichen zwei Sorten gibt: Den
braun-schwarzen Farbsto� Eumelanin und den gelben
oder orange-roten Farbsto� Phaeomelanin.

1



EINLEITUNG 2

m�ogen chemische Reaktions-Di�usions-Systeme [De Kepper et al. 1994] und
Gleichspannungs-Gasentladungs-Systeme [Ammelt et al. 1998] genannt wer-
den, wobei im Letzteren die Muster in Form von regelm�a�ig angeordneten
Leucht-Filamenten entstehen.
In diesem dissipativem System wirkt der Stromuss durch Ladungstr�agerver-
vielfachung aktivierend, w�ahrend der erh�ohte Stromuss gleichzeitig zu einem
Abfall der Spannung f�uhrt, was sich inhibierend auf den Stromuss aus-
wirkt. Durch die Abbildung dieser Eigenschaften auf ein zweilagiges elektri-
sches Netzwerk mit nichtlinearemWiderstand, konnte ein zweikomponentiges
Reaktions-Di�usions-System hergeleitet werden [Purwins, Radehaus 1988].
Ber�ucksichtigt man in diesem System einen maximalen Stromuss in
Form einer globalen R�uckkopplung, so zeigen numerische L�osungen des
zweikomponentigen Reaktions-Di�usions-Systems dieselben Strukturbildun-
gen wie das Gleichspannungs-Gasentladungs-System [Or-Guil et al. 1995,
Astrov, Logvin 1997]. Dar�uberhinaus werden in dem Gasentladungssystem
auch station�are oder bewegte Filamente beobachtet, die vereinzelt oder
auch zu mehreren auftreten [Astrov 1999]. Da diese Ph�anomene nicht
mit dem zweikomponentigen Reaktions-Di�usions-System erkl�art werden
k�onnen, wurde dieses Modell um einen zweiten, schnell reagierenden und
weit di�undierenden Inhibitor erweitert [Schenk 1999].
Dieses gekoppelte Di�erentialgleichungssystem entspricht einem dreilagigen
elektrischen Netzwerk [Or-Guil 1997, S. 135] und zeigt ebenfalls die Struktur-
bildungsmechanismen der Gleichspannungs-Gasentladung. Dar�uberhinaus
weist das dreikomponentige Reaktions-Di�usions-System in der numerischen
Simulation auf zweidimensionalen Grundgebieten die bei Gasentladungs-
Systemen beobachteten solit�aren dissipativen Strukturen auf. Diese Fila-
mente existieren in Abh�angigkeit von den Systemparametern als station�are
oder laufende Strukturen [Or-Guil et al. 1998] und haben einen ausgepr�agten
Teilchencharakter, der sich in der numerischen Simulation zeigt: So sto�en
diese dissipativen Quasiteilchen �ahnlich den Teilchen der klassischen Mecha-
nik in einem elastischen Sto� miteinander oder Vernichten sich gegenseitig
[Schenk 1997].
Die Tatsache, dass diese Simulationen des dreikomponentigen Reaktions-
Di�usions-Systems bisher nur auf zweidimensionalen Grundgebieten durch-
gef�uhrt wurden, unsere t�agliche Erfahrungswelt jedoch dreidimensional ist,
f�uhrt zu dieser Diplomarbeit. Hier werden die grundlegenden L�osungen des
dreikomponentigen Reaktions-Di�usions-Systems diskutiert und ein Prog-
ramm vorgestellt, dass dieses gekoppelte Di�erentialgleichungssystem auf
dreidimensionalen Grundgebieten l�ost. Anhand der Simulationen dieses Pro-
gramms werden verschiedene Eigenschaften dissipativer Quasiteilchen unter-
sucht. Dies umfasst die Bifurkation vom station�aren zum laufenden Quasi-
teilchen, die Wechselwirkung laufender Quasiteilchen bei Sto�prozessen und
Strukturbildungsmechanismen durch Turing-Destabilisierung. Dabei werden
sowohl bekannte, als auch vollkommen neuartige Ph�anomene dokumentiert.



Kapitel 1

Das dreikomponentige

Reaktions-Diffusions-System

und seine fundamentalen

L�osungen

1.1 Die Einf�uhrung der L�osungen

In diesem Kapitel wird das dreikomponentige Reaktions-Di�usions-System
vorgestellt, und seine L�osungen ausgehend von der lokalen Dynamik dis-
kutiert. Die �Ubertragung der L�osungen der lokalen Dynamik auf r�aumlich
ausgedehnte Reaktions-Di�usions-Systeme f�uhrt zu Fronten-L�osungen, sta-
tion�aren Quasiteilchen und laufenden Quasiteilchen, deren Symmetrieeigen-
schaften anhand einer globalen Zustandsraumkurve untersucht werden.

1.2 Das dreikomponentige Reaktions-

Diffusions-System

Bei dem in dieser Diplomarbeit untersuchten Reaktions-Di�usions-System
handelt es sich um drei gekoppelte partielle Di�erentialgleichungen parabo-
lischen Typs:

:
u = Du �u + f(u)� v � �3w + �1;

�
:
v = Dv �v + u � v;

�
:
w =Dw �w + u � w:

(1.1)

Die Variablen u(x; t), v(x; t) und w(x; t) mit x 2 R3 bezeichnen r�aum-
lich und zeitlich abh�angige skalare Felder und werden die Komponenten des

3



1.2 DAS DREIKOMPONENTIGE RD-SYSTEM 4

Reaktions-Di�usions-Systems genannt, welche in diesem Kapitel auf unend-
lich ausgedehnten Grundgebieten untersucht werden.
In der gew�ahlten Notation kennzeichnet ein Punkt �uber den Komponenten
die zeitliche partielle Ableitung

:
u := @

@t
u und � den Laplace-Operator

� :=
nX
i=1

@2

@x2i
(1.2)

wobei n die Dimension des Raumes ist, in dem das System untersucht wird.
Die Funktion f(u) stellt eine Nichtlinearit�at dar, die in diesem Fall kubische
Form

f(u) = �u� u3 (1.3)

hat. Hier k�onnen prinzipiell auch andere Nichtlinearit�aten verwendet werden
[Koga, Kuramoto 1989], jedoch gew�ahrleistet die gew�ahlte Nichlinearit�at f�ur

f 0(u) = �� 3u2 > 0 (1.4)

einen Autokatalysee�ekt bez�uglich u, der durch die Ungleichung (1.4) auf
das Intervall

u 2
#
�
r

�

3
;

r
�

3

"
(1.5)

beschr�ankt ist, so dass sich die Autokatalyse nicht ins Unendliche steigern
kann.
Die mathematische Struktur des Reaktions-Di�usions-Systems wird insbe-
sondere deutlich, wenn man das zu untersuchende Di�erentialgleichungssys-
tem gem�a� seiner mathematischen Struktur in funktionelle Gruppen gliedert

:
u

�
:
v

�
:
w| {z }

Terme der
zeitlichen

Entwicklung

=
=
=

Du �u
Dv �v
Dw �w| {z }

Di�usions-
terme

+�u� u3 �v ��3w +�1;
+u �v;
+u �w;| {z }

Reaktionsterme

(1.6)

und die Reaktionsterme betrachtet. Diese koppeln die skalaren Felder u, v
und w lokal miteinander. Sie de�nieren ihre Wechselwirkung derart, dass die
Komponente u sowohl sich selber (Autokatalyse), als auch die Komponenten
v und w erzeugt. Diese verringern wiederum die u-Komponente, so dass auch
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u

v w

Aktivator

Inhibitoren

+

+

-

-

Abbildung 1.1: Die Wechsel-
wirkung zwischen dem Aktivator
u und den Inhibitoren v und
w wird in den Reaktionstermen
des dreikomponentigen Reaktions-
Di�usions-Systems (1.6) de�niert.
Im Fall f 0(u) > 0 erzeugt der Akti-
vator u sowohl sich selber als auch
die Inhibitoren v und w. Diese ver-
ringern wiederum den Aktivator u
und auch sich selbst.

ihre eigene Produktion herabgesetzt wird (Autoinhibition) (Vgl. Abbildung
1.1).
Da u f�ur f 0(u0) > 0 auf sich selbst, sowie auf v und w aktivierend wirkt, wird
die u-Komponente Aktivator genannt. Entsprechend leitet sich die Bezeich-
nung Inhibitor f�ur v und w von deren inhibierender Wirkung ab.
Die zeitliche Entwicklung der Komponenten h�angt entscheidend von den
Zeitskalenparametern � und � ab. Je gr�o�er ein Zeitskalenparameter ist, desto
langsamer reagiert der zugeh�orige Inhibitor auf eine �Anderung des Aktiva-
tors, der Autoinhibition und der eigenen Di�usion. Da � im Folgenden gr�o�er
als � gew�ahlt wird, erh�alt v die Bezeichung langsamer Inhibitor und w die
Bezeichnung schneller Inhibitor.
Die Di�usionsterme bewirken eine r�aumliche Kopplung der Komponenten.
Das allgemeine physikalische Prinzip der Di�usion kennzeichnet einen un-
gerichteten Transport, der durch Zufallsbewegungen im Mikrokosmos aus-
gel�ost wird [Huntington 1991] und zu einem Konzentrationsausgleich f�uhrt.
Dadurch sind die station�aren, also zeitlich unabh�angigen Strukturen dieses
Reaktions-Di�usions-Systems Gleichgewichtszust�ande, die aus dem Wechsel-
spiel zwischen Reaktion und Di�usion entstehen.
Hierbei haben die Quadratwurzeln der Di�usionskonstanten die Bedeutung
von Di�usionsl�angenskalen LD �

p
D. Je gr�o�er diese gew�ahlt werden, desto

weiter breiten sich die Komponenten u, v und w aus.

1.3 Die lokale Dynamik

1.3.1 Die Fixpunkte der lokalen Dynamik

Um einen Zugang zu den L�osungen des dreikomponentigen Di�erentialglei-
chungssystems (1.6) zu �nden, ist es zun�achst sinnvoll die Gleichungen zu ver-
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einfachen. So k�onnen die Gleichungen duch die Annahme homogener L�osun-
gen, d.h

u(x; t) = u(t) =) �u = 0

v(x; t) = v(t) =) �v = 0

w(x; t) = w(t) =) �w = 0

(1.7)

r�aumlich entkoppelt und in die Gleichungen der lokalen Kinetik �uberf�uhrt
werden:

:
u = �u� u3 � v � �3w + �1
:
v = (u� v)=�
:
w = (u� w)=�

(1.8)

Da jedes Tripel (u0; v0; w0) einen eindeutigen Zustand des Systems (1.8) de�-
niert, entspricht der von u, v und w aufgespannte Raum M mit

u� v � w = M � R
3 (1.9)

einem Phasenraum der lokalen Kinetik. In diesem ist jedem Punkt (u0; v0; w0) 2
M durch das Gleichungssystem der lokalen Dynamik (1.8) ein Phasenuss

�(u; v; w) :=

0
@

:
u (u; v; w)
:
v (u; v; w)
:
w (u; v; w)

1
A (1.10)

zugeordnet, der den geometrischen Betrachtungen eines Vektorfeldes gen�ugt
[Vgl. Strogatz 1996, S. 16]. Anschaulich hat dies zur Folge, dass sich ein Zu-
stand (u1; v1; w1) im Phasenraum in Richtung des Phassenusses �(u1; v1; w1)
�andert. Die Menge der Punkte, die durch den Fluss � aus (u1; v1; w1) her-
vorgehen, bilden eine Trajektorie [Vgl. Jetschke 1989, S. 24], also eine Kurve
im Phasenraum.
Allgemeine Aussagen �uber den Phasenuss k�onnen an den Punkten im Pha-
senraum M gemacht werden, an denen der Phasenuss einer Raumrichtung
gleich Null ist. Diese Punktmengen bilden im Phasenraum M � R3 Fl�achen
mit der Bezeichnung Nullklinen und werden wie folgt de�niert:

Nu :=
�
(u; v; w) 2 M

��w = (�u� u3 � v + �1)=�3
	
;

Nv := f(u; v; w) 2 M ju = vg ;
Nw := f(u; v; w) 2 M jw = ug :

(1.11)

Zwei Nullklinen schneiden sich jeweils entlang einer Linie, welche die drit-
te Nullkline an einem oder drei Punkten durchst�o�t (Vgl. Abb. 1.2). Diese
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Phasenraum
der lokalen Dynamik

eines monostabilen Systems

-2 -1 0 1 2-2

-1

0

1

2

-2

-1

0

1

2

1 0 1 2

Vergr�o�erung der
Phasenraumdynamik

des stabilen Fixpunktes

-2
-1.5

-1
-2

-1.5

-1

-2

-1.5

-1

-1.5
-1

R

Nullklinen
Nu, Nv, Nw

u u

v

v

w

w

a) b)

Abbildung 1.2: Dargestellt sind der Phasenraum a) und die Phasenraumdyna-

mik b) eines monostabilen Systems f�ur die Parameter � = 5:55, �1 = �1:2

und �3 = 2:95. Die eingef�arbten Fl�achen sind die Nullklinen der lokalen Dyna-

mik (1.11). Die Nullklinen Nv und Nw schneiden sich entlang einer Linie, die

die Nu-Nullkline an dem Fixpunkt �
0;1

= (�1 :542 ;�1 :542 ;�1 :542 ) (Vgl. (1.14))

durchst�o�t. Die Stabilit�at wird durch die Phasenraumdynamik in der N�ahe des Fix-

punktes b) verdeutlicht. Die Anfangspunkte der Vektoren kennzeichnen jeweils eine

St�orung (~u; ~v; ~w), die das System aus dem Fixpunkt �
0;1

auslenken. Die Richtung

der Vektoren weist auf den Systemzustand, indem sich das System nach t = 100

Systemzeiteinheiten be�ndet. Da alle Vektoren zum Fixpunkt �
0;1

zeigen, wird jede

St�orung (~u; ~v; ~w) des Fixpunktes �
0;1

abgebaut. Somit ist �
0;1

ein stabiler Fixpunkt.

Da er der einzige ist, hei�t das System monostabil.

Punkte, an denen alle drei Nullklinen zusammenlaufen, haben eine besondere
Bedeutung, da der Phasenuss an diesen Punkten gleich Null ist.

�(u0; v0; w0) = 0: (1.12)

Ein Zustand (u0; v0; w0), der genau dem Schnittpunkt aller drei Nullklinen
entspricht, wird also f�ur alle Zeiten in diesem Zustand bleiben und wird
Fixpunkt genannt. Die analytische L�osung der Gleichung (1.12) f�uhrt zu der
kubischen Gleichung

�1 = u0
�
1 + u20 � �+ �3

�
mit u0 = v0 = w0; (1.13)
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die durch folgende Vektoren �
0;1
; �

0;2
; �

0;3
2 M erf�ullt wird:

�
0;i

= (u0;i; v0;i; w0;i) mit u0;i = v0;i = w0;i und i = 1; 2; 3

u0;1 = (1�{p3)(1����3)
�
3
p
2

� (1+{
p
3)�

6 3
p
2

;

u0;2 = (1+{
p
3)(1����3)
�
3
p
2

� (1�{p3)�
6 3
p
2

;

u0;3 = � 3p2(1����3)
�

+ �

3 3p2 , sowie

� = �(�; �1; �3) = 27�1 + 3 3
p
27�21 + 4(1� �� �3)3:

(1.14)

Ein L�osungsvektor �
0;i

ist Fixpunkt der lokalen Dynamik (1.8), wenn seine

Komponenten u0;i = v0;i = w0;i keine Imagin�arteile haben.

Im(u0;i) = 0 f�ur i 2 f1; 2; 3g (1.15)

1.3.2 Die Stabilit�at der Fixpunkte der lokalen Dyna-

mik

Ein Fixpunkt �
0
= (u0; v0; w0) wird als stabil bezeichnet, wenn eine kleine

St�orung ~� = (~(u); ~v; ~w) dieses Fixpunktes f�ur t!1 abgebaut wird, also

�
0
+ ~�

t!1���! �
0
: (1.16)

Um diesen Zusammenhang analytisch zu erfassen, wird die zeitliche Entwick-

lung der St�orung
_~� betrachtet

_~� = F (�
0
+ ~�) (1.17)

und um den Fixpunkt �
0
linearisiert

_~� = ~�F 0(�
0
): (1.18)

Dies stellt ein lineares Gleichungssystem der Form

_~� = � ~� =

0
@�� 3u20 �1 ��3

1
�

� 1
�

0
1
�

0 �1
�

1
A

| {z }
=:A

~� mit p = 1; 2; 3 (1.19)

dar, anhand dessen Eigenwerte �p die Stabilit�at des Fixpunktes �0 beurteilt
werden kann.
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So weist der Fixpunkt �
0
genau dann asymptotische Stabilit�at auf, wenn es

eine Zahl � gibt, f�ur die alle Eigenwerte �p folgende Ungleichung erf�ullen

< �p � � < 0 mit p = 1; 2; 3 (1.20)

[Jetschke 1989, S. 187]. Mittels desHurwitz-Kriteriums [Jetschke 1989, S. 44
f.] lassen sich folgende Stabilit�atsbedingungen f�ur den Fixpunkt �

0
herleiten:

Spur A < 0;��A�� < 0;��A��� �Spur A� (3u2o � �)(� + �) + � + 1 + �3�

��
> 0:

(1.21)

Da dieses Ungleichungssystem nicht analytisch gel�ost werden kann, soll die
Fixpunktstabilit�at der lokalen Dynamik anhand einiger Beispiele betrachtet
werden. Hier kann man zwei F�alle unterscheiden, da in Abh�angigkeit der
Parameter �, �1 und �3 im Allgemeinen ein oder drei Fixpunkte der lokalen
Dynamik existieren.
Liegt ein System mit einem Fixpunkt vor, der die Ungleichungen (1.21)
erf�ullt, so wird eine kleine St�orung dieses Fixpunktes wieder abgebaut (Vgl.
Abb. 1.2b), was auf einen stabilen Fixpunkt hinweist. Es liegt ein monosta-
biles System vor.
Existieren drei Fixpunkte der lokalen Dynamik (Vgl. Abb. 1.3a), so werden
kleine St�orungen der �au�eren Fixpunkte �

0;1
und �

0;3
(1.14) im Allgemeinen

wieder abgebaut (Abb. 1.3c und Abb. 1.3b), w�ahrend selbst kleine St�orungen
des mittleren Fixpunktes �

0;2
(1.14) weiter anwachsen (Abb. 1.3d).

Es liegt also ein System mit einem instabilen Fixpunkt und zwei stabilen
Fixpunkten vor, so dass das System als bistabil bezeichnet wird.

1.4 Das r�aumlich ausgedehnte Reaktions-

Di�usions-System

1.4.1 Die globale Zustandsraumkurve �

Im Folgenden werden die L�osungen der lokalen Dynamik (1.8) als Ausgangs-
punkt verwendet, um die fundamentalen L�osungen des dreikomponentigen
Reaktions-Di�usions-Systems (1.6) auf r�aumlich ausgedehnten Grundgebie-
ten darzustellen. Dabei sollen vornehmlich zwei- und dreidimensionale Grund-
gebiete G betrachtet werden, f�ur die alle Aussagen gleichberechtigt gelten.

G 2 fR2 ;R3g (1.22)
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Phasenraum
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eines bistabilen Systems
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Abbildung 1.3: Dargestellt sind der Phasenraum a) und die Phasenraumdyna-

mik b), c) und d) eines bistabilen Systems f�ur die Parameter � = 5:55, �1 = 0

und �3 = 2:95. Die eingef�arbten Fl�achen sind die Nullklinen der lokalen Dynamik

(1.11). Die Nullklinen Nv und Nw schneiden sich entlang einer Linie, die die Nu-

Nullkline an den Fixpunkten �
0;1

= (�1 :265 ;�1 :265 ;�1 :265 ), �
0;2

= (0 ; 0 ; 0 )

und �
0;3

= (1 :265 ; 1 :265 ; 1 :265 ) (Vgl. (1.14)) durchst�o�t. Die Stabilit�at der Fix-

punkte wird durch die Phasenraumdynamik in der N�ahe des Fixpunktes b), c)

und d) verdeutlicht. Die Anfangspunkte der Vektoren kennzeichnen jeweils eine

St�orung (~u; ~v; ~w), die das System aus den Fixpunkten auslenken. Die Richtung der

Vektoren weist auf den Systemzustand, indem sich das System nach t = 100 Sy-
stemzeiteinheiten be�ndet. Da alle St�orungsvektoren der �au�eren Fixpunkte �

0;1
c)

und �
0;3

b) zu diesen zur�uckzeigen, wird jede St�orung (~u; ~v; ~w) dieser Fixpunkte

abgebaut. Somit sind die Fixpunkte �
0;1

und �
0;3

stabil. Die St�orungsvektoren des

inneren Fixpunktes �
0;2

weisen in verschiedene Richtungen. Eine St�orung des Fix-

punktes �
0;2

d) wird also weiter anwachsen, ein instabiler Fixpunkt liegt vor. Da in

diesem System ein instabiler und zwei stabile Fixpunkte existieren, wird es bistabil

genannt.
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Um die Diskussion der L�osungen �ubersichtlich darstellen zu k�onnen, werden
die Zeitskalenparameter � und � so gew�ahlt, dass alle L�osungen f�ur t ! 1
station�ar sind.
Desweiteren wird das Konzept des Phasenraums, welches sich bei der Dis-
kussion der L�osungen der lokalen Dynamik (1.8) bew�ahrt hat, auf r�aum-
lich ausgedehnte Systeme �ubertragen. Da die Komponenten u(x), v(x) und
w(x) einer L�osung des Reaktions-Di�usions-Systems (1.6) r�aumlich abh�angi-
ge skalare Felder sind, wird bei einer speziellen L�osung (u(x); v(x); w(x)) des
Reaktions-Di�usions-Systems f�ur jeden Punkt x 2 G ein Zustand (u; v; w) 2
M der lokalen Dynamik de�niert. Um eine r�aumlich ausgedehnten L�osungen

(u(x); v(x); w(x)) 2 M � G (1.23)

systematisch betrachten zu k�onnen, wird f�ur diese L�osung eine globale Zu-
standsraumkurve �(u;v;w) de�niert

�(u;v;w) := f(u; v; w) 2 M j 9x 2 G mit

(u; v; w) = (u(x); v(x); w(x))g ; (1.24)

die in dem von u, v und w aufgespannten globalen Zustandsraum Z = u �
v � w abgebildet wird.

1.4.2 Homogene L�osungen und ihre Stabilit�at

Um die station�aren L�osungen der lokalen Dynamik (1.8) auf L�osungen des
r�aumlich ausgedehnten Systems zu �ubertragen, muss man sich in Erinne-
rung rufen, dass die Gleichungen der lokalen Dynamik (1.8) f�ur homoge-
ne Zust�ande (1.7) hergeleitet wurden. Insofern entsprechen die station�aren
L�osungen der lokalen Dynamik (1.8) im einfachsten Fall den homogenen,
station�aren L�osungen des r�aumlich ausgedehnten Systems (1.6) mit

�
0;i
(x; t) = (u0;i; v0;i; w0;i) 8 x 2 G 8 t

mit u0;i = v0;i = w0;i aus (1.14):
(1.25)

Im globalen Zustandsraum Z werden diese L�osungen - ebenso wie im Pha-
senraum M der lokalen Dynamik - als Schnittmengen der Nullklinen (1.11)
repr�asentiert (Vgl. Abb. 1.2 und Abb. 1.3).
Diese homogenen L�osungen k�onnen instabil gegen Hopf- und Turing-Bifur-
kationen werden. Im Fall gro�er Di�usionskonstanten Dw leitet P. Sch�utz
folgende Stabilit�atsbedingungen her, wobei k der Wellenzahl der in Fourier-
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komponenten zerlegten St�orung entspricht:

f 0(u0) <
1

�
+

�
Du +

1

�
Dv

�
k2; (1.26a)

f 0(u0) <
1

1 +Dvk2
+Duk

2; (1.26b)

[Sch�utz 1995, S. 10]. Diese Stabilit�atsbedingungen der homogenen L�osun-
gen des dreikomponentigen Reaktions-Di�usions-Systems entsprechen den
Stabilit�atsbedingungen der homogenen L�osungen eines zweikomponentigen
Reaktions-Di�usions-Systems, das man aus (1.6) durch �3 = 0 erh�alt

_u = Du�u + f(u) � v + �1;
� _v = Dv�v + u � v;

(1.27)

[Schenk 1995, S. 9f]. Demnach f�uhrt die Verletzung der ersten Stabilit�ats-
bedingung (1.26a) im Grenzfall gro�er Di�usionskonstanten Dw zu einer
Hopf-Bifurkation, so dass das zun�achst homogene System mit exponenti-
ell anwachsender Amplitude oszilliert. Desweiteren ergibt die Verletzung der
zweiten Stabilit�atsbedingung (1.26b) r�aumlich periodische Strukturen, die
Turing-Strukturen genannt werden.

1.4.3 Fronten-L�osungen

Weitere L�osungen des Reaktions-Di�usions-Systems (1.6) erh�alt man, indem
man das System in einem Parameterbereich (�0; �01; �

0
3) betrachtet, der zur

Bistabilit�at f�uhrt (Vgl. S.9). In diesem Fall kann sich ein Teil des Grund-
gebietes G im unteren Fixpunkt (u0;1; v0;1; w0;1), ein anderer Teil im oberen
Fixpunkt (u0;3; v0;3; w0;3) be�nden. Wenn der �Ubergang von einem Fixpunkt
(u0;1; v0;1; w0;1) zum anderen Fixpunkt (u0;3; v0;3; w0;3) parallel zur Raumrich-
tung xk verl�auft, dann liefern die Di�usionsterme der verbleibenden Raum-
richtungen xl;k 6=l keinen Beitrag

@2

@x2k
(u; v; w) 6= 0 ^ @2

@x2l
(u; v; w) = 0: (1.28)

Der �Ubergang zwischen den Fixpunkten (u0;1; v0;1; w0;1) und (u0;3; v0;3;w0;3)
ist eine Front (Vgl. Abb. 1.4a), deren Abbildung in den globalen Zustands-
raum Z eine eindimensionale hakenf�ormige Zustandsraumkurve �Front(u; v; w)
ergibt, die in einem Fixpunkt (u0;1; v0;1; w0;1) beginnt und im anderen Fix-
punkt (u0;3; v0;3; w0;3) endet (Vgl. Abb. 1.4b).
Die Dimension der globalen Zustandsraumkurve �Front resultiert aus der
Symmetrie der Fronten-L�osung auf dem Grundgebiet G , da diese nach (1.28)



1
.4
D
A
S
R
�A
U
M
L
IC
H
A
U
S
G
E
D
E
H
N
T
E
R
D
-S
Y
S
T
E
M

13

0,0
0,2

0,4
0,6

0,8
1,0

1,2
-2 -1 0 1 2

  A
ktivator u

  langsam
er Inhibitor v

  schneller   Inhibitor w

Komponenten u, v, w

x

-2
-1

0
1

2
-1,50 -0,75 0,00 0,75 1,50

-1 0 1

ξ
0,3

ξ
0,2

ξ
0,1

 G
lobale Z

ustandsraum
kurve ζ

 P
rojektionen der globalen Z

ustandsraum
kurve ζ

 S
chatten der globalen Z

ustandsraum
kurve ζ

 S
tabiler F

ixpunkt
 Instabiler F

ixpunkt

schneller Inhibitor w

langsam
er Inhibitor v

A
ktivator u

a)
b
)

A
b
b
ild

u
n
g
1.4:

S
ch
n
itt

a)
u
n
d
glo

ba
le

Z
u
sta

n
d
sra

u
m
ku
rve

b
)
ein

er
sta

tio
n
� a
ren

F
ro
n
t.

D
er

S
im

u
la
tio

n
liegen

fo
lgen

d
e
P
a
ra
m
eter

zu
gru

n
d
e:

D
iskretisieru

n
g
=

12
0
�

6
0
�

1,
lx

=
1
:2,

�
=

1,
�
=

0
:01

,
D
u
=

4
:67

�
10 �

3,
D
v
=

4
:8
�
10 �

3,

D
w

=
0
:01,

�
=

5
:5
5,

�
1
=

0,
�
3
=

2
:95,

h
t
=

10 �
3,

N
eu
m
a
n
n
-R
� a
n
d
er.

D
er

S
ch
n
itt

a)
l� a
n
gs

d
er

x
-A
ch
se

zeigt
d
ie

F
ro
n
t
bei

y
=

0
:3
.
D
er

lin
ke

T
eil

d
er

F
ro
n
t

be�
n
d
et

sich
im

o
beren

sta
bilen

F
ixp

u
n
kt

�
0
;3 ,

d
er

rech
te

T
eil

d
er

K
u
rve

im
u
n
te-

ren
F
ixp

u
n
kt

�
0
;1 .

D
ie

glo
ba
le
Z
u
sta

n
d
sra

u
m
ku
rve

�
F
r
o
n
t
b
)
verl� a

u
ft
vo
m

u
n
teren

sta
bilen

F
ixp

u
n
kt

�
0
;1
zu
m

o
beren

sta
bilen

F
ixp

u
n
kt

�
0
;3
:

vollst� an
d
ig
d
u
rch

ein
en

ein
d
im

en
sion

alen
S
ch
n
itt

p
arallel

zu
r
G
ru
n
d
geb

iets-
ach

se
x
k
b
esch

rieb
en

w
ird

.
A
ls
station

� are
L
� osu

n
g
d
es
R
eak

tion
s-D

i�
u
sion

s-S
y
stem

s
(1.6)

ex
istiert

im
b
i-

stab
ilen

P
aram

eterb
ereich

(�
0;� 01 ;� 03 )

au
ch

d
ie

�U
b
erlageru

n
g
zw

eier
F
ron

ten
,

also
d
er

�U
b
ergan

g
von

(u
0
;1 ;v

0
;1 ;w

0
;1 )

� u
b
er
(u

0
;3 ;v

0
;3 ;w

0
;3 )

n
ach

(u
0
;1 ;v

0
;1 ;w

0
;1 )

[B
o
d
e
1992],

w
ob
ei
d
er
A
b
stan

d
d
er
F
ron

ten
im

station
� aren

F
allw

oh
ld
e�
n
iert

ist.

1
.4
.4

S
ta
tio

n
� a
r
e
Q
u
a
site

ilc
h
e
n

W
eitere

fu
n
d
am

en
tale

L
� osu

n
gen

d
es
d
reikom

p
on
en
tigen

R
eak

tion
s-D

i�
u
sion

s-
S
y
stem

s
erh

� alt
m
an

f� u
r
w
eit

d
i�
u
n
d
ieren

d
e
In
h
ib
itoren

D
v ;D

w
>

D
u ,

d
ie

d
u
rch

ih
re

k
lein

en
Z
eitskalen

p
aram

eter
�;�!

0
sch

n
ell

au
f
�A
n
d
eru

n
gen

d
es

A
k
tivators

u
reagieren

k
� on
n
en
.
U
n
ter

d
iesen

V
orau

ssetzu
n
gen

ex
istieren

f� u
r

geeign
ete

�
,
�
1
u
n
d
�
3
gro�am

p
litu

d
ige,

lokalisierte
S
tru

k
tu
ren

-
sogen

an
n
te

Q
u
asiteilch

en
,
d
ie
sich

d
u
rch

ih
re

R
ad
ialsy

m
m
etrie

au
szeich

n
en
.



1.4 DAS R�AUMLICH AUSGEDEHNTE RD-SYSTEM 14

-2
-1

0
1

2 -1,50
-0,75

0,00
0,75

1,50

-1

0

ξ0,1

 Globale Zustandsraumkurve ζ
 Projektionen der globalen Zustandsraumkurve ζ
 Schatten der globalen Zustandsraumkurve ζ
 Stabiler Fixpunkt

sc
hn

el
le

r 
In

hi
bi

to
r 

w

langsamer In
hibitor v

Aktivator u

Abbildung 1.5: Globale Zustands-

raumkurve �QT (u; v; w) eines stati-

on�aren Quasiteilchens. Der Simulati-

on liegen folgende Parameter zugrun-

de: Diskretisierung = 40 � 40 � 40,

lx = 1:2, � = 0, � = 0:01, Du =

4:67 �10�3, Dv = 4:8 �10�3, Dw = 0:01,

� = 5:55, �1 = �1:2, �3 = 2:95, zy-

klische R�ander. Aufgrund der Radial-

symmetrie eines station�aren Quasiteil-

chens ist die globale Zustandsraumkur-

ve eindimensional.

Ein Quasiteilchen (uQT (x); vQT (x); wQT (x)) als L�osung des dreikomponen-
tigen Reaktions-Di�usions-Systems auf einem dreidimensionalen Grundge-
biet x 2 G = R

3 wird also in einem Kugelkoordinatensystem r � ' � #
vollst�andig durch den eindimensionalen Schnitt (uQT (r); vQT (r); wQT (r)) be-
schrieben. Demzufolge ist auch die globale Zustandsraumkurve �QT (u; v; w)
eines station�aren Quasiteilchens eindimensional (Abb. 1.5), wie auch die glo-
bale Zustandsraumkurve einer Front �Front(u; v; w) aufgrund seiner Symme-
trie (1.28) eindimensional ist (Abb. 1.4b).

1.4.5 Die Darstellung dreidimensionaler Quasiteilchen

Bei der Darstellung eines dreidimensionalen Quasiteilchens als Schnitt durch
eine Symmetrieachse gewinnt man einen Eindruck von der r�aumlichen Ver-
teilung, von den Amplituden und von der gegenseitigen Wechselwirkung der
Komponenten u, v und w.
So kann man aus Abbildung 1.6a entnehmen, dass die Inhibitoren v und w
den Aktivator u durch ihre gr�o�eren Di�usionsl�angenskalen

p
Dv;

p
Dw >p

Du den Aktivator u an allen Seiten umgeben. Dies f�uhrt dazu, dass sich
an den R�andern des Quasiteilchens weniger Aktivator, als in den homogenen
Teilen des Grundgebietes G be�ndet

u(x)jRand < u0: (1.29)

Dadurch kann sich der Aktivator r�aumlich nicht ausbreiten und wird somit
stabilisiert.
Der Schnitt durch die Symmetrieachse eines dreidimensionalen Quasiteil-
chens kann allerdings keinen Eindruck �uber die r�aumliche Anordnung der
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Abbildung 1.6: Schnitt a) und Iso�achen b) eines station�aren dreidimensionalen

Quasiteilchens. Diese Diagramme entstammen derselben Simulation wie in Abb.

1.5. Der Schnitt des Quasiteilchens a) verl�auft parallel zur x-Achse bei y = 0:6 und

z = 0:6 und zeigt, dass die Inbibitoren v und w weiter di�undieren als der Aktiva-

tor u. Da der schnelle Inhibitor von allen Komponenten am weitesten di�undiert,

w�urde man in der Iso�achendarstellung b) des radialsymmetrischen Quasiteilchens

nur die au�enliegende Iso�ache des schnellen Inhibitors sehen. Um zu zeigen, dass

der schnelle Inhibitor w sowohl den langsamen Inhibitor v und den Aktivator u

vollst�andig umgibt, wurde eine Scheibe des Quasiteilchens ausgeschnitten und se-

parat dargestellt.

Komponenten u, v und w zueinander vermitteln, was insbesondere im Hin-
blick auf komplexere L�osungen des Reaktions-Di�usions-Systems, wie z. Bsp.
Quasiteilchenst�o�e wichtig ist (Kapitel 5).
Um die r�aumliche Anordnung der Komponenten u, v und w als L�osung
des dreikomponentigen Reaktions-Di�usions-Systems auf einem Grundgebiet
G = R3 darzustellen, bieten sich dreidimensionale Iso�achen an. Hierf�ur wird
die Aktivatoriso�ache Fu de�niert als die Menge aller Punkte x 2 G , an de-
nen die Aktivatorl�osung u(x) den Schwellwert uS hat

Fu := fx 2 G j u(x) = uSg : (1.30)

Entsprechende De�nitionen gelten auch f�ur die Iso�achen Fv und Fw des
langsamen Inhibitors v und des schnellen Inhibitorsw, wobei die Schwellwerte
uS, vS und wS de�nitionsgem�a� den gleichen Wert haben und �uber dem
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homogenen Zustand des Systems (u0; v0; w0) (1.14) liegen

uS; vS; wS > u0: (1.31)

W�ahrend die gleiche Wahl der Schwellwerte uS, vS und wS gew�ahrleistet,
dass die Iso�achen Fu, Fv und Fw miteinander verglichen werden k�onnen,
bewirkt die Bedingung (1.31), dass die Iso�achen Fu, Fv und Fw die r�aumli-
chen Gebiete Vu; Vv; Vw � G des Grundgebiets G umschlie�en, f�ur die

Vu = fx 2 G j u(x) � uSg � Fu (1.32)

sowie entsprechendes f�ur die Volumina Vv und Vw gilt.
Durch diese Eigenschaft vermitteln die Iso�achen Aussagen �uber die r�aum-
liche Anordung der Komponenten zueinander. Gleichzeitig muss man sich
allerdings verdeutlichen, dass Iso�achen Fu, Fv und Fw immer Interpretatio-
nen der L�osung (u(x); v(x); w(x)) sind, da sie verschiedene Eigenschaften der
L�osung in Abh�angigkeit vom Schwellwert uS darstellen.
W�ahrend zum Beispiel ein Schwellwert uS;1 knapp �uber dem Fixpunkt u0
die weit di�undierenden Inhibitoren vQT und wQT eines station�aren Quasi-
teilchens betont, da die Inhibitor�achen FvQT (uS;1) und FwQT (uS;1) gr�o�ere
Volumina VvQT (uS;1), VwQT (uS;1) einschlie�en als die Aktivatoriso�ache����VvQT (uS;1)���� ; ����VwQT (uS;1)���� > ����VuQT (uS;1)���� (1.33)

(Abb. 1.6b), kann im Gegensatz dazu ein sehr hoch gew�ahlter Schwellwert
uS;2 die gro�e Amplitude des Aktivators betonen, da die Aktivatoriso�ache
FuQT (uS;2) in diesem Fall ein gr�o�eres Volumen VuQT (uS;2) einschlie�t als die
Inhibitoriso�achen����VuQT (uS;2)���� > ����VvQT (uS;2)���� ; ����VwQT (uS;2)���� : (1.34)

Es kann also zusammenfassend festgestellt werden, dass die graphische Dar-
stellung dreidimensionaler L�osungen des Reaktions-Di�usions-Systems nur
in der Kombination von Schnittdiagrammen einer Symmetrieachse und einer
Iso�achendarstellung sinnvoll ist.

1.4.6 Laufende Quasiteilchen

Bisher wurde von Zeitskalenparameter � und � ausgegangen, die f�ur t!1
lediglich station�are stabile Quasiteilchen zulassen. Wird der Zeitskalenpara-
meter � des langsamen Inhibitors jedoch hinreichend vergr�o�ert, so kann der
langsame Inhibitor v nicht mehr schnell genug auf �Anderungen des Akti-
vators u reagieren [Or-Guil et al. 1998]. Ein kleiner r�aumlicher Versatz des
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Abbildung 1.7: Schnitt a) und Iso�achen b) eines laufenden dreidimensionalen

Quasiteilchens. Die Parameter dieser Simulation entsprechen Abb. 1.5 mit � = 3:9.

Der Schnitt a) zeigt die Komponenten u, v und w in Laufrichtung parallel zur

x-Achse bei y=0.6 und z=0.6, w�ahrend in der Iso�achendarstellung b) nur die In-

hibitoren v und w sichtbar sind, da der Aktivator u komplett von ihnen umh�ullt

wird. In beiden Diagrammen wird deutlich, dass der langsame Inhibitor v aufgrund

seines gro�en Zeitskalenparameters � einen Versatz entgegen der Laufrichtung auf-

weist, die durch einen Pfeil angedeutet ist.

Aktivators u gegen den langsamen Inhibitor v f�uhrt zu einer St�orung des
Gleichgewichts zwischen dem gegenseitigen Erzeugen und Vernichten von
Aktivator und Inhibitor. Demnach breitet sich der Aktivator in Richtungen
aus, in denen er weniger Inhibitor sieht (Vgl. Abb. 1.7). Hierbei zeichnet sich
die Richtung, die genau der dem Inhibitor v abgewandten Seite entspricht,
als die Bewegungsrichtung des Quasiteilchens aus. Der Aktivator u kann sich
aber auch senkrecht zu dieser Laufrichtung ausbreiten, was allerdings durch
den schnellen Inhibitor w unterbunden wird. Diese Stabilisierung erzielt der
schnelle Inhibitor w zum Einen durch seine gro�e Di�usionskonstante Dw, so
dass der Aktivator u in allen Raumrichtungen von schnellem Inhibitor um-
geben wird, und zum Anderen durch seinen kleinen Zeitskalenparameter �,
wodurch der Inhibitor w schnell auf �Anderungen des Aktivators u reagieren
kann.
Betrachtet man die globale Zustandsraumkurve �lQT eines laufendes Quasi-
teilchens (Vgl. Abb. 1.8), so f�allt als Erstes auf, dass die globale Zustands-
raumkurve �lQT keine Kurve, sondern eine Punktmenge ist, die ein Fl�ache
im globalen Zustandsraum Z approximiert. Folglich verschwindet die Radi-
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Abbildung 1.8: Globale Zustandsraum-

kurve eines laufenden dreidimensionalen

Quasiteilchens. Der Simulation liegen fol-

gende Parameter zugrunde: Diskretisie-

rung = 40� 60� 40, lx = 1:125,� = 1:03,

� = 0:01, Du = 4:67 � 10�3, Dv = 0, Dw =

0:01, � = 5:67, �1 = �1:126, �3 = 3:33,

zyklische R�ander. Da mit der Bifurkation

vom station�aren zum laufenden Quasiteil-

chen die Radialsymmetrie des Quasiteil-

chens in eine Zylindersymmetrie �ubergeht,

ist die globale Zustandsraumkurve �lQT
des laufenden Quasiteilchens eine Fl�ache,

die durch die Diskretisierungspunkte des

Grundgebiets approximiert wird. In dieser Darstellung wird dies durch die Projek-

tion der Zustandsraumkurve �lQT auf die Ebenen u�v und v�w deutlich.

alsymmetrie mit der Bifurkation vom station�aren zum laufenden Quasiteil-
chen. Da jedoch die Dimension der globalen Zustandsraum�ache �lQT immer
noch kleiner ist als die Dimension des Grundgebiets G = R3 , liegt die Ver-
mutung nahe, dass auch hier eine r�aumliche Symmetrie vorliegt. Tats�achlich
zeichnen sich laufende, stabile Quasiteilchen durch Zylindersymmetrie aus.
Transformiert man also ein laufendes Quasiteilchen in den Ursprung 0 eines
Zylinderkoordinatensystems r � h� ' und legt die Laufrichtung des Quasi-
teilchens in Richtung der h-Achse, so verschwindet der Winkelanteil ' der
Di�usionstherme. Dementsprechend ist ein stabiles laufendes Quasiteilchen
vollst�andig durch den zweidimensionalen Schnitt r� h im Zylinderkoordina-
tensystem beschrieben.



Kapitel 2

Die Beschreibung der

numerischen Methoden zur

L�osung des dreikomponentigen

dreidimensionalen

Reaktions-Di�usions-Systems

2.1 Anforderungen an die Numerik

Da die numerische L�osung des dreidimensionalen dreikomponentigen Reakti-
ons-Di�usions-Systems nur auf einem r�aumlich begrenzten Grundgebiet und
an abz�ahlbar vielen Punkten erfolgen kann, m�ussen die Komponenten u,
v und w diskretisiert (Abschnitt 2.2.1) und die R�ander des Grundgebietes
de�niert werden (Abschnitt 2.2.2).
Ausgehend von den diskreten Reaktions-Di�usions-Komponenten werden die
notwendigen diskreten Di�erentialoperatoren hergeleitet (Abschnitt 2.2.3)
und die diskreten Reaktions-Di�usions-Gleichungen formuliert (Abschnitt
2.2.4). Da diese mittels eines iterativen L�osungsverfahrens (Abschnitt 2.3)
gel�ost werden sollen, muss bereits bei der Formulierung der diskreten Reak-
tions-Di�usions-Gleichungen darauf geachtet werden, dass diese Gleichungen
auch bei gro�en Zeitschritten �t schnell konvergieren und eine hohe numeri-
sche Genauigkeit erreichen.
Die Anwendung des iterativen L�osungsverfahrens erfolgt in dem C-Programm
3k3d (Abschnitt 2.4), das auf Alpha Workstations und auf Parallelrechnern
des Typs Intel Paragon und Cray T3E ausgef�uhrt werden kann. Die Perfor-
mance dieses Programms wird in Abschnitt 2.4.2 untersucht.

19
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2.2 Die diskreten Reaktions-Di�usions-Glei-

chungen

2.2.1 Der �Ubergang von kontinuierlichen zu diskreten

Reaktions-Di�usions-Komponenten

Die Komponenten u, v und w des untersuchten Reaktions-Di�usions-Systems
(1.1) wurden als r�aumlich und zeitlich abh�angige skalare Felder eingef�uhrt.
Dabei sind die Reaktions-Di�usions-Gleichungen (1.1) f�ur unendlich gro�e
Grundgebiete G (1.22) und f�ur alle Zeiten de�niert. Um die L�osungen dieser
Gleichungen zu untersuchen, reicht es in der Regel jedoch aus ein r�aumlich
begrenztes Grundgebiet zu betrachten

G = [0; lx]� [0; ly]� [0; lz] � R
3 : (2.1)

Hierbei bezeichnen lx, ly und lz die Kantenl�angen des Grundgebietes G paral-
lel zu den x-, y- und z-Achsen. Desweiteren gen�ugt es, die Komponenten u, v
und w lediglich an wohlde�nierten Punkten (xl; ym; zn) 2 G mit l; m; n 2 N0

zu kennen, weil die dazwischenliegenden Punkte durch Interpolation gen�ahert
werden k�onnen.
Dies gewinnt seine Bedeutung dadurch, dass es im Allgemeinen keine analy-
tisch zug�anglichen L�osungen des Reaktions-Di�usions-Systems gibt, so dass
die L�osungen rein numerisch berechnet werden m�ussen. Somit wird die An-
zahl der Diskretisierungspunkte des Grundgebietes durch die Rechenleistung
des zur Verf�ugung stehenden Computers beschr�ankt. Dementsprechend wird
das Grundgebiet G mit einer Au�osung von

ax � ay � az (2.2)

Punkten diskretisiert, wobei der Abstand �x zwischen zwei Diskretisierungs-
punkten, die parallel zu einer Raumachse liegen, durch

�x :=
lx
ax

=
ly
ay

=
lz
az

(2.3)

de�niert wird. Hiernach ergeben sich die Diskretisierungspunkte xl, ym, zn
des Grundgebietes G als

xl
ym
zn

=
=
=

l
m
n

�x
�x
�x

^
^
^

l
m
n

2
2
2

[
[
[

0;
0;
0;

1;
1;
1;

� � � ;
� � � ;
� � � ;

ax;
ay;
az;| {z }

Grund-
gebiet G

ax+1
ay+1
az+1|{z}

] ;
] ;
] :

(2.4)

?
Rand-

punkte

?
Rand-

punkte
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Diese Diskretisierung des Grundgebietes ber�ucksichtigt bereits die Rand-
punkte, die zur L�osung des Randwertproblems ben�otigt werden (Vgl. Ab-
schnitt 2.2.2).
Auch die zeitliche Entwicklung der L�osungen des Reaktions-Di�usions-
Systems unterliegt einer Diskretisierung. Hier bezeichnet die Zeitschrittweite
�t die Di�erenz zwischen dem Zustand des Systems zur Zeit t und dem Zu-
stand des Systems zur Zeit (t+ �t); so dass die zu berechnenden Zeitpunkte
tk �uber den Zeitpunkt t0 festgelegt sind als

tk := t0 + k �t mit k 2 N0 : (2.5)

Folglich gehen die in Raum und Zeit kontinuierlichen Komponenten u(x; y; z; t),
v(x; y; z; t) und w(x; y; z; t) in die diskreten Komponenten

ukl;m;n

vkl;m;n

wk
l;m;n

:=
:=
:=

u(xl; ym; zn; tk);
v(xl; ym; zn; tk);
w(xl; ym; zn; tk);

(2.6)

mit l, m, n aus (2.4) und k aus (2.5) �uber.

2.2.2 Die De�nition der Grundgebietsr�ander

Da die Reaktions-Di�usions-Gleichungen lediglich auf einem r�aumlich be-
grenzten Grundgebiet gel�ost werden k�onnen, stellt sich die Frage, wie die
R�ander G R � G des Grundgebietes de�niert werden. Dieses Problem wird
gel�ost, indem man das Grundgebiet mit Randpunkten umgibt und diesen
Randpunkten jeweils Zust�ande (u; v; w)

��
Randpunkte

zuweist, die durch soge-

nannte Randbedingungen de�niert sind. Bei der L�osung des dreikomponen-
tigen Reaktions-Di�usions-Systems werden folgende Randbedingungen ver-
wendet:

� Neumann-R�ander

� Zyklische R�ander

� Ring-Randbedingung

Die R�ander der Neumann-Randbedingung zeichnen sich dadurch aus, dass
die Ableitungen auf diesen R�andern gleich Null sind

n̂ � r(u; v; w)��
Neumann Rand

= 0; (2.7)

wobei n̂ den Normalenvektor der Rand�ache darstellt. Dies erreicht man
durch das Kopieren der �au�eren Diskretisierungspunkte des Grundgebietes
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Abbildung 2.1: Dieses Diagramm
zeigt den Schnitt eines diskreti-
sierten Grundgebiets G bei n= 1.
Das Grundgebiet ist mit einer
Au�osung von 4 � 4 � 1 Punkten
diskretisiert und an allen Sei-
ten mit Randpunkten umgeben.
Diese erf�ullen die sogenannte
Ring-Randbedingung, so dass die
R�ander parallel zur y-Achse die
Neumann-Randbedingung und die
R�ander parallel zur x-Achse die
zyklische Randbedingung erf�ullen.
Dabei werden die Randpunkte der
Neumann-Randbedingung gleich
den benachbarten Grundgebiets-
punkten gesetzt. Desweiteren

werden den Randpunkten der zyklischen Randbedingung die Zust�ande der
Grundgebietspunkte zugewiesen, die sich auf der gegen�uberliegenden Grund-
gebietsseite be�nden (2.8).
Betrachtet man dieses Grundgebiet als Zylinderkoordinatensystem, so ist zu
beachten, dass die Symmetrieachse dieses Systems bei l = 1

2
liegt. Aus die-

sem Grund muss bei der Berechnung des 1
x
-Terms im Di�usions-Operator

ein O�set von �1
2
ber�ucksichtigt werden (2.16).

auf die benachbarten Randpunkte. Dadurch wirken Neumann-R�ander wie
Spiegel. Ein Quasiteilchen, dass sich auf einen Neumann-Rand zubewegt,
st�o�t also gewisserma�en mit sich selbst.
Die R�ander der zyklischen Randbedingung erhalten die Werte der �au�eren
Diskretisierungspunkte der gegen�uberliegenden Grundgebietsseite. F�ur die
zyklischen Rand�achen eines dreidimensionalen Grundgebiets gilt also:

uk0;m;n = ukax;m;n ^ ukax+1;m;n = uk1;m;n 8 m;n;
ukl;0;n = ukl;ay;n ^ ukl;ay+1;n = ukl;1;n 8 l; n;
ukl;m;0 = ukl;m;az

^ ukl;m;az+1
= ukl;m;1 8 l; m:

(2.8)

Somit erweisen sich die zyklischen Randbedingungen vor allem f�ur die Simu-
lation laufender Quasiteilchen als sinnvoll, da diese beim Kontakt mit einem
zyklischen Grundgebietsrand �uber die gegen�uberliegende Grundgebietsseite
wieder in das Grundgebiet eintreten k�onnen.
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Die Ring-Randbedingung ist eine Mischform aus Neumann- und zyklischen
R�andern. Dabei sind die Ebenen parallel zu y � z und y � x als Neumann-
R�ander de�niert, w�ahrend die Ebenen parallel zu x � z zyklische R�ander
darstellen. Diese Randbedingung eignet sich vor allem bei der Simulation
von zylindersymmetrischen Strukturen, also laufenden Quasiteilchen. Dabei
muss die Symmetrieachse gleich der y-Achse sein (Vgl. Abb. 2.1).

2.2.3 Herleitung der diskreten Di�erentialoperatoren

F�ur die Herleitung der diskreten Reaktions-Di�usions-Gleichungen m�ussen
zun�achst die Di�erentialoperatoren des kontinuierlichen Reaktions-Di�usions-
Systems (1.1) als diskrete Di�erentialoperatoren formuliert werden. Dies sind
die zeitlichen Ableitungen @

@t
(u; v; w) und der Di�usionsoperator �(u; v; w),

die jeweils exemplarisch an dem diskreten Aktivator ukl;m;n gezeigt werden.

W�ahrend die Zeitabteilung @
@t
ukl;m;n als einfacher Di�erenzenquotient

@

@t
ukl;m;n =

uk+1l;m;n � ukl;m;n

�t
(2.9)

de�niert ist [Press 1989, S.857], wird der diskrete dreidimensionale Di�usions-
Operator �uber seine sechs n�achsten Nachbarn berechnet (Vgl. Abb. 2.2). Dies
ergibt im kartesischen Koordinatensystem:

�KKu
k
l;m;n =

1
�2x

(ukl�1;m;n + ukl+1m;n + ukl;m�1;n+
ukl;m+1;n + ukl;m;n�1 + ukl;m;n+1| {z }

:=�ukl;m;n

�6ukl;m;n)
(2.10)

[Vgl. Kopetsch 1989, S.32.6]. Dieser diskrete Di�usions-Operator kann erwei-
tert werden, um die in Abschnitt 1.4.6 diskutierte Zylindersymmetrie laufen-
der Quasiteilchen zur Verringerung der Rechenzeit auszunutzen. Hierbei wird
das Grundgebiet auf einen zweidimensionalen zylindersymmetrischen Schnitt
des laufenden Quasiteilchens reduziert, so dass der Di�usions-Operator an
Zylinderkoordinatensysteme angepa�t werden muss. In diesen berechnet sich
der Di�usions-Operator nach

�Z =
1

%

@

@%

�
%
@

@%

�
+

1

%2
@2

@'2
+

@

@h2
(2.11)

[Bronŝtejn 1989, S.575]. Hierbei liefert die Winkelableitung @2

@'2
aufgrund der

Zylindersymmetrie keinen Beitrag, so dass man mit der Substitution % = x
und h = y folgenden zweidimensionalen Di�usions-Operator erh�alt:

�Z;2D =
1

x

@

@x

�
x
@

@x

�
+

@2

@y2
(2.12)
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Abbildung 2.2: Der diskrete dreidi-
mensionale Di�usions-Operator an
dem Diskretisierungspunkt ukl;m;n

zum Zeitpunkt k berechnet sich
�uber seine sechs n�achsten Nachbarn
(2.10).

Dieser l�a�t sich durch partielle Di�erentiation in einem 1
x
-Term und den

kartesischen zweidimensionalen Di�usions-Operator aufteilen:

�0
Z;2D =

1

x

@

@x
+

@2

@x2
+

@2

@y2
(2.13)

Um den obigen Operator in den diskreten Reaktions-Di�usions-Gleichungen
anwenden zu k�onnen, muss ein zweidimensionales Grundgebiet ax � ay � 1
vorausgesetzt werden, bei dem die Symmetrieachse mit der y-Achse identisch
ist. Diese Symmetriebedingung wird sowohl von der Neumann-, als auch von
der Ring-Randbedingung erf�ullt, wenn man ber�ucksichtigt, dass die Symme-
trieachse nicht bei y = 0, sondern bei y = 1

2
liegt und diesen O�set in dem

1
x
-Term des Di�usions-Operators ber�ucksichtigt (Vgl. Abb. 2.1).

�0
Z;2D =

1

x� 1
2

@

@x
+

@2

@x2
+

@2

@y2
(2.14)

Um die einheitliche Schreibweise der folgenden Gleichungen zu gew�ahrleisten,
f�uhrt man desweiteren einen Faktor KS mit

KS :=

8>><
>>:

0; wenn ein kartesisches Koordinatensystem
beliebiger Dimension vorliegt,

1; wenn ein zweidimensionales
Zylinderkoordinatensystem vorliegt.

(2.15)

ein, der den 1
x
-Term des �Z;2D Di�usions-Operators nur bei zweidimensio-

nalen Zylinderkoordinatensystemen wirksam werden l�a�t, so dass man einen
verallgemeinerten kontinuierlichen Di�usionsoperator

�A = KS

1

x� 1
2

@

@x
+� (2.16)
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erh�alt. Dieser lautet in seiner diskretisierten Form

�du
k
l;m;n := KS

1�
l � 1

2

�
�x

ukl+1;m;n � ukl�1;m;n

2�x| {z }
=:�ZK uk

l;m;n

+�KKu
k
l;m;n (2.17)

2.2.4 Bestimmung der diskreten Reaktions-Di�usions-

Gleichungen

Ausgehend von den diskreten Di�erentialoperatoren der zeitlichen Entwick-
lung (2.9) und der Di�usion (2.17) muss auch das dreikomponentige Reakti-
ons-Di�usions-System in ein diskretisiertes Gleichungssystem �uberf�uhrt wer-
den. Um bei der iterativen L�osung dieses diskreten Gleichungs-Systems so-
wohl ein gutes Konvergenzverhalten bei gro�en Zeitschritten �t, als auch eine
hohe numerische Genauigkeit zu erreichen, werden die diskreten Reaktions-
Di�usions-Gleichungen nach der Crank-Nicholson-Methode formuliert [Vgl.
Press 1995, S.849 �.]. Dabei wird die zeitliche Entwicklung aus dem Aus-
gangszustand (ukl;m;n; v

k
l;m;n; w

k
l;m;n) und dem zu berechnenden Zustand (uk+1l;m;n;

vk+1l;m;n; w
k+1
l;m;n) gemittelt:

u
k+ 1

2

l;m;n :=
1

2

�
uk+1l;m;n + ukl;m;n

�
: (2.18)

Diese De�nition gilt exemplarisch auch f�ur v
k+ 1

2

l;m;n und w
k+ 1

2

l;m;n, so dass das
diskretisierte dreikomponentige Reaktions-Di�usions-System wie folgt lautet:

uk+1l;m;n � ukl;m;n

�t
=Du�du

k+ 1
2

l;m;n + f
�
u
k+ 1

2

l;m;n

�
� v

k+ 1
2

l;m;n � �3w
k+ 1

2

l;m;n + �1;

�
vk+1l;m;n � vkl;m;n

�t
=Dv�dv

k+ 1
2

l;m;n + u
k+ 1

2

l;m;n � v
k+ 1

2

l;m;n;

�
wk+1
l;m;n � wk

l;m;n

�t
=Dw�dw

k+ 1
2

l;m;n + u
k+ 1

2

l;m;n � w
k+ 1

2

l;m;n:

(2.19)

2.3 Das iterative L�osungsverfahren f�ur einen

Zeitschritt

Die L�osung der diskretisierten Reaktions-Di�usions-Gleichungen erfolgt in
einzelnen Zeitschritten (2.5), die jeweils iterativ berechnet werden. Dazu wer-
den die diskretisierten dreikomponentigen Reaktions-Di�usions-Gleichungen
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(2.19) in ein Iterationsgleichungssystem �uberf�uhrt, dessen Anwendung in ei-
ner Iterationsvorschrift eine schrittweise Ann�aherung von (ukl;m;n; v

k
l;m;n; w

k
l;m;n)

nach
�
uk+1l;m;n; v

k+1
l;m;n; w

k+1
l;m;n

�
ergibt.

Die Iterationsgleichungen werden nach der Gauss-Seidel Methode formuliert,
die sich dadurch auszeichnet, dass die bereits berechneten Werte sofort in die
L�osung der noch zu berechnenden Werte miteinie�en.
Zur Herleitung der Iterationsgleichungen werden die Terme des zu berech-
nenden Zeitpunkts (uk+1l;m;n; v

k+1
l;m;n; w

k+1
k;l;m) aus der diskreten zeitlichen Ablei-

tung (2.9) und dem diskreten Di�usionsoperator (2.17) auf die linke Seite
der diskreten Reaktions-Di�usions-Gleichungen (2.19) gebracht

1

�t
uk+1l;m;n +

3Du

�2x
uk+1l;m;n =Du

�
1

�x
�ZKu

k+ 1
2

l;m;n +
1

�2x
�u

k+ 1
2
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�
+

f
�
u
k+ 1

2

l;m;n

�
� v
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2
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2

l;m;n + �1 +
1

�t
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�
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u
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�t
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�2x
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1

�x
�ZKw
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�2x
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�
+

u
k+ 1

2
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2

l;m;n +
�

�t
ukl;m;n:

(2.20)

Sodann werden uk+1l;m;n, v
k+1
l;m;n und wk+1

l;m;n durch die Hilfsgr�o�en u0l;m;n, v
0
l;m;n

und w0l;m;n substituiert und nach diesen aufgel�ost, so dass man die Iterations-
gleichungen zur L�osung des dreikomponentigen Reaktions-Di�usions-Systems
erh�alt:

u0l;m;n = K1u
k
l;m;n +K1�t

�
Du

�
1
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k+ 1

2

l;m;n + �1

i
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2
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i
:

(2.21)
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Die Konstanten K1, K2 und K3 sind dabei wie folgt de�niert:

K1 :=

�
1 + 3

�tDu

�2x

��1
;

K2 :=

�
1 + 3

�tDv

��2x

��1
;

K3 :=

�
1 + 3

�tDw

��2x

��1
:

(2.22)

Die Berechnung des (k + 1)ten Zeitschritts erfolgt �uber Iterationsschritte
(uk+1l;m;n; v

k+1
l;m;n; w

k+1
l;m;n)j, wobei der Nullte Iterationschritt j = 0 mit

(uk+1l;m;n; v
k+1
l;m;n; w

k+1
l;m;n)0 = (ukl;m;n; v

k
l;m;n; w

k
l;m;n) (2.23)

vorgegeben wird. Die Vorschrift zur Berechnung des (j + 1)ten Iterations-
schrittes lautet dann wie folgt:

1. Berechne (u0l;m;n; v
0
l;m;n; w

0
l;m;n) aus (2.21)

2. Berechne �Anderung0
@�u
�v
�w

1
A =

0
@uk+1l;m;n

vk+1l;m;n

wk+1
l;m;n

1
A
j

�
0
@u0l;m;n

v0l;m;n

w0l;m;n

1
A

3. Berechne den n�achsten Iterationswert als0
@uk+1l;m;n

vk+1l;m;n

wk+1
l;m;n

1
A
j+1

=

0
@uk+1l;m;n

vk+1l;m;n

wk+1
l;m;n

1
A
j

+ !

0
@�u
�v
�w

1
A mit ! 2 [0; 2] (2.24)

4. Wenn das Konvergenzkriterium

max(�u; �v; �w) < Kk (2.25)

nicht erf�ullt ist, fahre mit Punkt 1 der Iterationsvorschrift fort.

Der Faktor ! der Iterationsvorschrift (2.24) hei�t Successive Overrelaxati-
on-Parameter und nimmt zuk�unftige �Anderungen (�u; �v; �w) vorweg, so dass
der Algorithmus bei g�unstiger !-Wahl schneller konvergiert. Dieses Itera-
tionsverfahren wird Successive Overrelaxation (SOR) genannt. F�ur ! < 1
spricht man von Underrelaxation [Press 1996, S. 866].
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2.4 Das Programm 3k3d zur L�osung des drei-

komponentigen dreidimensionalen Reak-

tions-Di�usions-Systems

2.4.1 Die Funktionsweise des Programms 3k3d

Die L�osung des dreikomponentigen dreidimensionalen Reaktions-Di�usions-
Systems erfolgt mit dem C-Programm 3k3d. Dieses parallele Programm ist
auf Alpha-Workstations unter dem Betriebssystem VMS und auf Parallel-
rechnern des Typs Cray T3E sowie dem Intel Paragon lau��ahig. 3k3d wurde
vom Autor im Rahmen einer SHK-Stelle von Januar bis Oktober 1997 f�ur
Alpha-Workstations und den Parallelrechner Intel Paragon entwickelt und
basiert auf dem Sourcecode rd2d.c von M. Schilke [Schilke 1992], das in einer
modi�zierten Version von C.P. Schenk vorlag [Schenk 1995].
Die Parallelisierung der L�osungsalgorithmen auf einem Parallelrechner mit
N Computern beruht dabei auf der Aufteilung des Grundgebietes G in N
gleich gro�er Teilgebiete G i mit

N[
i=1

G i = G : (2.26)

Diese Teilgebiete G i werden jeweils mit Randpunkten umgeben (Vgl. Ab-
schnitt 2.2.2), wobei die im Inneren des Grundgebiets G liegenden Rand-
punkte zur Koordinierung der Numerik zwischen den Prozessoren dienen,
w�ahrend die �au�eren Randpunkte zur L�osung des Randwertproblems ver-
wendet werden.
Die hierf�ur notwendigen Routinen wurden von J. Berkemeier in der C-Biblio-
thek util3d implementiert, die auf dem ParallelrechnerstandardMPI (Mes-
sage Passing Interface) basiert [HLRS 1999a]. Dies erm�oglichte die z�ugige
Portierung von 3k3d auf Parallelrechnern der Cray T3E Klasse im Rahmen
dieser Diplomarbeit, so dass das Programm 3k3d seit Juli 1998 auf der Cray
T3E/512 im H�ochstleistungsrechenzentrum Stuttgart als lau��ahige Version
vorliegt.
Der dokumentierte Sourcecode des Programms liegt dieser Diplomarbeit auf
CD-ROM im Verzeichnis ../3k3d/ zur Einsicht bei. Zur Ausf�uhrung des
Programms 3k3d ben�otigt man - neben dem compilierten Sourcecode - ei-
ne ASCII-Steuerungsdatei (Vgl. Anhang A) und eine bin�are VBI-Startdatei
(Vgl. Anhang B), die sowohl die Simulationsparameter als auch die Anfangs-
bedingung der Numerik enth�alt. Das Programm wird mit dem Namen der
ASCII-Steuerungsdatei als Argument gestartet.



2.4 DAS PROGRAMM 3K3D 29

Programmstart
3k3d BTC_Datei

Variable

aus

lesen

START_FILE
BTC_Datei

Simulationsparameter
aus

lesen

START_FILE

Simulation auf
Parallelrechner?

Kommunikation
zwischen Prozessoren

initialisieren

Ja

Nein
Ausgangsverteilung
aus

lesen

START_FILE

BTC_Datei
auswerten

(Vgl. Anhang A)

Grundgebietsränder
gemäß

setzen

Randbedingung

Successive Over-
relaxation (SOR)
Iterationsschritt

Auswertung
notwendig?

Ja
Auswertung:

Abspeichern von
EXF-Filmdateien und
Zeitreihenaufnahmen

Nein
Letzter

Zeitschritt

erreicht?

END_COUNTER

Ja

Programmende
Simulationsergebnis

in

speichern

END_FILE

Nein

Abbildung 2.3: Flussdiagramm des Programms 3k3d: Das Programm 3k3d
wird mit dem Namen der compilierten EXE-Datei und dem Namen einer
ASCII-Steuerungsdatei BTC Datei als Argument gestartet. In der BTC-
Datei k�onnen verschiedenen Variablen Werte zugewiesen werden, dies ist
ausf�uhrlich im Anhang A dokumentiert. Die in diesem Flussdiagramm
erw�ahnten Variablen START FILE und END FILE enthalten die Namen von
bin�aren VBI-Dateien (Vgl. Anhang B), welche die Simulationsparameter und
die Anfangs- bzw. Endverteilung der Simulation enthalten. Der Zeitpunkt der
Endverteilung wird durch das Produkt (END COUNTER*ht) vorgegeben, wobei
ht der Zeitschrittweite �t entspricht.
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Abbildung 2.4: Dargestellt ist die Anzahl der Randpunkte R eines kubischen
Grundgebiets der Diskretisierung a3x, das zur Bearbeitung auf N Prozessoren
aufgeteilt ist. Die Anzahl der Randpunkte h�angt nach (2.28) von der Kan-
tenl�ange ax des Grundgebiets und der Anzahl N der verwendeten Prozesso-
ren ab. Da die Prozessoren die Randpunkte zur Koordinierung der Numerik
verwenden, ist die Anzahl der Randpunkte ein Ma� f�ur den Kommunikati-
onsaufwand der Parallelisierung.

Die Ausgabe der L�osungen des dreikomponentigen Reaktions-Di�usions-Sys-
tems erfolgt in Form von bin�aren VBI-Dateien und bin�aren Filmdateien der
Endung EXF (Vgl. Anhang B). Desweiteren kann eine Zeitreihe des normier-
ten Aktivatorintegrals (4.2) als ASCII-Datei angelegt werden.

2.4.2 Die Performance des parallelen Programms 3k3d

Die Untersuchung der Performance

Die Leistungsaspekte (Performance) eines parallelen Programms �andern sich
mit der Anzahl N der eingesetzten Prozessoren. Dies ist darauf zur�uck-
zuf�uhren, dass jeder Grundgebietsteil G i (2.26), der von einem Prozessor
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bearbeitet wird, mit Randpunkten umgeben wird. Diese dienen den einzel-
nen Prozessoren unter anderem zur Koordinierung der Numerik, so dass der
Kommunikationsaufwand linear mit der Anzahl der Randpunkte R eines auf-
geteilten Grundgebiets w�achst.
Um eine Vorstellung von dem Zusammenhang zwischen der Diskretisierung
a3x eines kubischen Grundgebiets G , der zur Parallelisierung eingesetzten Pro-
zessoren N und der Gesamtzahl der Randpunkte R des diskretisierten Grund-
gebiets zu bekommen, muss �uber die Randpunkte Ri der Grundgebietsteile
G i (2.26) summiert werden. Diese Randpunkte Ri be�nden sich auf den sechs

Rand�achen der Grundgebietsteile G i . Da jedes G i im Durchschnitt �uber
a3x
N

Diskretisierungspunkten verf�ugt, berechnet sich die Anzahl der Randpunkte
auf einer Rand�ache zu  

3

r
a3x
N

!2

=

�
ax
3
p
N

�2

; (2.27)

entsprechend ergibt die Gesamtzahl R aller Randpunkte

R =
NX
i=1

Ri =
NX
i=1

6

�
ax
3
p
N

�2

= 6N

�
ax
3
p
N

�2

= 6a2x
3
p
N: (2.28)

Die graphische Darstellung dieses Zusammenhangs (Abb. 2.4) verdeutlicht
die �uberproportionale Zunahme der Randpunkte R und somit auch des Kom-
munikationsaufwands, der mit gro�en Prozessorzahlen einhergeht.
Da sich die Rechenzeitkosten einer Simulation als Produkt aus Programm-
laufzeit T und Anzahl N der verwendeten Prozessoren ergibt, und die Pro-
zessoren durch den nichtlinear wachsenden Kommunikationsaufwand ausge-
bremst werden, lohnt es sich nicht eine Simulation mit beliebig vielen Pro-
zessoren zu parallelisieren.
Die Untersuchung dieses Zusammenhangs wird durch den Wunsch nach ei-
nem g�unstigen Verh�altnis zwischen Programmlaufzeit und Rechenzeitkosten
motiviert und f�uhrt zu der De�nition der Leistungsaspekte (Performance) ei-
nes parallelen Programms. Da die Leistungsaspekte auch wesentlich von der
Hardware der verwendeten Parallelrechner abh�angen, werden diese auf den
Parallelrechnern Intel Paragon und Cray T3E/512 einzeln untersucht.

De�nition der Leistungsaspekte paralleler Programme

Die Leistungsaspekte eines parallelen Programms werden mit den Gr�o�en
Parallelit�atsgewinn (Speedup) Sp, E�zienz der Parallelisierung SE und Ska-
lierungsgewinn (Scaleup) Sk gemessen [Br�aunl, S.247 f.].



2.4 DAS PROGRAMM 3K3D 32

Diese Gr�o�en basieren allesamt auf der Laufzeit T (K;N) des parallelen Pro-
gramms, das ein Problem der Gr�o�eK aufN Prozessoren l�ost. Dabei wird die
Laufzeit als der Zeitraum de�niert, der vom Beginn des ersten Programmpro-
zesses bis zum Ende des letzten Prozesses verstreicht [Burkhart 1997, S.496].
Die Problemgr�o�e K stellt in diesem Fall die Anzahl der Diskretisierungs-
punkte des Grundgebiets dar. Aus der Messgr�o�e T (K;N) leitet sich der
Parallelit�atsgewinn Sp(n) (Speedup) als das Verh�altnis der Lauftzeit T (K; 1)
auf einem Prozessor und der Laufzeit T (K;N) auf N Prozessoren bei kon-
stanter Problemgr�o�e K mit

Sp(N) :=
T (K; 1)

T (K;N)
und K=const (2.29)

ab [Br�aunl, S.248]. Die �Uberlegung, dass N Prozessoren ein gegebenes Pro-
blem bestenfalls N -Mal schneller als ein einzelner Prozessor l�osen k�onnen
und somit

max(Sp(N)) = N (2.30)

der maximal m�ogliche Gewinn ist, tri�t nicht f�ur das Programm 3k3d zu. Dies
ist darauf zur�uckzuf�uhren, dass realistische Problemstellungen die Grenzen
des Prozessorcaches eines einzelnen Computers erreichen. Die Auslagerung
der �ubersch�ussigen Daten in den Arbeitsspeicher kann dann so viel Zeit ko-
sten, dass der Parallelit�atsgewinn Sp(N) einer N Prozessorrechnung gr�o�er
als N wird.
Unabh�angig von dieser Feststellung wird die E�zienz der Parallelisierung
SE(N) als Parallelit�atsgewinn Sp(N) relativ zum theoretisch maximal er-
reichbaren Parallelit�atsgewinn (2.30) de�niert:

SE(N) :=
Sp(N)

N
(2.31)

[Br�aunl, S.248]. Die Angabe der E�zienz SE(N) in Prozent gibt eine Aus-
kunft dar�uber, wie viel Prozent des maximal erreichbaren Parallelit�atsge-
winns (2.29) erzielt werden.
Die Abnahme der E�zienz eines parallelen Programms mit dem Kehrwert
der Prozessoranzahl ( 1

N
-H�urde), f�uhrt zu dem Schlu�, dass es sich nicht lohnt

ein Problem mit vielen Prozessoren zu parallelisieren. Da jedoch eine gr�o�ere
Parallelit�at im Allgemeinen auch die L�osung gr�o�erer Probleme nach sich
zieht [Gustafson 1988], sinkt der sequentielle Anteil eines Programms relativ
zur Problemgr�o�e, weshalb die 1

N
-H�urde der E�zienz faktisch �uberwunden

wird. Hierzu de�niert man den Skalierungsgewinn (Scaleup) Sk(K) eines Par-
allelprogramms wie folgt [Reuter 1992, S.73]: Wenn T (K; 1) die Laufzeit eines
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Programms der Problemgr�o�e K auf einem Prozessor ist und

T (K; 1) = T (L;N) f�ur L > K (2.32)

gilt, dann de�niert sich der Skalierungsgewinn Sk(N) zu:

Sk(N) =
L

K
: (2.33)

Dies ist also ein Ma� daf�ur, um wie viel gr�o�er ein Problem bei konstanter
Rechenzeit und gr�o�erer Parallelit�at gew�ahlt werden kann.

Die Messung der Leistungsaspekte

F�ur die Messung des Parallelit�atsgewinns Sp(N) (2.29) und der E�zienz der
Parallelisierung SE(N) (2.31) wurden die Laufzeit T (K;N) einer wohlde�-
nierten Simulation K = const mit dem Programm 3k3d in Abh�angigkeit von
der Prozessoranzahl N gemessen. Dabei wurde die zeitliche Entwicklung eines
Grundgebietes der Gr�o�e 13 und der Diskretisierung 363 �uber 500 Zeitschrit-
te berechnet. Der Parallelit�atsgewinn und die E�zienz der Parallelisierung
ergeben sich dann nach (2.29) und (2.31).
Zur Bestimmung des Skalierungsgewinns (2.33) wurde die Laufzeit einer Si-
mulation mit der Diskretisierung K = 153 auf einem Prozessor, also T (K =
153; N = 1) gemessen. Danach wurde die Anzahl der Prozessoren auf M
erh�oht und die Anzahl der Diskretisierungspunkte L so weit vergr�o�ert, dass
(2.32) mit einer geduldeten Abweichung von 10% erf�ullt wurde:

�T =
jT (L;M)� T (K = 153; L = 1)j

T (K = 153; L = 1)
< 10% (2.34)

Diese relative Laufzeitabweichung �T wird bei der Berechnung des Skalie-
rungsgewinns Sk(N) nach (2.33) als relativer Fehler des Skalierungsgewinns
�Sk gewertet:

�Sk = �T: (2.35)

Die Performance des Intel Paragon

Der Parallelrechner Intel Paragon besteht aus 140 Rechenknoten, die in
einem rechteckigen Gitter angeordnet sind. Jeder Knoten setzt sich jeweils
aus einem Rechen- und einem Kommunikationsprozessor des Typs Intel i860
zusammen. Diese arbeiten mit einer Taktfrequenz von 50 MHz und verf�ugen
�uber 16 MByte Arbeitsspeicher [ �Olker 1995, S. 33 �.].
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Laufzeiten einer Simulation
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und der Cray T3E/512 TC,
die jeweils mit verschiedenen
Prozessoranzahlen N durch-
gef�uhrt wurden. Die linea-
re Regression zeigt, dass die
Simulationen auf der Cray
T3E/512 um einen Faktor
acht schneller als auf dem In-
tel Paragon gerechnet werden.

Der Paragon des H�ochstleistungsrechenzentrums J�ulich (HLRZ) wurde im
Juni 1998 abgeschaltet, da mittlerweile erheblich leistungsf�ahigere Parallel-
rechner zur Verf�ugung stehen. Diese zeichnen sich vor Allem dadurch aus,
dass sie schnellere Prozessoren in gr�o�erer Anzahl zur Verf�ugung stellen. Ein
Vergleich der Laufzeit des Programms 3k3d auf dem Intel Paragon und ei-
nem Parallelrechner des Typs Cray T3E zeigt, dass das Programm 3k3d auf
letzterem um einen Faktor acht schneller ausgef�uhrt wird (Vgl. Abbildung
2.5).
Der Parallelit�atsgewinn Sp des Programms 3k3d streut um einen linearen
Verlauf (Abb. 2.6a). Dies ist darauf zur�uckzuf�uhren, dass verschiedene Pro-
zesoranzahlen N das Grundgebiet unterschiedlich gut aufteilen k�onnen. Hier
gilt allgemein: Je weniger Rand�achen die einzelnen Teile G i des Grundgebie-
tes besitzen, desto weniger Kommunikationsaufwand muss betrieben werden,
um die Numerik zu koordinieren.
Trotz der Streuung des Parallelit�atsgewinns ist deutlich zu erkennen, dass es
f�ur N = 125 Prozessoren einen erheblichen Einbruch im Parallelit�atsgewinn
Sp(N) gibt. Dies kann nicht nur durch eine ung�unstige Grundgebietsauftei-
lung erkl�art werden. Vielmehr f�uhrt eine �uberproportional gro�e Zunahme
der Rand�achen zu einem hohen Kommunikationsaufwand (Vgl. Abb. 2.4),
der den Parallelrechner erheblich auslastet und somit zu l�angeren Wartezei-
ten der einzelnen Prozessoren f�uhrt. Dies schm�alert den Parallelit�atsgewinn.
Es ist also ung�unstig auf dem Paragon Simulationen mit gro�en Prozessor-
anzahlen N = 125 rechnen zu lassen.
Die E�zienz der Parallelisierung SE(N) (2.31) zeigt ebenfalls sehr deutlich,
dass Simulationen mit gro�en Prozessoranzahlen als ung�unstig einzustufen
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Abbildung 2.7: Der Skalierungs-
gewinn Sk(N) des Paragons in

Abh�angigkeit von der Prozesso-

ranzahl N verl�auft innerhalb der
Fehlerbereiche (2.34) linear. Dies

spricht eigentlich daf�ur auf dem

Paragon gro�e Grundgebietsdis-

kretisierungen mit gro�en Pro-

zessoranzahlen zu rechnen. Aller-

dings ist es aufgrund der lang-

samen i860 Prozessoren des Pa-

ragon, von denen lediglich 128

zur Verf�ugung stehen, nicht e�ek-

tiv, Grundgebietsdiskretisierungen

von mehr als 60� 60� 60 zu rech-
nen.

Die Performance der Cray T3E/512

Der Parallelrechner Cray T3E/512 des Hochleistungsrechenzentrums Stutt-
gart (HLRS) besteht aus 512 Alpha-Prozessoren, die mit 450MHz Taktfre-
quenz betrieben werden und jeweils �uber 128MByte Arbeitsspeicher verf�ugen
[HLRS 1999b]. Diese Rechenknoten sind in einem dreidimensionalen Torus
angeordnet [Oed 1996, S.7], so dass kurze Kommunikationszeiten gew�ahrleis-
tet sind.
Betrachtet man den Parallelit�atsgewinn Sp(N) (2.29) der Cray T3E (Vgl.
Abb. 2.8a), so f�allt die gute Performance f�ur Prozessorzahlen N � 27 auf,
die f�ur gr�o�ere Prozessorzahlen 27 < N < 243 zwar abnimmt, aber erst
f�ur N � 343 so erheblich einbricht, dass es nicht als lohnenswert bezeichnet
werden kann, eine Simulation mit kleiner Grundgebietsdiskretisierung durch
derart gro�e Prozessoranzahlen zu parallelisieren.
Die Untersuchung der E�zienz SE(N) der Parallelisierung (Abb. 2.8b) best�a-
tigt dieses Bild. Hier wird der Leistungsabfall bei gr�o�eren Prozessorzahlen
N � 45 durch eine niedrige durchschnittliche E�zienz von SE(N) = 67; 8%
deutlich, w�ahrend kleine Prozessorenanzahlen den maximal zu erwartenden
Parallelit�atsgewinn mit durchschnittlich SE(N) = 101; 5% noch �ubertre�en.
Bei sehr gro�en Prozessorzahlen wird der maximal zu erwartende Paralle-
lit�atsgewinn (2.30) nur noch zu kapp 30% erreicht.
Der Skalierungsgewinn Sk(N) (2.33) der Cray T3E in Abh�angigkeit der Pro-
zessorenanzahl N weist innerhalb der Fehlerbereiche (2.34) zwei Bereiche mit
linearem Anstieg auf, dabei ergibt die lineare Regression f�ur kleine Prozes-
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Abbildung 2.9: Der Skalierungs-
gewinn Sk(N) der Cray T3E/512
in Abh�angigkeit von der Pro-
zessoranzahl N weist innerhalb
der Fehlergrenzen (2.34) zwei li-
neare Bereiche mit unterschied-
lichen Steigungen auf. Entschei-
dend ist an dieser Stelle der linea-
re Zusammenhang zwischen Ska-
lierungsgewinn und Prozessoran-
zahl, der darauf hinweist, dass es
sich durchaus lohnt, auf der Cray
T3E/512 hohe Grundgebietsdis-
kretisierungen mit gro�en Prozes-
soranzahlen zu rechnen.

T3E/512 gegen�uber dem Intel Paragon und zum Anderen eine bessere paral-
lele Performance des Paragons gegen�uber der Cray T3E/512 f�ur kleine Pro-
zessoranzahlen N < 100. Dieses verzerrte Bild kommt dadurch zustande,
dass alle Leistungsaspekte auf eine Ein-Prozessorrechnung N = 1 bezogen
werden, bei denen der Intel Paragon an seine absoluten Leistungsgrenzen
herangef�uhrt wird. Dies wertet alle Mehr-Prozessorrechnungen des Paragons
erheblich auf.
F�ur gr�o�ere Prozessoranzahlen N > 100 gleichen sich die Leistungsaspekte
der beiden Parallelrechner aneinander an, wobei nat�urlich darauf hingewiesen
werden muss, dass auf dem Paragon nicht mehr als 128 Prozessoren in die
Untersuchungen miteinbezogen werden konnten.
Da die Cray T3E/512 auch f�ur gro�e Prozessoranzahlen N > 100 eine be-
achtliche Performance aufweist, ist dieser Parallelrechner bestens geeignet
hohe Grundgebietsdiskretisierungen mit gro�en Prozessoranzahlen zu rech-
nen. Der Paragon ist dagegen aufgrund seiner wenigen, relativ langsamen
i860 Prozessoren nur f�ur Simulationen mit keiner h�oheren Diskretisierung als
60� 60� 60 geeignet.



Kapitel 3

Die Bifurkation vom

station�aren zum laufenden

Quasiteilchen

3.1 Der Bezug dieser Untersuchung

Bereits in Abschnitt 1.4.6 wurde der Mechanismus erl�autert, der dazu f�uhrt,
dass sich station�are Quasiteilchen in Bewegung setzen. Diese Bifurkation
der Geschwindigkeit c eines Quasiteilchens kann im Grenzfall Dv; � ! 0 in
Abh�angigkeit des Kontrollparameters � analytisch untersucht werden. Dabei
wird der Bifurkationspunkt �c und die Geschwindigkeit c(�) eines Quasiteil-
chens in der N�ahe des Bifurkationspunktes aus der Verteilung (uQT ; vQT ; wQT )
eines station�aren Quasiteilchens bestimmt.
Da diese Ergebnisse bisher lediglich mit der Simulation von Quasiteilchen-
geschwindigkeiten auf ein- und zweidimensionalen Grundgebieten �uberpr�uft
worden sind [Or-Guil et al. 1998], behandelt dieses Kapitel den Vergleich der
analytischen Ergebnisse mit der Simulation von Quasiteilchengeschwindigkei-
ten auf dreidimensionalen Grundgebieten.

3.2 Die analytischen Ergebnisse

Der Bifurkationspunkt �c vom station�aren zum laufenden Quasiteilchen wird
von der Verteilung des station�aren Quasiteilchens (uQT ; vQT ; wQT ) bestimmt:

�c =

D�
@
@x
uQT

�2E� �3�
D�

@
@x
wQT

�2ED�
@
@x
vQT
�2E (3.1)

39
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[Or-Guil et al. 1998], wobei die �au�eren Klammern hui die Bedeutung einer
Integration �uber das gesamte Grundgebiet haben

hui :=
Z

dx

Z
dy

Z
dz u: (3.2)

Im Grenzfall Dv, � ! 0 wird die Di�usion des langsamen Inhibitors v aus-
geschaltet, so dass die Verteilung vQT gleich der Aktivatorverteilung uQT ist
und die schnellstm�ogliche Reaktion des w-Inhibitors auf �Anderungen des Ak-
tivators erm�oglicht wird. Dadurch kann die Geschwindigkeit c des laufenden
Quasiteilchens in der N�ahe des Bifurkationspunktes �c durch

c2 = (� � 1)

D�
@
@x
vQT

�2ED�
@2

@x2
vQT
�2E

| {z }
=:S

(3.3)

bestimmt werden. Sie wird durch eine Pitchfork-Bifurkation c(�) bez�uglich
des Zeitskalenparameters � gekennzeichnet. Desweiteren wird die Variable S
als sogenannter Formparameter eingef�uhrt.
Dar�uberhinaus l�asst sich der Bifurkationspunkt �c (3.1) in dem diskutierten
Grenzfall zu

� 0c =

D�
@
@x
uQT

�2ED�
@
@x
vQT

�2E = 1 (3.4)

vereinfachen, da die Verteilungen uQT und vQT des station�aren Quasiteilchens
durch Dv = 0 identisch sind.

3.3 Die Durchf�uhrung des Vergleichs zwischen

Analyse und Simulation

Um die analytisch bestimmbaren Bifurkationspunkte �c (3.1) und �
0
c (3.4), so-

wie die analytisch bestimmbare Geschwindigkeit c (3.3) berechnen zu k�onnen,
muss ein ausrelaxiertes station�ares Quasiteilchen (uQT ; vQT ; wQT ) als L�osung
des dreikomponentigen dreidimensionalen Reaktions-Di�usions-Systems im
Grenzfall Dv; � ! 0 vorliegen. Aus dem Formparameter S des station�aren
Quasiteilchens wird die Ableitung des Geschwindigkeitsquadrates c2(�) nach
� als

@c2(�)

@�
= S (3.5)
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gem�a� (3.3) ermittelt.
Um diese analytischen Ergebnisse mit Simulationen vergleichen zu k�onnen,
m�ussen laufende Quasiteilchen als L�osung des dreikomponentigen dreidimen-
sionalen Reaktions-Di�usions-Systems berechnet werden. Dabei k�onnen die
L�osungen des dreikomponentigen Reaktions-Di�usions-Systems f�ur zylinder-
symmetrische Schnitte der Quasiteilchen simuliert werden. Desweiteren wird
der diskutierte Grenzfall �! 0 in der numerischen Simulation durch � = 0:01
und � = 0:05 gen�ahert.
Um die Geschwindigkeit der simulierten Quasiteilchen c = j _xQT j zu bestim-
men, bedarf es eines festen Bezugspunktes xQT . Dazu eignet sich zum Beispiel
der Schwerpunkt xu der Aktivatorverteilung uQT eines Quasiteilchens, wel-
cher als gewichteter Mittelwert aller Diskretisierungspunkte berechnet wird,
die einen Aktivatorschwellwert uS �uberschreiten:

xu =
�u(x)x

�u(x)
8 x 2 G : u(x) � uS: (3.6)

Die Bestimmung der Aktivatorschwerpunkte xu erfolgt mit dem C-Programm
exf2a3k (Vgl. Anhang C), so dass aus der Schwerpunktsbewegung _xu die
Geschwindigkeit

c(�) = j _xuj (3.7)

jeweils f�ur den Simulationsparameter � berechnet werden kann. Tr�agt man
die Quadrate der simulierten Quasiteilchengeschwindigkeiten gegen den Zeit-

skalenparameter � ab (Abb. 3.1), so kann @c2(�)
@�

durch lineare Regression be-
stimmt und mit dem Betrag des Formparameters S (3.5) verglichen werden.

3.4 Der Vergleich von Simulation und Ana-

lyse

Die durchgef�uhrten Simulationen f�ur � = 0:05 und � = 0:01 zur Bestimmung
der Bifurkationspunkte vom station�aren zum laufenden Quasiteilchen stim-
men fast exakt mit dem Bifurkationspunkt �c der Analytik (3.1) �uberein.
Dar�uberhinaus wird deutlich, dass die Simulation mit � = 0:01 den Grenzfall
� ! 0 besser approximiert als die Simulation mit � = 0:05, da letztere von
dem analytischen Bifurkationspunkt � 0c = 1 (3.4) um 2.5% abweicht, w�ahrend
erstere nur einen Fehler von 0. 6% aufweist.
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Abbildung 3.1: Vergleich des analytisch bestimmbaren Bifurkationspunktes vom

station�aren zum laufenden Quasiteilchen und der analytisch bestimmbaren Quasi-

teilchengeschwindigkeit in der N�ahe des Bifurkationspunktes mit Simulationsergeb-

nissen. Der Simulation liegen folgende Parameter zugrunde: Diskretisierung =

40�20�1, Zylinder-Koordinaten, lx = 0:75, Du = 4:67 �10�3, Dv = 0, Dw = 0:01,

� = 5:67, �1 = �1:126, �3 = 3:33, Ring-Randbedingung. Die Quasiteilchen wer-
den f�ur � > �c instabil und bewegen sich mit der Geschwindigkeit c(�). W�ahrend

der Bifurkationspunkt � 0c = 1 des Grenzfalls Dv ; � ! 0 in der Simulation bis auf

einen Fehler von 2.5% mit der Analyse �ubereinstimmt, weist die Steigung der Ge-

schwindigkeitsquadrate @c2(�)
@�

eine Abweichung von bis zu 22.4% auf. Diese enorme

Abweichung zwischen Analyse und Simulation ist darauf zur�uckzuf�uhren, dass die
laufenden Quasiteilchen in diesem Grenzfall durch die Diskretisierung des Grund-

gebiets stark abgebremst werden.

Tabelle 3.1: Vergleich der aus Analyse und Simulation bestimmten Bifurka-
tionspunkte, wobei die Simulationsergebnisse ausf�uhrlich in Abb. 3.1 doku-
mentiert sind.

�c aus Simulation �c aus (3.1) Abweichung � 0c aus (3.4) Abweichung
� = 0:01 0.9945 0.9959 0.1% 0.6%
� = 0:05 0.9753 0.9797 0.5%

1
2.5%

Der Vergleich der nach � abgeleiteten Geschwindigkeitsquadrate @c2(�)
@�

f�allt
dagegen erheblich schlechter aus, hier weichen die Geschwindigkeitssteigun-
gen der simulierten laufenden Quasiteilchen um bis zu 22.4% von den Qua-
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siteilchengeschwindigkeiten des diskutierten theoretischen Grenzfalls ab:

Tabelle 3.2: Vergleich der aus Analyse und Simulation bestimmten Geschwin-
digkeitsquadrate der Quasiteilchen im Grenzfall Dv; �! 0. Die Simulations-
ergebnisse sind ausf�uhrlich in Abb. 3.1 dokumentiert.

@c2

@�
aus Simulation @c2

@�
aus (3.3) Abweichung

� = 0:01 3:64 10�4 22.4%
� = 0:05 3:65 10�4

4:69 10�4
22.2%

Da Analyse und Simulation bez�uglich der Bifurkationspunkte zufriedenstel-
lend miteinander �ubereinstimmen, der Geschwindigkeitsvergleich gleichzeitig
jedoch gro�e Abweichungen aufweist, scheint die numerische L�osung laufen-
der dreidimensionaler Quasiteilchen fehlerbehaftet zu sein. So weisen beide
Simulationen ann�ahernd dieselben Steigungen ihrer Geschwindigkeitsquadra-

te @c2(�)
@�

auf, obwohl die Simulationen f�ur unterschiedliche Zeitskalenparame-
ter � = 0:05 und � = 0:01 auch unterschiedliche Steigungen der Geschwin-
digkeitsquadrate ergeben sollten.
Bei diesen Simulationen scheint die Geschwindigkeit der Quasiteilchen al-
so weniger von den Parametern des Reaktions-Di�usions-Systems, als von
systemunabh�angigen Faktoren bestimmt zu werden. Vermutlich spielt hier
die Diskretisierung des Grundgebiets eine entscheidende Rolle. Um den Ein-
uss des diskretisierten Grundgebiets zu verringern, m�usste die Au�osung
des Grundgebiets erheblich erh�oht werden, so dass sich die Quasiteilchen mit
einer ihren Systemparametern entsprechenden Geschwindigkeit fortbewegen
k�onnten. Da dies mit einem sehr gro�en Rechenzeitaufwand der Simulationen
einhergeht, ist diese M�oglichkeit bisher nicht �uberpr�uft worden.



Kapitel 4

Sto�ende Quasiteilchen auf

dreidimensionalen

Grundgebieten

4.1 Klassi�zierung des Sto�verhaltens von Qua-

siteilchen

Nachdem bewegte Quasiteilchen als stabile L�osungen des dreikomponentigen
Reaktions-Di�usions-Systems in den Kapiteln 1 und 3 vorgestellt wurden,
stellt sich die Frage, wie mehrere dieser gro�amplitudigen laufenden Struk-
turen auf dreidimensionalen Grundgebieten miteinander wechselwirken.
Um diese Fragestellung systematisch zu untersuchen und um den Rechenzeit-
aufwand der hierf�ur notwendigen Simulationen in Grenzen zu halten, werden
die Simulationen auf die Sto�prozesse von jeweils zwei laufenden Quasiteil-
chen beschr�ankt.
Die gezielte Untersuchung von Sto�prozessen wird dadurch erm�oglicht, dass
die Bewegungsrichtung ĉ eines Quasiteilchens duch den Versatz (xu � xv) des
Aktivatorschwerpunkts xu (3.6) zum Schwerpunkt xv des langsamen Inhibi-
tors bestimmt wird

ĉ =
xu � xv
jxu � xvj

: (4.1)

Es k�onnen daher Quasiteilchen mit beliebiger Bewegungsrichtung erzeugt
werden, weshalb wiederum zwei laufende ausrelaxierte Quasiteilchen genau
so auf einem Grundgebiet G angeordnet werden k�onnen, dass sie miteinander
kollidieren. Da die Inhibitoren v und w im Allgemeinen weiter di�undieren
als der Aktivator u, sehen die sto�enden Quasiteilchen bei der gegenseitigen

44
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Kann der
Aktivator bis zum

des langsamen
Inhibitors

ausweichen?

Eintreffen

Ist das
Quasiteilchen zu
langsam, um den

Inhibitorgradienten des
Stoßpartners zu
überwinden?

Keine
Quasiteilchenverschmelzung

TransienteAusbildung
einesAktivatortorus

Quastiteilchenverschmelzung

Stoß zweier Quasiteilchen

Quasiteilchenvernichtung

Elastischer Stoß

Ausbildung neuer
Quasiteilchen durch
Symmetriebrechung

Ja

Ja

Nein

Nein

Abbildung 4.1: Sto�prozesse laufender Quasiteil-
chen. Dieses Flussdiagramm gibt einen �Uberblick
�uber einige Sto�szenarien laufender Quasiteilchen
auf dreidimensionalen Grundgebieten G .

Ann�aherung zuerst die Inhibitorausl�aufer des Sto�partners. Dies stellt eine
St�orung dar, die dazu f�uhren kann, dass die ansonsten stabilen Quasiteilchen
in einer bestimmten Entfernung zueinander verl�oschen.
Da dieser E�ekt bisher nur auf zweidimensionalen Grundgebieten simuliert
wurde, werden im Folgenden ausschlie�lich Quasiteilchenst�o�e behandelt, bei
denen die Teilchen beim Kontakt mit den Inhibitorausl�aufern des Sto�part-
ners nicht verl�oschen.
In diesen F�allen m�ussen die Quasiteilchen bei der gegenseitigen Ann�aherung
gegen den Inhibitorgradienten des Sto�partners anlaufen. Sind die Quasi-
teilchen zu langsam um den Inhibitorgradienten zu �uberwinden, so sto�en
die Quasiteilchen elastisch, ansonsten kommt es zu einer Verschmelzung der
Quasiteilchen.
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In diesem Fall h�angt der weitere Verlauf des Sto�prozesses davon ab, wie
weit der langsame Inhibitor v gegen den Aktivator u versetzt ist. Je gr�o�er
der Versatz jxu � xvj, desto mehr Zeit steht dem Aktivator u zur Verf�ugung
um dem herannahenden Inhibitor v auszuweichen. Verbleibt dem Aktivator
u zu wenig Zeit zum Ausweichen, so kommt es zu einer Quasiteilchenvernich-
tung. Andernfalls bildet sich ein transienter Aktivatortorus, aus dem durch
Symmetriebrechung neue Quasiteilchen entstehen.

4.2 Der elastische Sto�

Der elastische Sto� zweier Quasiteilchen verdeutlicht den Teilchencharakter
dieser gro�amplitudigen L�osungen des dreikomponentigen Reaktions-Diffusi-
ons-Systems (1.6), da sich zwei Quasiteilchen beim elastischen Sto� �ahnlich
den Teilchen der klassischen Mechanik verhalten (Abb. 4.2a).
Im Grenzfall Dv; � ! 0 kann dieser Sto� analytisch untersucht werden,
da Aktivator- und langsame Inhibitorverteilung der laufenden Quasiteilchen
gleich sind. Dadurch k�onnen die partiellen Di�erentialgleichungen des drei-
komponentigen Reaktions-Diffusions-Systems (1.6) mittels einer St�orungs-
rechnung auf gew�ohnliche Di�erentialgleichungen reduziert werden
[Schenk 1999], wobei die St�orungsrechnung in der N�ahe des Bifurkations-
punktes �c = 1 vom stehenden zum laufenden Quasiteilchen durchgef�uhrt
wird (Vgl. Kapitel 3).
Da der elastische Sto� zweier Quasiteilchen als zeitlich integrierte Kurve
der Schwerpunktsbewegungen auf dem Grundgebiet dargestellt werden kann,
k�onnen die Simulationen eines elastischen Sto�es, die als L�osung des par-
tiellen (1.6) und des gew�ohnlichen Di�erentialgleichungssystems berechnet
wurden, miteinander verglichen werden (Abb. 4.2b).

4.3 Die Quasiteilchenverschmelzung

4.3.1 Das normierte Aktivatorintegral als Ma� f�ur die

Quasiteilchenanzahl auf einem Grundgebiet

Da bei der Simulation von Quasiteilchenverschmelzungen sehr gro�e Daten-
mengen entstehen, ist es zur z�ugigen Beurteilung des Sto�verhaltens not-
wendig auf die Zeitreihe eines charakteristischen Simulationswertes zugreifen
zu k�onnen. Hierf�ur eignet sich das normierte Aktivatorintegral mA aufgrund
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Abbildung 4.2: Elastischer Sto� zweier
Quasiteilchen. Dargestellt ist eine Zeitrei-
he des Sto�es als Iso�achendarstellung a)
und ein Trajektorienvergleich der Aktivator-
schwerpunkte b), die aus der L�osung der par-
tiellen (1.6) und der gew�ohnlichen Di�erenti-
algleichungen berechnet wurden. Die gew�ohn-
lichen Di�erentialgleichungen der reduzier-
ten Dynamik wurden mit � = 0, die parti-
ellen Di�erentialgleichungen der 3D Nume-
rik mit � = 0:01 gel�ost. Ansonsten liegen den
Simulationen folgende Parameter zugrunde:
Diskretisierung = 80 � 80 � 80, lx = 2:25,
� = 1:03, Du = 4:67 � 10�3, Dv = 0, Dw =
0:01, � = 5:67, �1 = �1:126, �3 = 3:33, zy-
klische R�ander. Die Abweichungen der Tra-
jektorien b) liegen in den unterschiedlichen
Zeitskalenparametern � der beiden Simula-
tionen begr�undet. Ein Film, der den elasti-
schen Sto� mit h�oherer Zeitau�osung doku-
mentiert, be�ndet sich auf der beigelegten
CD-ROM (Vgl. Anhang D).

u(x; y; z)
v(x; y; z)

�
= �1:0
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4.3.2 Die Darstellung von Quasiteilchenverschmelzun-

gen

Die Quasiteilchenvernichtung und die kurzzeitige Quasiteilchenverschmel-
zung mit transientem Aktivatortorus werden im Folgenden anhand ausgew�ahl-
ter Simulationen diskutiert, die in den Abbildungen 4.4 und 4.5 dargestellt
sind. Dabei werden jeweils f�unf Momentaufnahmen (Reihen der Abbildun-
gen 4.4 und 4.5) herausgegri�en, bei denen charakteristische Vorg�ange der
Sto�prozesse deutlich hervortreten.
Um verschiedene Details der Sto�prozesse diskutieren zu k�onnen, wird jede
Momentaufnahme in drei verschiedenen Diagrammen betrachtet.

Linke Spalte: Die linken Spalten der Abbildungen 4.4 und 4.5 zeigen die
Zeitreihe des normierten Aktivatorintegrals �uber den gesamten Sto�-
prozess. Eine Raute markiert in diesen Zeitreihen jeweils den Wert des
normierten Aktivatorintegrals mA(t) (4.2) zum Zeitpunkt t der Mo-
mentaufnahme. Dies erm�oglicht es, die jeweilige Momentaufnahme in
den Gesamtzusammenhang des Sto�es einzuordnen.

Mittlere Spalte: Die mittleren Spalten der Abbildungen 4.4 und 4.5 zeigen
Iso�achendarstellungen des Aktivators u (rot) und des langsamen Inhi-
bitors v (gr�un), wobei die Bewegungsrichtung der Quasiteilchen durch
Vektoren angezeigt wird, deren Aufpunkt sich jeweils im Schwerpunkt
xu des Aktivators be�ndet. Um die r�aumliche Anordnung der Quasi-
teilchen zueinander sichtbar zu machen, werden die Iso�achen und die
Bewegungsvektoren als Schatten auf die x� y-Ebene projiziert.

Rechte Spalte: Die dritten Spalten der Abbildungen 4.4 und 4.5 zeigen
jeweils charakteristische Schnitte der Verteilungen, in denen der Akti-
vator u (rot), der langsame Inhibitor v (gr�un) und der schnelle Inhibitor
w (blau) dargestellt werden. Diese Schnitte vermitteln einen Eindruck
�uber die Amplituden, Gradienten und die Lage der Komponenten u, v
und w zueinander.

4.3.3 Die Quasiteilchenvernichtung

Die Vernichtung zweier Quasiteilchen wird in diesem Abschnitt qualitativ
anhand der Simulation in Abbildung 4.4 diskutiert, wobei f�unf Momentauf-
nahmen des Sto�es (Reihen in Abb. 4.4) detailliert betrachtet werden.

Reihe 1 (t = 22): Die erste Momentaufnahme zeigt zwei Quasiteilchen, die
sich frontal aufeinander zubewegen. Aus der Zeitreihe des normierten
Aktivatorintegrals ist zu entnehmen, dass es sich hierbei um zwei aus-
relaxierte Quasiteilchen handelt, da das normierte Aktivatorintegral in
den ersten 30 Systemzeiteinheiten fast konstant ist (Vgl. auch Abb.
4.3). Die Iso�achendarstellung zeigt den gro�en Versatz des langsamen
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Abbildung 4.4: Quasiteilchenvernichtung (folgende Seite). Dargestellt sind in

f�unf Reihen jeweils Momentaufnahmen einer Quasiteilchenvernichtung, wobei die

Zeit von oben nach unten verl�auft. Jede Momentaufnahme besteht aus drei Dia-

grammen. Die linke Spalte zeigt das normierte Aktivatorintegral (4.2) des gesam-
ten Sto�prozesses mit einer Raute als Zeitindex, der den Zeitpunkt der jeweiligen

Momentaufnahme markiert. Die mittlere Spalte zeigt Iso�achendarstellungen des

Aktivators u (rot) und des langsamen Inhibitors v (gr�un), jeweils f�ur u(x,y,z)=-0.5

und v(x,y,z)=-0.5. In der rechten Spalte wird ein Schnitt durch den Aktivator u

(rot), den langsamen Inhibitor v (gr�un) und den schnellen Inhibitor w (blau) dar-

gestellt. Der Schnitt verl�auft parallel zur y-Achse bei x=0.5 und z=0.5. Dieser Si-

mulation liegen folgende Parameter zugrunde: Diskretisierung = 120�120�120,

lx = 1:0, � = 25:0, � = 1:0, Du = 1:5 � 10�4, Dv = 1:5 � 10�4, Dw = 1:86 � 10�4,
� = 2:0, �1 = �6:92, �3 = 8:5: Aus den Abbildungen wird deutlich, dass sich zwei

Quasiteilchen frontal aufeinander zubewegen (1. Reihe) und miteinander zu einem

Compound-State verschmelzen (3. Reihe). Dieser ist instabil und verl�oscht (4.
Reihe), so dass sich das System dem homogenen Zustand ann�ahert (5. Reihe). Ein

Film, der die Quasiteilchenvernichtung mit h�oherer Zeitau�osung dokumentiert,

be�ndet sich auf der beigelegten CD-ROM.

Inhibitors v (gr�un) gegen den Aktivator u (rot). Betrachtet man die-
sen Versatz im Schnittdiagramm, so ist deutlich zu erkennen, dass sich
vor dem Aktivator (rot) eines Quasiteilchens kaum langsamer Inhibi-
tor (gr�un) be�ndet. Folglich besteht der beim Sto� zu �uberwindende
Inhibitorgradient (grad I) in diesem Fall nur aus dem sehr achen Gra-
dienten (grad w) des schnellen Inhibitors (blau).

Reihe 2 (t = 36): Die zweite Momentaufnahme zeigt den Beginn des Ver-
schmelzungsprozesses. Zwar sind die Quasiteilchen noch relativ weit
voneinander entfernt (Iso�achendarstellung), aber im Schnittdiagramm
wird sichtbar, dass sich die weit di�undierenden schnellen Inhibitor-
verteilungen w (blau) bereits �uberlagern w(y = 0:3) > w0, wobei
w0 = u0 = v0 der Fixpunkt der lokalen Dynamik ist (1.14).

Reihe 3 (t = 54): Die Iso�achendarstellung und das Schnittdiagramm der
dritten Momentaufnahme zeigen, dass die Aktivatorverteilungen u (rot)
der Quasiteilchen bereits miteinander verschmolzen sind. Ebenfalls ver-
schmolzen sind die schnellen Inhibitorverteilungen w (blau) der beiden
Quasiteilchen. Noch nicht miteinander verschmolzen sind die langsa-
men Inhibitorverteilungen v (gr�un) der beiden Quasiteilchen. Sie be-
wegen sich weiterhin auf den Verschmelzungspunkt zu, so dass die ver-
schmolzene Aktivatorverteilung u (rot) zwischen ihnen zusammenge-
dr�uckt wird, wobei dem Aktivator keine Zeit verbleibt, um senkrecht
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Abb. 4.4: Quasiteilchenvernichtung. Bildunterschrift auf vorheriger Seite.
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zur urspr�unglichen Bewegungsrichtung auszubrechen. Aus dem Zeit-
index (Raute) der Zeitreihe des normierten Aktivatorintegrals ist zu
entnehmen, dass sich ein Zustand mit der ungef�ahren Aktivatormasse
eines Quasiteilchens gebildet hat (Vgl. (4.5) und Abb. 4.3). Dies f�uhrt
zu der Bezeichnung Compound-State-Quasiteilchen.

Reihe 4 (t = 68): Die Iso�achendarstellung dieser Momentaufnahme zeigt,
dass der langsame Inhibitor v (gr�un) den Aktivator u (nicht mehr sicht-
bar) vollst�andig umschlossen hat. Infolgedessen wird die Aktivatormen-
ge so stark abgebaut, dass die Aktivatoramplitude auf circa 2

3
der ur-

spr�unglichen Gr�o�e gesunken ist und auch die Breite der Aktivatorver-
teilung wesentlich abgenommen hat (Schnittdiagramm). Das normierte
Aktivatorintegral zeigt in dieser Phase (Raute) Relaxationsschwingun-
gen bez�uglich des homogenen Zustands mA = u0 des Systems.

Reihe 5 (r = 84): Der Compound-State ist vollst�andig verloschen. Dabei
ist der Aktivator (rot) so stark abgebaut worden, dass sich eine Akti-
vatorsenke u(y = 0:3) < u0 im homogenen Grundgebiet gebildet hat
(Schnittdiagramm). Diese verkleinert sich jedoch, so dass das System
den homogenen Zustand annimmt.

4.3.4 Kurzzeitige Quasiteilchenverschmelzung unter Aus-

bildung eines transienten Aktivatortorus

Auch in der zweiten Variante der Quasiteilchenverschmelzung bildet sich mit
der Verschmelzung ein instabiler Compound-State aus (Abb. 4.5). Jedoch
hat der Aktivator u in diesem Fall gen�ugend Zeit, um bis zum Eintre�en des
langsamen Inhibitors v auszuweichen. Dazu stehen ihm alle Raumrichtungen
senkrecht zur urspr�unglichen Bewegungsrichtung der sto�enden Quasiteil-
chen zur Verf�ugung, so dass sich aus dem Compound-State-Quasiteilchen ein
Aktivatortorus ausbildet (Abb. 4.6). Aus diesem entstehen durch Symme-
triebrechung neue Quasiteilchen.
Dieser Sto�prozess wird im Folgenden detailliert anhand der Simulation in
Abbildung 4.5 diskutiert, die in der in Abschnitt 4.3.2 vorgestellten Darstel-
lungsweise vorliegt.

1. Reihe (t = 8): Die Iso�achendarstellung verdeutlicht die Anfangsbedin-
gung dieser Simulation: Zwei Quasiteilchen bewegen sich frontal aufein-
ander zu, wobei der langsame Inhibitor v (gr�un) aufgrund seines gro�en
Zeitskalenparameters � sehr weit auseinandergezogen ist. Im oberen
Schnittdiagramm dieser Momentaufnahme wird desweiteren deutlich,



4.3 DIE QUASITEILCHENVERSCHMELZUNG 53

dass der gro�e Zeitskalenparameter � auch in einem gro�en Versatz des
langsamen Inhibitors v (gr�un) gegen den Aktivator u (rot) resultiert.
Dadurch be�ndet sich vor den Quasiteilchen ausschlie�lich ein Gradi-
ent des schnellen Inhibitors w (blau), der zudem sehr ach ist. Aus der
Zeitreihe des normierten Aktivatorintegrals kann geschlossen werden,
dass die sto�enden Quasiteilchen ausrelaxiert sind, da das normierte
Aktivatorintegral in den ersten 20 Systemzeiteinheiten konstant ist.

Abbildung 4.5: Kurzzeitige Quasiteilchenverschmelzung unter Ausbildung ei-
nes transienten Aktivatortorus (folgende Seite). Dargestellt sind in f�unf Rei-
hen jeweils Momentaufnahmen einer kurzzeitigen Quasiteilchenverschmel-
zung, wobei die Zeit von oben nach unten verl�auft. Jede Momentaufnahme
besteht aus drei Diagrammen. Die linke Spalte zeigt das normierte Aktiva-
torintegral (4.2) des gesamten Sto�prozesses mit einer Raute als Zeitindex,
der den Zeitpunkt der jeweiligen Momentaufnahme markiert. Die mittlere
Spalte zeigt Iso�achendarstellungen des Aktivators u (rot) und des langsa-
men Inhibitors v (gr�un), jeweils f�ur u(x,y,z)=-0.5 und v(x,y,z)=-0.5. In der
rechten Spalte werden zwei Schnitte (oben und unten) durch den Aktivator
u (rot), den langsamen Inhibitor v (gr�un) und den schnellen Inhibitor w
(blau) gezeigt. Der obere Schnitt verl�auft parallel zur y-Achse bei x=0.5 und
z=0.5 durch die Schwerpunktachse der sto�enden Quasiteilchen. Der untere
Schnitt verl�auft parallel zur z-Achse bei x=0.5 und y=0.54 durch die Schwer-
punktachse der neu entstehenden Quasiteilchen. Dieser Simulation liegen die-
selben Parameter wie der Simulation in Abbildung 4.4 zugrunde, jedoch mit
folgenden Abweichungen: Diskretisierung = 120 � 160 � 120, � = 48:0.
Aus den Abbildungen wird deutlich, dass sich zwei Quasiteilchen frontal auf-
einander zubewegen (1. Reihe) und miteinander zu einem Compound-State-
Quasiteilchen verschmelzen (2. Reihe). Da der Aktivator u (rot) senkrecht
zur urspr�unglichen Bewegungsrichtung (unteres Schnittdiagramm der 2. Rei-
he) kaum Inhibitor sieht und er gen�ugend Zeit hat vor dem herannahenden
langsamen Inhibitor v (gr�un) (oberes Schnittdiagramm der 2. Reihe) in diese
Richtung auszuweichen, bildet sich ein Aktivatortorus aus (Abb. 4.6). Dieser
bildet durch Symmetriebrechung zwei neue Quasiteilchen aus (Reihe 3), die
sich senkrecht zur urspr�unglichen Bewegungsrichtung voneinander fortbewe-
gen (Reihen 4 und 5). Ein Film, der die kurzzeitige Quasiteilchenverschmel-
zung mit h�oherer Zeitau�osung dokumentiert, be�ndet sich auf der beigelegten
CD-ROM.
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Abb. 4.5: Kurzzeitige Quasiteilchenverschmelzung. Bildunterschrift auf vorheriger Sei-
te.
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2. Reihe (t = 52): In der zweiten Momentaufname sind die Verteilungen
des Aktivators u (rot) und des schnellen Inhibitors w (blau) bereits
miteinander verschmolzen (Iso�achendarstellung und oberes Schnitt-
diagramm). Desweiteren ist das normierte Aktivatorintegral auf die Ak-
tivatormasse eines einzelnen Quasiteilchens mA;QT herabgesunken. Die
beiden sto�enden Quasiteilchen haben also bereits einen Compound-
State gebildet. Aus dem oberen Schnittdiagramm wird desweiteren
deutlich, dass die langsamen Inhibitorverteilungen v (gr�un) noch nicht
miteinander verschmolzen sind, aber weiterhin zum Verschmelzungs-
punkt vordr�angen. Gleichzeitig wird im unteren Schnittdiagramm deut-
lich, dass der Aktivator u (rot) senkrecht zur urspr�unglichen Bewe-
gungsrichtung kaum Inhibitor (blau und gr�un) sieht. Er kann also dem
herannahenden langsamen Inhibitor v (gr�un) senkrecht zur urspr�ung-
lichen Bewegungsrichtung ausweichen, so dass sich kurzzeitig ein Akti-
vatortorus ausbildet (Abb. 4.6).

3. Reihe (t = 74): Die Iso�achendarstellung zeigt, dass sich aus dem Ak-
tivatortorus der Abbildung 4.6 durch Symmetriebrechung zwei neue
Quasiteilchen ausbilden, die sich parallel zur z-Achse voneinander fort-
bewegen (unteres Schnittdiagramm).

4. Reihe (t = 116): Die Iso�achendarstellung und das untere Schnittdia-
gramm zeigen, dass sich die zwei neuen Quasiteilchen fast vollst�andig
ausgebildet haben, allerdings sind die langsamen Inhibitorverteilungen
v (gr�un) noch �uber einen d�unnen Steg miteinander verbunden.

5. Reihe (t = 140): Die beiden neuen Quasiteilchen haben sich vollst�andig
voneinander gel�ost (Iso�achendarstellung und unteres Schnittdiagramm).
Allerdings be�nden sie sich noch in einer Relaxationsphase, da das nor-
mierte Aktivatorintegral (Raute) noch nicht konstant verl�auft.

0.40.450.50.55
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Abbildung 4.6: Transienter Akti-
vatortorus. Momentaufnahme einer
Iso�achendarstellung des Aktivators
u (rot) der Simulation einer kurz-
zeitigen Quasiteilchenverschmelzung
in Abbildung 4.5 bei t=66. Um dem
herannahenden langsamen Inhibitor
v auszuweichen (Abb. 4.5, Reihe
3), stehen dem Aktivator u des
Compound-State-Quasiteilchens alle
Raumrichtungen senkrecht zur ur-
spr�unglichen Bewegungsrichtung zur
Verf�ugung, so dass ein Aktivator-

torus entsteht. Dieser bildet durch Symmetriebrechung zwei neue Quasiteil-
chen aus (Abb. 4.5, Reihen 4 und 5). Ein Film, der die Ausbildung des Ak-
tivatortorus zeigt, be�ndet sich auf der beigelegten CD-ROM (Vgl. Anhang
D).



Kapitel 5

Die Erzeugung von

Quasiteilchen durch

Turing-Destabilisierung

5.1 Die Erzeugung von Quasiteilchen

Nachdem in den vorangegangenen Kapiteln Quasiteilchen als L�osungen des
dreikomponentigen Reaktions-Di�usions-Systems diskutiert wurden, stellt sich
die Frage, durch welche Mechanismen diese Quasiteilchen erzeugt werden
k�onnen. Dazu wird das dreikomponentige Reaktions-Di�usions-System auf
ein zweidimensionales Reaktions-Di�usions-System mit globaler R�uckkopp-
lung reduziert und der Strukturbildungsmechanismus der Turing-Destabili-
sierung untersucht.
Anhand ausgew�ahlter Simulationen wird die Destabilisierung homogener Sy-
steme und die Destabilisierung von Systemen mit gro�amplitudigen Struktu-
ren untersucht. Um den Rechenzeitaufwand dieser Simulationen in Grenzen
zu halten, werden die Destabilisierungsmechanismen anhand zweidimensio-
naler Systeme gekl�art und anschlie�end in die Diskussion dreidimensionaler
Systeme miteinbezogen.

5.2 Der Destabilisierungsmechanismus

Das bisher diskutierte dreikomponentige Reaktions-Di�usions-System (1.6)
geht im Grenzfall eines weit di�undierenden und schnell reagierenden zwei-
ten Inhibitors � ! 0, sowie Dw ! 1 in ein zweikomponentiges Reaktions-
Di�usions-System �uber, da der 2. Inhibitor im Reaktionsterm des Aktivators

56
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(1.6) in diesem Fall in ein normiertes Aktivatorintegral

w =
1

jjG jj
Z
G

u dV (5.1)

�ubergeht und die Aktivatormenge durch diese globale R�uckkopplung be-
schr�ankt.
Durch Substitution von �3 und �2 in (1.6) erh�alt man das zweikomponentige
Reaktions-Di�usions-System:

_u =Du�u+ �u� u3 � v + �1 � �2
1

jjG jj
Z
G

u dV;

� _v =Dv�v + u� v;

(5.2)

wobei die letzten beiden Terme der Aktivatorgleichung auch als

�eff = �1 � �2
1

jjG jj
Z
G

u dV (5.3)

zusammengefasst werden k�onnen. Da das normierte Aktivatorintegral
1
kGk
R
G
udV f�ur homogene Syteme gleich dem Fixpunkt u0 des Aktivators ist

(1.14), gilt

�eff = �1 � �2u0: (5.4)

Die Fixpunkte u0 und v0 des zweikomponentigen Systems berechnen sich
durch folgende kubische Gleichung:

�1 = u0(1 + u20 � �+ �2) mit u0 = v0: (5.5)

Die L�osung dieser Gleichung entspricht (1.14), wenn man in (1.14) �3 durch
�2 substituiert. Desweiteren wird die Destabilisierung des homogenen Sy-
stems durch die Kennliniensteigung f 0(u0) (1.26b) bestimmt, wobei der Ak-
tivator�xpunkt u0 nach (1.14) mit �3 = �2 eine Funktion von �1 ist, so dass
sich die Turing-Destabilisierung (1.26b) als

f 0(u0(�1)) = �� 3 (u0(�1))
2 <

1

1 +Dvk2
+Duk

2| {z }
=:fT (k)

(5.6)

schreiben l�asst. Hierbei bezeichnet k dieWellenzahl der in Fourier-Komponen-
ten zerlegten St�orung, die bei der Verletzung des Kriteriums (5.6) angeregt
wird.
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Dieser Zusammenhang wird insbesondere dann deutlich, wenn man die Kenn-
liniensteigung f 0(u0(�1)) in Abh�angigkeit des Bifurkationsparameters �1 und
die Funktion fT (k) in Abh�angigkeit der St�orungswellenzahl k f�ur gegebene
Parameter in ein Diagramm auftr�agt (Abb. 5.1). Aus diesem Diagramm l�a�t
sich ablesen, welche kritische Wellenzahl kc bei Verletzung der Bedingung
(5.6) angeregt wird und welcher Bifurkationspunkt �1;c daf�ur �uberschritten
werden muss. Desweiteren wird deutlich, dass f�ur ein �01 > �1;c ein konti-
nuierliches Wellenband k an St�orungen angeregt wird, von denen sich aller-
dings auf einem endlichen Grundgebiet der Kantenl�ange lx mit Neumann-
Randbedingung nur diskrete St�orungen

jk�j =
��

lx
mit jk�j 2 k und � 2 N (5.7)

ausbilden k�onnen [Schenk 1995, S. 9]. Die entsprechenden Wellenzahlvekto-
ren k liegen auf einem Kreis um den Nullpunkt mit dem Radius jkj
[Sch�utz 1995, S. 105].
F�ur homogene Systeme kann jedem �1;c nach (5.4) auch ein �eff;c zugeordnet
werden

�eff;c = �1;c � �2u0 (�1;c) : (5.8)

Da diese St�orungen zu gro�amplitudigen Strukturen anwachsen, vergr�o�ert
sich das normierte Aktivatorintegral, weshalb �eff (5.3) absinkt. Dabei kann
�eff sogar so weit absinken, dass der Bifurkationspunkt �eff;c unterschritten
wird. Dennoch k�onnen weitere St�orungen anwachsen, da der Bifurkations-
punkt �eff;c aus der linearen Stabilit�atsanalyse des homogenen Systems ge-
wonnen wurde. Sobald sich jedoch eine gro�amplitudige St�orung ausgebildet
hat, gilt die lineare Stabilit�atsanalyse des homogenen Systems nicht mehr.
Erfahrungsgem�a� f�uhren gro�amplitudige Strukturen zu einem Absinken des
Bifurkationspunktes �0eff;c < �eff;c, so dass das System erst dann gegen
Turing-Destabilisierung stabil wird, wenn der Bifurkationspunkt �0eff;c unter-
schritten wird. Dies ist darauf zur�uckzuf�uhren, dass gro�amplitudige Struk-
turen in der N�ahe des Turing-Bifurkationspunktes oszillierende Ausl�aufer ha-
ben, aus denen sich weitere Quasiteilchen bevorzugt ausbilden.
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Abbildung 5.1: Anregung verschiedener St�orungswellenzahlen k durch
Turing-Destabilisierung in Abh�angigkeit von �1. In der linken H�alfte dieses
Diagramms wird die Kennliniensteigung f'(u0(�1)) des homogenen Systems
im Fixpunkt u0(�1) in Abh�angigkeit von �1 dargestellt. Die rechte H�alfte
des Diagramms zeigt anhand der Funktion fT (k) die St�orungswellenzahlen
k, die nach (5.6) f�ur bestimmte f'(u0(�1)) angeregt werden. Dabei wird deut-
lich, dass die kritische St�orung kc erst bei dem Bifurkationspunkt �1;c an-
geregt wird. F�ur �01 > �1;c wird hingegen ein ganzes Wellenband k angeregt.
Von diesen St�orungen k�onnen sich auf einem Grundgebiet der Kantenl�ange
lx mit Neumann-R�andern allerdings nur die diskreten St�orungen jk�j (5.7)
ausbilden. Dieses Diagramm wurde mit den Parametern Du = 6 � 10�5,
Dv = 6 � 10�4, �2 = 5:0, � = 0:8 und lx = 1:0 erstellt.
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5.3 Die Erzeugung von Filamenten auf zwei-

dimensionalen Grundgebieten

5.3.1 Die Darstellung zweidimensionaler Simulationen

Die Destabilisierung zweidimensionaler Grundgebiete wird in diesem Kapitel
anhand der Simulationen in den Abbildungen 5.2 und 5.3 diskutiert. Beide
Abbildungen folgen einem einheitlichen Schema, wobei jeweils f�unf charak-
teristische Momentaufnahmen einer Simulation herausgegri�en werden. Jede
Momentaufnahme besteht dabei aus vier Diagrammen, die sich jeweils in
einer Reihe be�nden, wobei die Systemzeit von der obersten Reihe zur un-
tersten Reihe verl�auft. In den vier Spalten einer Abbildung werden folgende
Details der jeweiligen Momentaufnahmen dargestellt:

1. Spalte: Das erste Diagramm eines Zeitpunktes zeigt jeweils die Zeitrei-
he des normierten Aktivatorintegrals f�ur die gesamte Simulation. Da
der Zeitpunkt der jeweiligen Momentaufnahme innerhalb der Zeitrei-
hendarstellung durch eine Raute markiert wird, kann die jeweilige Mo-
mentaufnahme in den Gesamtzusammenhang der Simulation eingeord-
net werden.

2. Spalte: Die zweite Abbildung zeigt ein Graustufenbild der zweidimensio-
nalen Aktivatorverteilung, wobei helle Grauwerte gro�e Aktivatorwerte
und dunkle Grauwerte niedrige Aktivatorwerte repr�asentieren.

3. Spalte: Das dritte Diagramm einer Momentaufnahme stellt die Grau-
stufenskala dar, die eine Zuordnung der Helligkeitswerte des Aktiva-
torbildes (2. Spalte) zu den eigentlichen Aktivatorwerten erm�oglicht.
Dazu ist jede Graustufenskala auf den minimalen und den maximalen
Aktivatorwert einer Momentaufnahme normiert.

4. Spalte: Die vierte Spalte zeigt einen charakteristischen Schnitt durch das
Grundgebiet, wobei die y-Achse des Schnittdiagramms auf die linksste-
hende Graustufenskala normiert ist. Die Aktivatorverteilung u l�angs des
Schnitts wird durch eine durchgezogene Linie, die Inhibitorverteilung
v durch eine gepunktete Linie dargestellt.

5.3.2 Die Destabilisierung eines homogenen zweidimen-

sionalen Systems

In diesem Abschnitt wird die Destabilisierung eines homogenen zweidimen-
sionalen Systems anhand der Simulation in Abbildung 5.2 diskutiert.
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Die Darstellung dieser Simulation erfolgt dabei nach dem in Abschnitt 5.3.1
vorgestellten System, wobei das Schnittdiagramm des Grundgebiets von dem
Punkt (0; 0:45) zu dem Punkt (0:6; 1:0) verl�auft. Dies entspricht der Geraden

g(�) =

�
0

0:45

�
+ �

�
0:6
0:55

�
� G mit � 2 [0; 1]: (5.9)

Als Anfangsbedingung dieser Simulation wurde ein homogenes Grundgebiet
gew�ahlt und �1 �uber den Bifurkationspunkt �1;c (Abb. 5.1) erh�oht.

1. Reihe (t = 1175): Das Aktivatorbild zeigt ein destabilisiertes Grundge-
biet auf dem sich bereits ein kleinamplitudiges unregelm�a�iges St�orungs-
muster ausgebildet hat, dessen gr�o�te Amplitude ungef�ahr 5 � 10�7 ent-
spricht. Die Unregelm�a�igkeit der St�orungen ist darauf zur�uckzuf�uhren,
dass der Parameter �1 = 1:575 dieses Systems �uber dem kritischen �1;c
der Turing-Bifurkation liegt und somit innerhalb eines kontinuierlichen
Wellenzahlbandes k diskrete St�orungen jkj in unterschiedlichen Raum-
richtungen anwachsen (Vgl. Abb. 5.1).

2. Reihe (t = 4775): Das normierte Aktivatorintegral liegt deutlich �uber
dem Wert, den es f�ur ein homogenes Grundgebiet betragen w�urde. Aus
dem Aktivatorbild wird ersichtlich, dass sich an dem Punkt (0:35; 0:7)
ein Quasiteilchen ausgebildet hat. Ein weiteres hat sich unterhalb davon
(0:2; 0:65) zur H�alfte ausgebildet. Da der Schnitt g(�) des Grundgebiets
durch diese beiden Quasiteilchen verl�auft, wird ebenfalls deutlich, dass
sich die Aktivatoramplitude auf 1:181 erh�oht hat.

3. Reihe (t = 4960): Es haben sich jetzt bereits ca. 30 Filamente ausge-
bildet, so dass �uber ein Viertel des Grundgebiets von ihnen bedeckt
wird. Dabei haben sie sich in einem hexagonalen Muster angeordnet.
An der Graustufenskala kann man ablesen, dass das Aktivatorminimum
im Vergleich zur vorherigen Momentaufnahme von �0:477 auf �0:557
abgesunken ist. Dies h�angt mit der hohen Filamentanzahldichte auf
dem Grundgebiet zusammen. Dementsprechend kann die weit di�un-
dierende Inhibitorkomponente v zwischen den Filamenten nicht auf den
homogenen Zustand v0 absinken. Dieses h�ohere Inhibitorniveau f�uhrt
zu einem starken Aktivatorabbau an den Filamentanken. Die Aktiva-
torminima sind daher kleiner, als es bei einem einzelnen Filament der
Fall w�are. Diese tieferen Aktivatorminima wirken sich auch auf das nor-
mierte Aktivatorintegral aus, so dass dieses nicht mehr als Ma� f�ur die
Anzahl der Filamente auf dem Grundgebiet angewendet werden kann.
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Abbildung 5.2: Turing-Destabilisierung des homogenen Zustands eines zwei-
dimensionalen Systems (folgende Seite). Dargestellt sind in f�unf Reihen je-
weils Momentaufnahmen der Destabilisierung des homogenen Zustands ei-
nes zweidimensionalen Systems, wobei die Zeit von der obersten Reihe zur
untersten Reihe verl�auft. Jede Momentaufnahme besteht aus vier Diagram-
men. Die erste Spalte zeigt die Zeitreihe des normierten Aktivatorintegrals
der gesamten Simulation mit einer Raute als Zeitindex, die den Zeitpunkt
der jeweiligen Momentaufnahme markiert. Die zweite Spalte zeigt ein Grau-
stufenbild des Aktivators u auf dem Grundgebiet, dessen Helligkeitswerte in
der Graustufenskala der dritten Spalte den eigentlichen Aktivatorwerten zuge-
ordnet werden. Die vierte Spalte zeigt einen Schnitt des Aktivators u (durch-
gezogen) und des Inhibitors v (gepunktet) l�angst der Geraden g(�) (5.9).
Dieser Simulation liegen dieselben Parameter wie in Abbildung 5.1, sowie
Diskretisierung=100 � 100 � 1, � = 1:0 und �1 = �1:575 und Neumann-
Randbedingung zugrunde. Die dargestellte Simulation zeigt folgenden Destabi-
lisierungsmechanismus: Aus einem unregelm�a�igen St�orungsmuster (1. Rei-
he), bildet sich lokal ein einzelnes Filament aus (2. Reihe), in dessen N�ahe
sich weitere Filamente in hexagonaler Anordnung bilden (3. Reihe). Einher-
gehend mit der Ausbildung weiterer Filamente (4. Reihe), nimmt auch der
Abstand zwischen den Filamenten zu (Reihen 4 und 5), so dass die Schnitt-
gerade in der letzten Momentaufnahme (Reihe 5) genau zwischen zwei Fila-
mentreihen verl�auft.

4. Reihe (t = 5145): Da sich vier weitere Filamente ausgebildet haben, ist
das normierte Aktivatorintegral weiter angestiegen. Desweiteren sind
die Aktivatoramplituden des Schnittdiagramms abgesunken, obwohl die
Graustufenskala zeigt, dass sich das Aktivatormaximum nur unwesent-
lich ge�andert hat. Folglich werden die Filamente nicht mehr in der N�ahe
des Aktivatormaximums, sondern seitlicher geschnitten. Daraus folgt,
dass sich die Filamente verschoben haben m�ussen. Das Filamentmuster
dehnt sich also in Richtung der rechten unteren Grundgebietsecke (1,0)
aus, wobei der Abstand zwischen den Quasiteilchen anw�achst.
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Abb. 5.2: Turing-Destabilisierung eines homogenen zweidimensionalen
Systems. Bildunterschrift auf vorheriger Seite.
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5. Reihe (t = 9400): Das normierte Aktivatorintegral n�ahert sich einem kon-
stanten Wert an, was zumindest in Bezug auf die Entstehung von Fi-
lamenten auf eine ausrelaxierte Verteilung hinweist. Sowohl das Ak-
tivatorbild, als auch das Schnittdiagramm zeigen deutlich, dass sich
das Filamentmuster durch die Zunahme der Filamentabst�ande aus-
gebreitet hat. Die Schnittgerade g(�) verl�auft jetzt direkt zwischen
zwei Filamentreihen, so dass das tieiegende Aktivatorniveau und das
dar�uberliegende Inhibitorniveau zwischen zwei Filamentreihen
im Schnittdiagramm sichtbar wird.

5.3.3 Destabilisierung eines Filaments in der N�ahe der

Turing-Bifurkation

Die Destabilisierung eines einzelnen Filaments in der N�ahe der Turing-Bi-
furkation wird in diesem Kapitel anhand einer Simulation diskutiert, die in
Abbildung 5.3 dargestellt ist. Dabei wird der in Abschnitt 5.3.1 vorgestellte
Abbildungsformalismus angewendet, wobei das Schnittdiagramm in der vier-
ten Spalte der Abbildung 5.3 die Komponenten u und v parallel zur x-Achse
bei y = 0:53 zeigt.
Als Anfangsbedingung der Simulation wurde ein ausrelaxiertes stabiles Fila-
ment ausgew�ahlt und �1 �uber den Bifurkationspuntk �01;c erh�oht.

1. Reihe (t = 25): In der Mitte des Aktivatorbildes be�ndet sich ein aus-
relaxiertes Filament (heller Spot), das von einem dunklen und einem
hellen Ring umgeben wird. Diese geh�oren ebenfalls - wie auch der helle
Spot - zum Filament. Im Schnittdiagramm k�onnen die beiden Ringe
als oszillierende Ausl�aufer des Filaments identi�ziert werden.

2. Reihe (t = 187): Da sich das System in einem instabilen Parameterbe-
reich bez�uglich Turing-Destabilisierung be�ndet, bilden sich auf dem
hellen Ring des Filaments gro�amplitudige St�orungen aus. Die Gr�o�te
dieser St�orungen be�ndet sich unterhalb links des destabilisierten Fi-
laments, zwei weitere bisher kleinere St�orungen oberhalb links und un-
terhalb rechts davon.

3. Reihe (t = 212): Die gro�amplitudigen St�orungen der letzten Moment-
aufnahme haben sich zu vollst�andigen Filamenten ausgebildet, die so-
wohl aus einem hellen Spot, als auch aus ringf�ormigen oszillierenden
Ausl�aufern bestehen. Diese neu entstandenen Filamente sind im Schnitt-
diagramm dieser Momentaufnahme nicht direkt sichtbar. Allerdings
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Abbildung 5.3: Destabilisierung eines Filaments in der N�ahe der Turing-

Bifurkation. Dargestellt sind in f�unf Reihen jeweils Momentaufnahmen der Desta-

bilisierung des homogenen Zustands eines zweidimensionalen Systems, wobei die

Zeit von der obersten Reihe zur untersten Reihe verl�auft. Jede Momentaufnahme
besteht aus vier Diagrammen. Die erste Spalte zeigt die Zeitreihe des normierten

Aktivatorintegrals der gesamten Simulation mit einer Raute als Zeitindex, die den

Zeitpunkt der jeweiligen Momentaufnahme markiert. Die zweite Spalte zeigt ein

Graustufenbild des Aktivators u auf dem Grundgebiet, dessen Helligkeitswerte in

der Graustufenskala der dritten Spalte den eigentlichen Aktivatorwerten zugeord-

net werden. Die vierte Spalte zeigt einen Schnitt des Aktivators u (durchgezogen)

und des Inhibitors v (gepunktet) l�angs der Geraden g(�) (5.9). Die Parameter die-

ser Simulation stimmen mit Abb. 5.2 �uberein, jedoch �1 = �14:4 und �2 = 45:0.

Als Anfangsbedingung dieser Simulation wurde ein ausrelaxiertes Filament mit os-

zillierenden Ausl�aufern gew�ahlt und �1 �uber den Turing-Bifurkationspunkt hinaus

erh�oht (Reihe 1). Folglich wachsen auf den oszillierenden Ausl�aufern des Filaments
St�orungen an (Reihe 2), die sich zu neuen Filamenten ausbilden (Reihe 3). Da-

bei �uberlagern sich die oszillierenden Ausl�aufer der neu gebildeten Filamente und

des Ausgangs�laments, so dass sich an diesen Stellen weitere Filamente ausbil-

den (Reihe 4). Die letzte Momentaufnahme zeigt eine station�are Struktur, bei der

sich die Filamente in einem hexagonalen Muster angeordnet haben und insgesamt

ein gro�es Hexagon bilden, dessen Kanten von jeweils drei Filamenten geformt

werden.

sind die �Uberlagerungen der oszillierenden Ausl�aufer der neu entstan-
denen Filamente neben dem Ausgangs�lament zu erkennen (Schnitt-
diagramm). Da die �Uberlagerung einzelner Filamentausl�aufer gro�en
St�orungen entsprechen, bilden sich an diesen Stellen neue Filamente
aus. Die Zunahme der Aktivatormenge durch neu entstehende Filamen-
te f�uhrt auch zu einem Anwachsen der Menge an Inhibitor v, der seine
Wirkung aufgrund seiner relativ gro�en Di�usion Dv > Du vor Allem
zwischen den Filamenten entfaltet, wo die Aktivatormenge erheblich
reduziert wird. Dies wird insbesondere dann deutlich, wenn man das
Minimum der Graustufenskala der dritten Momentaufnahme mit dem
Minimum der Graustufenskala der ersten und zweiten Momentaufnah-
me vergleicht.

4. Reihe (t = 287) : Mittlerweile haben sich neben dem Ausgangs�lament
acht weitere Filamente ausgebildet. Alle Filamente haben sich rau-
tenf�ormig angeordnet, wobei jeweils drei Filamente die Kante einer
Raute bilden. Da das mittlere Filament zu seinen n�achsten sechs Nach-
bar�lamenten unterschiedliche Abst�ande aufweist, liegt kein hexagona-
les Muster vor.
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Abb. 5.2: Destabilisierung eines Filaments in der N�ahe der Turing-
Bifurkation. Bildunterschrift auf vorheriger Seite.
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5. Reihe (t = 3375): Die letzte Momentaufnahme dieser Simulation zeigt
eine station�are Struktur, da die Zeitreihe des normierten Aktivatorin-
tegrals einen ann�ahernd konstanten Verlauf aufweist und da sich die
Anordnung der Filamente zueinander nicht weiter �andert. Die Aktiva-
tormenge ist so weit angestiegen, dass das �eff unter den Bifurkations-
punkt �eff;c gesunken ist, und somit eine stabile Struktur vorliegt. Im
Vergleich zur vorherigen Momentaufnahme haben sich links und rechts
der rautenf�ormigen Anordnung jeweils sechs neue Filamente gebildet.
Desweiteren haben sich alle Filamente in einem hexagonalen Muster
angeordnet, so dass die Filamente, die sich im Inneren der Struktur
be�nden, jeweils von sechs gleich weit entfernten Nachbar�lamenten
umgeben werden. Dar�uberhinaus haben sich alle Filamente zu einem
gro�en Hexagon angeordnet, wobei jede Kante des Hexagons von drei
Filamenten gebildet wird.

5.3.4 Die Wechselwirkung zwischen globaler R�uckkopp-

lung und der Entstehung neuer Quasiteilchen

Bei der Turing-Destabilisierung eines Filaments wurde bereits darauf hin-
gewiesen, dass das normierte Aktivatorintegral bez�uglich Turing-Strukturen
nicht als Ma� f�ur die Anzahl der Filamente auf dem Grundgebiet angewendet
werden kann (Vgl. Abschnitt 5.3.3, Reihe 3). Dies ist darauf zur�uckzuf�uhren,
dass die Filamente einer Turing-Struktur sehr dicht beieinanderliegen, so dass
sich die weit di�undierenden Inhibitorkomponenten der Filamente �uberlagern
und das Aktivatorniveau zwischen den Filamenten absinkt. Insofern tragen
die dicht angeordneten Filamente nicht so viel zum normierten Aktivatorin-
tegral bei, wie es dieselbe Anzahl weit auseinanderstehender Filamente tun
w�urde.
Der Zusammenhang zwischen der Anzahl der Filamente auf einem Grundge-
biet und dem normierten Aktivatorintegral im Fall einer Turing-Struktur ver-
deutlicht Abbildung 5.4b. Dieser exponentielle Zusammenhang beider Gr�o�en
zeigt, inwiefern kleine Filamentanzahlen wenig zum normierten Aktivatorin-
tegral beitragen. Je weiter man allerdings ein homogenes System mittels �1
�uber den Bifurkationspunkt �1;c anregt, desto proportional mehr Aktivator
muss entstehen, um das System wieder in einen stabilen Zustand zur�uckzu-
regeln (Abb. 5.4a).
Da �1 und das normierte Aktivatorintegral also linear voneinander abh�angen,
das normierte Aktivatorintegral aber exponentiell mit der Filamentanzahl ge-
koppelt ist, �andert sich die Filamentanzahl wurzelf�ormig mit �1 (Abb. 5.4c).
Durch eine kleine Erh�ohung von �1 in der N�ahe des Bifurkationspunktes
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entsteht dementsprechend eine �uberproportionale Anzahl von Filamenten.
Um gezielt eine kleine Anzahl von Filamenten zu erzeugen, d�urfte �1 nur
knapp �uber den Bifurkationspunkt �1;c erh�oht werden. Da die Dynamik in
der N�ahe des Bifurkationspunktes allerdings sehr langsam ist (Bottle Neck),
w�urde es eine entsprechend lange Zeit dauern, bis eine gro�amplitudige St�o-
rung angewachsen w�are. Diese Parameterbereiche sind also simulationstech-
nisch schwer zug�anglich.
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Abbildung 5.4: Die Wechselwirkung zwischen globaler R�uckkopplung und der Ent-

stehung von Filamenten. Bei der vorliegenden Simulationsreihe wurde jeweils ein
homogener Zustand durch verschiedene �1 > �1;c = �1:94 (Abb. 5.1) gegen die

Turing-Instabilit�at destabilisiert, ansonsten entsprechen die Parameter dieser Si-

mulationsreihe den in Abb. 5.2 dokumentierten Parametern. Das Diagramm a)

zeigt den linearen Zusammenhang zwischen �1 und der Aktivatormenge, die ent-

stehen muss um das System durch die globale R�uckkopplung zu stabilisieren. Da

sich die Filamente einer Turing-Struktur dicht beieinander anordnen, sinkt das

Aktivatorniveau zwischen den Filamenten durch die sich �uberlagernden Inhibitor-

verteilungen der Filamente (Vgl. Abb 5.3: Schnittdiagramme der Reihen 2 und

3). Infolgedessen bewirken kleine Filamentanzahlen auch nur kleine Zunahmen des

normierten Aktivatorintegrals b). Umgekehrt bedeutet dies f�ur die Filamentanzahl

in Abh�angigkeit von �1, dass kleine �1- �Anderungen in der N�ahe des Bifurkati-
onspunktes �uberproportional hohe Zunahmen der Filamentanzahl zur Folge haben

c).
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5.4 Destabilisierung dreidimensionaler Syste-

me in der N�ahe der Turing-Bifurkation

5.4.1 Destabilisierung eines Quasiteilchens in der N�ahe

der Turing-Bifurkation

In diesem Abschnitt wird das Szenario untersucht, dass bei der Destabilisie-
rung eines Quasiteilchens in der N�ahe der Turing-Bifurkation in Erscheinung
tritt. Dazu wird die in Abbildung 5.5 dokumentierte Simulation diskutiert.
Da es sich hierbei um die Simulation eines dreidimensionalen Reaktions-
Di�usions-Systems handelt, erfolgt die Darstellung nach dem in Abschnitt
4.3.2 festgelegtem Prinzip, wobei die Schnittdiagramme der Abbildung 5.5
die Komponenten u und v parallel zur z-Achse bei x = 0:5 und y = 0:5
zeigen. Als Iso�achen werden lediglich die Aktivatoriso�achen dargestellt, da
die Inhibitoriso�achen die dreidimensionalen Grundgebietsdarstellungen nur
unn�otig kompliziert erscheinen lassen w�urden.
Als Anfangsbedingung dieser Simulation wurde ein einzelnes station�ares aus-
relaxiertes Quasiteilchen gew�ahlt, wobei �1 �uber den Turing-Bifurkations-
punkt �01;c hinaus erh�oht wurde.

1. Reihe (t = 30): Die erste Momentaufnahme zeigt ein Quasiteilchen mit
kugelf�ormiger Aktivatoriso�ache in der Mitte eines dreidimensionalen
Grundgebiets. Die oszillierenden Ausl�aufer des Quasiteilchens sind in
dem Schnittdiagramm zu erkennen.

2. Reihe (t = 210): Aus der Iso�achendarstellung und dem Schnittdiagramm
wird ersichtlich, dass sich das Quasiteilchen parallel zur z-Achse in die
L�ange zieht und sich die oszillierenden Ausl�aufer gleichzeitig weiter
auspr�agen.

3. Reihe (t = 240): W�ahrend sich das Quasiteilchen immer noch parallel
zur z-Achse ausdehnt, haben sich in der x � y-Ebene des Quasiteil-
chens acht gro�amplitudige St�orungen ausgebildet. Aus dem Schatten
der Iso�achen wird deutlich, dass diese St�orungen kreisf�ormig um das
Ausgangsquasiteilchen angeordnet sind. Die St�orungen wachsen also
ebenso wie im zweidimensionalen Fall (Abb. 5.3, Reihe 2) auf den os-
zillierenden Ausl�aufern des Quasiteilchens an. In diesem Fall wird je-
doch die x� y-Ebene bervorzugt, was insofern etwas besonderes ist, da
die oszillierenden Ausl�aufer das Quasiteilchen in allen Raumrichtungen
umgeben. Desweiteren zeigt die Iso�achendarstellung, dass bereits vier
der acht anwachsenden St�orungen damit begonnen haben, sich parallel
zur z-Achse auszudehnen.



5.4 DIE DESTABILISIERUNG DREIDIMENSIONALER SYSTEME 70

Abbildung 5.5: Destabilisierung eines Quasiteilchens in der N�ahe der Turing-

Bifurkation (folgende Seite). Dargestellt sind in f�unf Reihen jeweils Momentauf-
nahmen der Turing-Destabilisierung eines Quasiteilchens, wobei die Zeit von oben

nach unten verl�auft. Jede Momentaufnahme besteht aus drei Diagrammen. Die

linke Spalte zeigt das normierte Aktivatorintegral des gesamten Sto�prozesses mit

einer Raute als Zeitindex, der den Zeitpunkt der jeweiligen Momentaufnahme mar-

kiert. Die mittlere Spalte zeigt Iso�achendarstellungen des Aktivators u (rot) f�ur

u(x,y,z)=-0.5. In der rechten Spalte wird ein Schnitt durch den Aktivator u (rot)

und den Inhibitor v (gr�un) gezeigt. Der Schnitt verl�auft parallel zur z-Achse bei

x=0.5 und y=0.5. Die Parameter dieser Simulation entsprechen Abb. 5.3, jedoch

mit Diskretisierung = 100 � 100 � 100 und �1 = �14:0. Die erste Moment-

aufnahme zeigt die kugelf�ormige Aktivatoriso�ache eines Quasiteilchens, dessen

oszillierende Ausl�aufer in dem Schnittdiagramm zu erkennen sind. In der zweiten
Momentaufnahme haben sich die oszillierende Ausl�aufer weiter ausgepr�agt und das

Quasiteilchen hat begonnen sich parallel zur z-Achse auszudehnen. Die Iso�achen-

darstellung der dritten Momentaufnahme zeigt, dass in der x � y-Ebene der os-

zillierenden Ausl�aufer des Quasiteilchens gro�amplitudige St�orungen anwachsen.

Diese entwickeln sich im Folgenden (4. Momentaufnahme) zu Quasiteilchen, de-

ren oszillierenden Ausl�aufer sich gegenseitig �uberlagern, so dass sich an diesen

Stellen neue Quasiteilchen ausbilden. Desweiteren haben auch die neu entstande-

nen Quasiteilchen damit begonnen sich wurm�ahnlich auseinanderzuziehen. In der

5. Momentaufnahme haben sich die Quasiteilchen mitlerweile bis an die Grund-

gebietsr�ander ausgedehnt. Dennoch ist die Ausbildung neuer Quasiteilchen noch

nicht abgeschlossen, wie aus der Zeitreihe des normierten Aktivatorintegrals er-

sichtlich wird. Der Entstehungsprozess wird sich solange fortsetzen, bis das gesamte
Grundgebiet durch neu entstehende und sich wurm�ahnlich ausdehnende Quasiteil-

chen angef�ullt ist. Ein Film, der die Destabilisierung dieser Simulation in hoher

Zeitau�osung dokumentiert, be�ndet sich auf der beigelegten CD-ROM (Vgl. An-

hang D).

4. Reihe (t = 300): Mittlerweile haben sich auch die in Momentaufnahme
3 noch recht kleinen St�orungen so weit entwickelt, dass in den �Uberla-
gerungen ihrer oszillierenden Ausl�aufern weitere St�orungen anwachsen.
Diese entstehen allerdings nicht mehr ausschlie�lich in der x�y-Ebene,
sondern an beliebigen Raumpunkten. Parallel zu dem Ausbilden neuer
St�orungen, dehnen sich die bereits entstandenen St�orungen wurm�ahn-
lich aus.
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Abb. 5.5: Destabilisierung eines Quasiteilchens in der N�ahe einer Turing-
Bifurkation. Bildunterschrift auf vorheriger Seite.
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5. Reihe (t = 480): Die gro�amplitudigen Strukturen haben sich mitlerwei-
le so weit ausgebreitet, dass sie an die R�ander des Grundgebiets sto-
�en. Wie die Zeitreihe des normierten Aktivatorintegrals zeigt, hat
dieser Proze� sein Ende noch nicht erreicht und es werden weiterhin
neue Quasiteilchen entstehen, bis das Grundgebiet vollst�andig angef�ullt
sein wird. Insgesamt bilden die Quasiteilchen einen chaotisch anmuten-
den Haufen, wobei sie sich anscheinend so lange wurmf�ormig ausdeh-
nen, bis sie vollkommen von anderen Quasiteilchen umgeben sind. So
zeigt das Schnittdiagramm im Intervall z 2 [0:4; 0:65] den Schnitt des
wurmf�ormig ausgedehnten Ausgangsquasiteilchens, dass sich im Ver-
gleich zur 4. Momentaufnahme nicht wesentlich ausgedehnt hat, weil
sich bei z < 0:4 und z > 0:65 weitere Quasiteilchen gebildet haben.
Im Schnittdiagramm wird ebenfalls deutlich, dass die Aktivatormini-
ma zwischen den Quasiteilchen erheblich niedriger sind, als bei den
oszillierenden Ausl�aufern eines einzelnen Quasiteilchens (Vgl. Schnitt-
diagramm der 1. Reihe). Insofern kann das normierte Aktivatorintegral
in diesem Fall nicht gem�a� Gleichung (4.5) als Ma� f�ur die Anzahl der
Quasiteilchen auf dem Grundgebiet verwendet werden.

5.4.2 Die Turing-Destabilisierung eines homogenen drei-

dimensionalen Systems

In diesem Abschnitt wird die Turing-Destabilisierung eines homogenen drei-
dimensionalen Systems diskutiert, wobei insbesondere die Erkenntnisse aus
der zweidimensionalen Simulation (Abschnitt 5.3.2) und aus der Turing De-
stabilisierung eines Quasiteilchens des vorherigen Abschnitts einbezogen wer-
den.
Als Grundlage dieser Untersuchung dient wiederum eine Simulation, des-
sen Ergebnis in Abbildung 5.6 dargestellt ist. Als Anfangsbedingung wurde
ein homogenes dreidimensionales Grundgebiet augew�ahlt, welches durch die
Wahl �1 > �1;c instabil gegen Turing-Destabilisierung ist.
Die Iso�achendarstellung der Aktivators in Abbildung 5.6b zeigt ein Grund-
gebiet, das mit Quasiteilchen komplett angef�ullt ist. Im Hinblick auf die
in Abschnitt 5.3.2 besprochene zweidimensionale Turing-Kaskade entspricht
dieses Simulationsergebnis genau den Erwartungen an eine dreidimensionale
Turing-Kaskade. Allerdings muss mit Bezug auf die Turing-Destabilisierung
eines Quasiteilchens (Abschnitt 5.4.1) darauf hingewiesen werden, dass die
besprochene Simulation auf einem kleinen Grundgebiet mit lx = 0:3 ge-
rechnet wurde. Deshalb konnten sich alle kleinamplitudigen St�orungen des
Grundgebiets (Vgl. auch Abb. 5.2, Reihe 1) nahezu gleichzeitig zu gro�ampli-
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Abbildung 5.6: Dreidimensionale Turing-Kaskade. Schnitt a) und Aktivatori-

so�achen b) einer dreidimensionalen Turing-Kaskade bei t=1120. Die Parameter

dieser Simulation entsprechen Abb. 5.3 jedoch mit lx = 0:3 und �1 = �13:3512. Der

Schnitt a) zeigt die Komponenten u (rot) und v (gr�un) in Laufrichtung parallel zur

z-Achse bei y=0.33 und x=0.5. Da bei dieser Turing-Kaskade die Destabilisierung

eines relativ kleinen homogenen Grundgebiets lx = 0:3 simuliert wurde, konnten

sich alle kleinamplitudigen St�orungen (Vgl. auch Abb. 5.2, Reihe 1) nahezu gleich-

zeitig zu Quasiteilchen ausbilden und das Grundgebiet vollst�andig f�ullen. Deshalb

blieb den entstandenen Quasiteilchen kein Platz um sich wurmf�ormig auszudehnen

(Vgl. Abb. 5.5).

tudigen St�orungen ausbilden, woraufhin kein Platz mehr zum wurmf�ormigen
Ausdehnen des einzelnen Quasiteilchens �ubrig blieb. Bei dem Ergebnis der
vorgestellten Simulation handelt sich also um eine randbestimmte Struktur,
die auf einem gr�o�eren Grundgebiet eine andere Form annehmen k�onnte.



Diskussion und Ausblick

Nachdem in der vorliegenden Diplomarbeit dissipative Quasiteilchen als L�o-
sung von Reaktions-Di�usions-Systemen vorgestellt wurden, werden die vor-
liegenden Ergebnisse im Folgenden kurz zusammengefasst, diskutiert und in
einem weiterf�uhrenden Zusammenhang betrachtet.
Die in Kapitel 5 diskutierte Erzeugung von dissipativen Quasiteichen zeigt f�ur
zweidimensionale Reaktions-Di�usions-Systeme zwar erstaunliche �Ahnlich-
keit mit den Beobachtungen in Gleichspannungs-Gasentladungs-Systemen
[Astrov, Logvin 1997], jedoch gibt es einen elementaren Unterschied: W�ah-
rend das Gasentladungs-System im Experiment bei jedem neu entstande-
nem Filament erneut durch Erh�ohung der Versorgungsspannung destabili-
siert werden muss, reicht in der Simulation des zweikomponentigen Reaktions-
Di�usions-Systems eine einzige Destabilisierung aus, um eine Filamentkaska-
de zu initialisieren. Um auch in den Simulationen ein sukzessives Ausbilden
von Filamenten zu beobachten, k�onnte die Nichtlinearit�at im Reaktionsterm
des Aktivators (5.2) an die Kennlinie eines Gasentladungs-Systems angepasst
werden.
Die Untersuchung der Bifurkation vom station�aren zum laufenden Quasi-
teilchen in Kapitel 3 liefert erstaunliche Ergebnisse: W�ahrend die analytisch
bestimmbaren Bifurkationspunkte ann�ahernd exakt mit den aus Simulatio-
nen gewonnenen Bifurkationspunkten �ubereinstimmen, weichen die simulier-
ten Quasiteilchengeschwindigkeiten erheblich von den analytisch bestimm-
ten Quasiteilchengeschwindigkeiten ab. Da dieser E�ekt vermutlich auf die
Diskretisierung des Grundgebiets zur�uckzuf�uhren ist, m�ussten Quasiteilchen-
geschwindigkeiten erneut mit wesentlich h�oheren Grundgebietsau�osungen
simuliert werden. Diese Simulationen sind bisher noch nicht durchgef�uhrt
worden, da der Rechenzeitaufwand hierf�ur sehr gro� w�are.
Zur�uckzuf�uhren ist dies darauf, dass die vorgestellten numerischen Methoden
zur L�osung der dreidimensionalen Reaktions-Di�usions-Systeme das Grund-
gebiet mit einem regelm�a�igen Gitter von Diskretisierungspunkten au�osen.
Sinnvoller w�are es jedoch, lediglich die Flanken der gro�amplitudigen Struk-
turen mit hoher Au�osung zu diskretisieren. Diese M�oglichkeit wird von soge-
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nannten Finite-Elemente-Verfahren geboten, die zwar einen erheblich h�oher-
en Programmieraufwand als das Finite-Di�erenzen-Verfahren erfordern, daf�ur
jedoch auch Simulationen mit hohen Grundgebietsau�osungen in vertretba-
rer Zeit rechnen.
Somit w�urde der Rechenzeitaufwand f�ur die Simulation von Quasiteilchenph�a-
nomenen erheblich durch das Finite-Elemente-Verfahren reduziert, so dass
die noch o�enen Fragestellungen bez�uglich dissipativer Quasiteilchen e�ekti-
ver und intensiver mittels numerische Simulationen untersucht werden k�onn-
ten.
Die in Kapitel 4 untersuchten Sto�szenarien laufender Quasiteilchen zeigen
den ausgepr�agten Teilchencharakter dieser gro�amplitudigen Strukturen, der
sowohl bei dem elastischen Sto�, als auch bei der Quasiteilchenvernichtung
und der kurzzeitigen Quasiteilchenverschmelzung deutlich wird. Dabei weist
der analytische Zugang bez�uglich des elastischen Sto�es zweier Quasiteilchen
eine hohe �Ubereinstimmung mit der Simulation auf.
Dar�uberhinaus stellen sich bisher nicht gekl�arte Fragen aus der Verschmel-
zung zweier Quasiteilchen. Hier k�onnte eine Modenanalyse des Verschmel-
zungszustandes (Compound-State) kl�aren, unter welchen Voraussetzungen
ein Verschmelzungszustand verl�oscht, bzw. in einen Aktivatortorus �ubergeht.
Ungekl�art ist desweiteren, ob ein Aktivatortorus auch in mehr als zwei Qua-
siteilchen aufbrechen kann.
Abschlie�end l�asst sich feststellen, dass dissipative Quasiteilchen bisher un-
bekannte Eigenschaften dreidimensionaler Reaktions-Di�usions-Systeme zei-
gen, die bei Weitem noch nicht ersch�opfend erforscht sind und somit ausge-
dehnte Untersuchungen erfordern.



Anhang A

Die Steuerung des Programms

3k3d �uber die BTC-Dateien

Die L�osung des dreikomponentigen Reaktions-Di�usions-Systems mittels des
Programms 3k3d wird mit BTC-Dateien gesteuert, die sich einer einfachen
Struktur bedienen. Dabei wird einer Variablen ein Wert nach folgendem Mu-
ster zugewiesen:

Variablenname Wert

Der Variablenname muss bei dieser Zuweisung korrekt unter Ber�ucksichti-
gung von Gro�- und Kleinschreibung angegeben werden, so dass der Varia-
blen ein Zahlenwert oder eine Buchstabenfolge �ubergeben werden kann. Die
Variablen lassen sich allgemein in vier funktionelle Gruppen zuordnen:

� Simulationssteuerung

� Simulationsauswertung

� Numerik-Parameter

� Reaktions-Di�usions-Parameter (1.6)

Hierbei l�a�t sich die Gruppe der Simulationsauswertung in zwei Untergrup-
pen gliedern, die sich auf die Dokumentation verschiedener Zeitreihen bezie-
hen. Dies sind die zeitliche Entwicklung der L�osungen des dreikomponenti-
gen Reaktions-Di�usions-Systems in Form von bin�aren EXF-Dateien (Vgl.
Anhang B) und die zeitliche Entwicklung des normierten Aktivatorintegrals
(4.2) in Form von ASCII-Dateien. Desweiteren ist es zum Start der Simu-
lation zwingend erforderlich, den Variablen der Simulationssteuerung (also
START FILE, STOP FILE und END COUNTER) Werte zuzuweisen.
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Einen �Uberblick �uber die Variablen, die in den Steuerungsdateien zwingend
oder wahlweise gesetzt werden m�ussen, mitsamt einer Erl�auterung ihrer Be-
deutung, liefert die nachfolgende Tabelle.

Simulationssteuerung
(Variablen m�ussen zwingend in der BTC-Datei gesetzt werden.)

Variablenname Bedeutung

START FILE Name der bin�aren VBI-Datei, aus der die Numerik-
und Reaktions-Di�usions-Parameter, sowie die Start-
verteilung der Komponenten u, v und w gelesen wer-
den.

END FILE Name der bin�aren VBI-Datei, in dem die Numerik-
und Reaktions-Di�usions-Paramter, sowie die End-
verteilung der Komponenten u, v und w zum Zeit-
punkt (END COUNTER �t) gespeichert werden.

END COUNTER Anzahl der Zeitschritte in Einheiten von �t, �uber die
die zeitliche Entwicklung der Komponenten u, v und
w berechnet werden.

Numerik-Parameter
(Das Setzen dieser Variablen �uberschreibt die Numerik-Parameter des START FILEs.)

Variablenname Bedeutung

Randbedingung 0: Neumann-Randbedingung
2: Zyklische Randbedingung
3: Ring-Randbedingung
(Vgl. Abschnitt 2.2.2)

rausch Amplitude eines zuf�alligen Werts, um den die Kom-
ponenten u, v und w nach jedem Zeitschritt ver-
rauscht werden.

ingenau soll Konvergenzkriteriums Kk (2.25), bei dessen Unter-
schreitung das Successive Overrelaxation L�osungsver-
fahren die Iteration als konvergiert erkennt und den
n�achsten Zeitschritt berechnet (Abschnitt 2.3)

ZYLINDER KOORDINATEN Dieser Variablen muss kein Wert zugewiesen werden,
jedoch bewirkt diese Buchstabenfolge die Aktivierung
des 1

x
-Terms im Di�usions-Operator durch Setzen von

KS = 1 (2.15)
ht Zeitschrittweite �t (2.5)
omega Parameter ! des Successive Overrelaxation L�osungs-

verfahrens (2.24)
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lx Kantenl�ange lx des Grundgebiets G parallel zur x-
Achse, die Kantenl�angen ly und lz berechnen sich
nach (2.3)

aufl x Anzahl ax der Diskretisierungspunkte des Grundge-
biets G parallel zur x-Achse (2.2)

aufl y Anzahl ay der Diskretisierungspunkte des Grundge-
biets G parallel zur y-Achse (2.2)

aufl z Anzahl az der Diskretisierungspunkte des Grundge-
biets G parallel zur z-Achse (2.2)

Simulationsauswertung: Zeitliche Entwicklung der L�osungen
wird in EXF-Dateien gespeichert, wenn alle Variablen gesetzt sind.

Variablenname Bedeutung

FILM FILE Name der EXF-Datei, ohne Dateiendung
FILM INTERVALL Zahlenwert, der den zeitlichen Abstand der Filmauf-

namen in Einheiten von �t angibt

Simulationsauswertung: Zeitreihe des normierten Aktivatorintegrals (4.2)
wird angelegt, wenn alle Variablen gesetzt sind.

Variablenname Bedeutung

ZEIT FILE Name der ASCII-Datei, in der die Zeitreihe des nor-
mierten Aktivatorintegrals gespeichert wird.

zeitjump Zahlenwert, der den zeitlichen Abstand der Zeitrei-
henaufnamen in Einheiten der Zeitschrittweite �t an-
gibt.

Reaktions-Di�usions-Parameter (1.6)
(Das Setzen dieser Variablen �uberschreibt die Parameter des START FILEs.)

Variablenname1 Bedeutung

delta Zeitskalenparameter � des langsamen Inhibitors v
delta 2 Zeitskalenparameter � des schnellen Inhibitors w
dv Di�usionskonstante Du des Aktivators u
dw Di�usionskonstante Dv des langsamen Inhibitors v
du Di�usionskonstante Dw des schnellen Inhibitors w
lambda Parameter � der kubischen Nichtlinearit�at (1.3)
kappa 1 Parameter �1 im Reaktionsterm des Aktivators u

1Die Variablennamen weichen zum Teil erheblich von den Parameternamen des
Reaktions-Di�usions-Systems (1.6) ab, da das Programm 3k3d einer �alteren arbeitsgrup-
peninternen Nomenklatur folgt, w�ahrend sich diese Arbeit an der Notation der Fachlite-
ratur orientiert.
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kappa 2 Parameter �2 der globalen R�uckkopplung im Reak-
tionsterm des Aktivators u beim zweikomponentigen
Reaktions-Di�usions-System (5.2)

kappa 3 R�uckkopplungsparameter �3 des schnellen Inhibitors
w im Reaktionsterm des Aktivators u



Anhang B

Die Dateiformate der bin�aren

Ergebnisdateien des

Programms 3k3d

B.1 Die Fileheader der bin�aren Ergebnisda-

teien

Das Programm 3k3d erzeugt zwei Arten von bin�aren Ergebnisdateien. Die-
se tragen die Dateiendungen VBI und EXF und unterscheiden sich dadurch,
dass in VBI-Dateien jeweils nur eine Momentaufnahme der L�osung (u0; v0; w0)
des dreikomponentigen Reaktions-Di�usions-Systems mit 64 Bit Genauigkeit
im G oating Format [Sites 1992, S. I2-5] gesichert wird, w�ahrend in EXF-
Dateien Zeitreihen der L�osungen (u0; v0; w0) mit 8 Bit Genauigkeit (Byte)
gespeichert werden.
In beiden Dateitypen werden zus�atzlich zu den Momentaufnahmen die Si-
mulationsparameter (Anhang A) in sogenannten Fileheadern abgelegt, deren
Aufbau in der Datei 3k3d.h auf der beigelegten CD-ROM im Verzeichnis
..n3k3dn dokumentiert ist. Desweiteren erh�alt jede Momentaufnahme der
EXF-Dateien einen Kontroll-Datensatz names ERGEBNIS, der Informationen
�uber die Zeitreihenaufnahme enth�alt. Dieser Datensatz wird ebenfalls in der
Datei 3k3d.h de�niert.

B.2 Die VBI-Datei

Die Double-Variablen der VBI-Dateien werden imG oating Format [Sites 1992,
S. I2-5] gespeichert. Desweiteren muss beachtet werden, dass es zwei verschie-

80



ANHANG B.3 DIE EXF-DATEI 81

dene VBI-Dateien gibt, die durch die ersten beiden Bytes der Datei - die
Datei-ID - unterschieden werden k�onnen.

Tabelle B.1: Die Struktur der bin�aren VBI-Dateien

Datei-ID (2 Bytes) 4 und 0 7 und 0
Fileheader (Vgl. 3k3d.h) fileheader2 fileheader3

Aktivator u jeweils Double-Array mit
langsamer Inhibitor v aufl x * aufl y * aufl z

schneller Inhibitor w, falls �3 6= 0 Elementen (Vgl. S. 78)

B.3 Die EXF-Datei

Die Variablen des ERGEBNIS-Datensatzes, der zu jeder Zeitreihenaufnahme
abgespeichert wird, haben folgende De�nition:

Tabelle B.2: Die Variablen des ERGEBNIS-Datensatzes

Variablenname1 Bedeutung

integral normiertes Aktivatorintegral (4.2)
v max, v min max (u (x; t0)), min (u (x; t0)) f�ur alle x 2 G zum Zeit-

punkt t = t0 der Momentaufnahme
w max, w min max (v (x; t0)), min (v (x; t0)) f�ur alle x 2 G zum Zeit-

punkt t = t0 der Momentaufnahme
u max, u min max (w (x; t0)), min (w (x; t0)) f�ur alle x 2 G zum Zeit-

punkt t = t0 der Momentaufnahme

summe v h2 �u (x; t)2 8 x 2 G

summe w h2 �v (x; t)2 8 x 2 G

summe u h2 �w (x; t)2 8 x 2 G

system time Systemzeit t0 der Momentaufnahme
iter Zeitschritt k (2.5)

W�ahrend die Double-Variablen der Fileheader und des Kontroll-Datensatzes
im G oating Format gespeichert werden [Sites 1992, S. I2-3], liegen die ei-
gentlichen Momentaufnahmen der L�osungen des dreikomponentigen Reakti-
ons-Di�usions-Systems (1.6) als Byte-Arrays (uB(x); vB(x); wB(x)) vor, wo-

1Die Variablennamen weichen zum Teil erheblich von den Parameternamen des
Reaktions-Di�usions-Systems (1.6) ab, da das Programm 3k3d einer �alteren arbeitsgrup-
peninternen Nomenklatur folgt, w�ahrend sich diese Arbeit an der Notation der Fachlite-
ratur orientiert.
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bei jeder Wert im Intervall

uB; vB; wB 2 [16; 255] � N (B.1)

liegt.
Dabei entsprechen die gr�o�ten und kleinsten Byte-Werte den Maxima und
Minima der Komponenten u, v und w, so dass diese �uber

u(x) =
1

238
(uB(x)� 16) (max(u)�min(u)) + min(u) (B.2)

in das Intervall [min(u);max(u)] � R zur�uckskaliert werden k�onnen. Ent-
sprechendes gilt f�ur v und w.
Desweiteren muss beachtet werden, dass es auch bei den EXF-Dateien ver-
schiedene Versionen gibt, die durch das erste Byte der Datei - die Datei-ID
- unterschieden werden k�onnen.

Tabelle B.4: Die Struktur der bin�aren EXF-Dateien

Datei-ID (1 Byte) 44 45
Fileheader (Vgl. 3k3d.h) fileheader2 fileheader3

Kontroll-Datensatz (Vgl. 3k3d.h) ERGEBNIS

Aktivator u jeweils Byte-Array mit
langsamer Inhibitor v aufl x * aufl y * aufl z
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schneller Inhibitor w, falls �3 6= 0 Elementen (Vgl. S. 78)



Anhang C

Das Programm exf2a3k zur

Berechnung von

Aktivatorschwerpunkten aus

EXF-Dateien

C.1 Die Funktionsweise des Programms exf2a3k

Das Program exf2a3k wurde in der Programmiersprache C im Rahmen
dieser Diplomarbeit geschrieben und berechnet die Aktivatorschwerpunkte
xu von Quasiteilchen auf ein-, zwei- und dreidimensionalen Grundgebieten
gem�a� (3.6). Der Sourcecode des Programms liegt zur Einsicht auf der bei-
gelegten CD-ROM im Verzeichnis ..nexf2a3kn vor.
Das Programm exf2a3k l�auft unter dem Betriebssystem VMS auf Alpha-
Workstations und wird mit der Kommandozeile

exf2a3k [-ASW Schwellwert] Dateiname

aufgerufen, wobei exf2a3k auf den compilierten Sourcecode des Programms
verweist undDateiname den Namen einer EXF-Datei bezeichnet. Der in Klam-
mern eingefasste Teil der Kommandozeile legt den Schwellwert uS fest, der
f�ur die Berechnung der Aktivatorschwerpunkte xu nach (3.6) ben�otigt wird.
Ohne Angabe dieser Option wird der Aktivatorschwerpunkt mit uS = �0:5
berechnet.
Das Programm exf2a3k l�adt jeweils einzelne Momentaufnahmen der EXF-
Datei Dateiname in den Arbeitsspeicher und sucht das Grundgebiet nach
einem Punkt

x1 2 G 1 � G : u(x1) � uS (C.1)
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ab, so dass mit G 1 � G eine abgeschlossene zusammenh�angende Teilmenge
G 1 des Grundgebiets G vorliegt, auf der sich ein Quasiteilchen be�ndet.
Ausgehend von dem Punkt x1 werden alle Punkte x01 � G 1 mit u(x01) � uS
mittels eines rekursiven Algorithmus' gesucht und in die Berechnung des
Aktivatorschwerpunktes x1u miteinbezogen. Sind alle Punkte eines Quasiteil-
chens gefunden, wird das Grundgebiet nach weiteren Quasiteilchen auf Teil-
mengen G i abgesucht und deren Aktivatorschwerpunkte xiu berechnet.
Die Aktivatorschwerpunkte xiu jedes gefundenen Quasiteilchens werden f�ur
jede Momentaufnahme in eine ASCII-Datei Dateiname.a3k als vierreihiger
Vektor xiS =

�
xiS;1; x

i
S;2; x

i
S;3; x

i
S;4

�
geschrieben, wobei die Komponente xiS;4

die Aktivatormasse

xiS;4 = �u(x) 8 x 2 G i : u(x) � uS (C.2)

bezeichnet.

C.2 Das Format der a3k-Dateien

Die a3k-Dateien werden im ASCII-Format gespeichert und haben folgende
allgemeine Struktur:

Tabelle C.1: Die allgemeine Struktur der a3k-Dateien

Datei-ID
Schwellwert uS
Vektor x1S des 1. gefundenen Quasiteilchens der 1. Momentaufnahme
Vektor x2S des 2. gefundenen Quasiteilchens

...
Vektor xnS des n. gefundenen Quasiteilchens
Vektor x1S des 1. gefundenen Quasiteilchens der 2. Momentaufnahme

...
...

Vektor xn
0

S des n'. gefundenen Quasiteilchens der m. Momentaufnahme

Die verschiedenen Versionen der a3k-Dateien unterscheiden sich anhand ihrer
Datei-ID wie folgt:
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Tabelle C.2: Die verschiedenen Versionen der a3k-Dateien

Datei-ID
0 xS;1 : z-Koordinate des Aktivatorschwerpunkts xu

xS;2 : y-Koordinate
...

xS;3 : x-Koordinate
...

xS;4 : Aktivatormasse des Quasiteilchens (C.2)

Wenn ein Quasiteilchen bei zyklischen R�andern
�uber diese hinausragt, liefert das Programm zwei
Schwerpunkte.

1 xS;1 : z-Koordinate des Aktivatorschwerpunkts xu

xS;2 : y-Koordinate
...

xS;3 : x-Koordinate
...

xS;4 : Aktivatormasse des Quasiteilchens (C.2)
2 xS;1 : x-Koordinate des Aktivatorschwerpunkts xu

xS;2 : y-Koordinate
...

xS;3 : z-Koordinate
...

xS;4 : Aktivatormasse des Quasiteilchens (C.2)



Anhang D

Die Filme ausgew�ahlter

Simulationen

Da die in dieser Diplomarbeit diskutierten Simulationen nur anhand weniger
Momentaufnahmen diskutiert werden k�onnen, liegen Filme dieser Simulatio-
nen mit hohen Zeitau�osungen auf der beigelegten CD-ROM zur Einsicht
bei. Dabei werden die Simulationen mittels Iso�achendarstellungen des Ak-
tivators u (rot) und gegebenfalls des langsamen Inhibitors v (gr�un) gezeigt.
Die Filme be�nden sich im Verzeichnis ..nFilmen der CD-ROM und werden
�uber die Abbildungen der Diplomarbeit zugeordnet.

Tabelle D.1: Verzeichnis der Filme

Abbildung Name der Filmdatei

4.2 sqt250199a4 elastischerSto�.AVI

sqt250199a4 elastischerSto�.MOV

sqt250199a4 elastischerSto�.MPG

4.4 sqt270798b9 Quasiteilchenvernichtung.AVI

sqt270798b9 Quasiteilchenvernichtung.MOV

sqt270798b9 Quasiteilchenvernichtung.MPG

4.5 sqt120898a9 kurzzeitigeVerschmelzung.AVI

sqt120898a9 kurzzeitigeVerschmelzung.MOV

sqt120898a9 kurzzeitigeVerschmelzung.MPG

4.6 sqt120898a10 Aktivatortorus.AVI

sqt120898a10 Aktivatortorus.MOV

sqt120898a10 Aktivatortorus.MPG

5.5 kaskade311298a 3DDestabilisierung.AVI

kaskade311298a 3DDestabilisierung.MOV

kaskade311298a 3DDestabilisierung.MPG
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Anhang E

Der Zugri� auf die Rohdaten

Gelegentlich wird es erw�unscht, die Rohdaten einer Simulation unter neuen
Gesichtspunkten ein weiteres Mal auszuwerten, wobei als Rohdaten diejeni-
gen Daten verstanden werden, die als Ergebnis des Programms 3k3d geliefert
werden und L�osungen der Reaktions-Di�usions-Systeme enthalten.
Als Zugri� auf die Simulationsdaten, die dieser Diplomarbeit zugrundeliegen,
bieten sich dabei die Abbildungen dieser Arbeit an. Deshalb wird in der
nachfolgenden Tabelle jeder Abbildung ein Simulationsname zugeordnet, der
einer einheitlichen Nomenklatur folgt. Der Name einer Simulation setzt sich
im Wesentlichen aus drei Elementen zusammen:

� Der Name der Simulationsreihe, dies sind prlp, sqt und kaskade

� Das Datum des Tages, an dem die Simulation gestartet wurde

� Einem Buchstaben, der die Simulationen eines Tages di�erenziert

Ein typischer Simulationsname hat also folgende Form

sqt120898a} }

differenzierender Buchstabe
Beginn der Simulation
Simulationsreihe

Alle von den Rohdaten einer Simulation abgeleiteten Daten (also Auswer-
tungen) tragen den Simulationsnamen und gegebenenfalls Versionsnummer
der Auswertung oder weitere Erl�auterungen.
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Tabelle E.1: Verzeichnis der verwendeten Simulationen

Abbildung Simulation oder deren Auswertung

Titelbild sqt120898a11
1.4 prlp030399a
1.5 prlp020399c
1.6 prlp020399c
1.7 prlp020399b
1.8 sqt210199a
3.1 prlp150499a

prlp150499b
prlp150499c
prlp150499d
prlp150499e
prlp150499f
prlp150499g
prlp150499h
prlp150499i
prlp150499j
prlp300499a

4.2 sqt250199a
4.3 sqt270798b9
4.4 sqt270798b9
4.6 sqt120898a7
4.5 sqt120898a9
5.1 kaskade161198b
5.2 kaskade161198b2
5.3 kaskade181298d

kaskade211298b
5.4 kaskade091198a

kaskade121198a
kaskade121198b
kaskade161198a
kaskade161198b

5.5 kaskade311298a
5.6 kaskade050599a

kaskade141298c

Die in der obigen Tabelle aufgef�uhrten Rohdaten liegen auf der CD-ROM im
Verzeichnis ..nRohdatenn als ZIP-Dateien vor.



Anhang F

Die beigelegte CD-ROM

Im Folgenden werden die Verzeichnisse der beigelegten CD-ROM und ihr
Inhalt zusammengefasst:

� 3k3d: Sourcecode und Make�les des Programms 3k3d

� Diplomarbeit:
Die Diplomarbeit als Postscript und Adobe Acrobat Dokument

{ Bilder: Die Origin-Projekte, Mathematica-Notebooks, Pv-Wave-
Prozeduren, LATEX2"-Skripte und CorelDRAW-Bilder, die bei der
Erstellung der Abbildungen dieser Diplomarbeit verwendet wur-
den

{ TeX: Die LATEX2"-Dateien und EPS-Bilder dieser Diplomarbeit

� exf2a3k: Sourcecode und Make�les des Programms exf2a3k

� Filme: Videos im AVI, Quick-Time und MPG Format, die den zeitli-
chen Verlauf einiger Simulationen verdeutlichen

� Literatur: Adobe Acrobat und Postscript Dokumente mit weiterf�uhren-
der Literatur

� Rohdaten: Die Rohdaten der Simulationsreihen sqt, prlp und kaskade
als ZIP-Dateien
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