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� Elliptische Gleichungen

Beispiel ��� Die Minimal�Ober��achengleichung

�� � u�y�uxx � �uxuyuxy � �� � u�x�uyy � �

ist elliptisch� da
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Es ist manchmal wichtig� die Elliptizit�atsbedingung genauer zu klassi�zieren� F�ur Di�e�

rentialgleichungen der zweiten Ordnung ist die folgende Klassi�kation n�utzlich

De�nition ��� Sei

L �
X
j�j��

a��x��
�

ein Di�erentialoperator zweiter Ordnung f�ur x � � � Rn � L hei�t gleichm�a�ig ellip�

tisch auf � �uniformly elliptic	� falls eine Konstante a � � existiert mit

a
nX
i��

��i �
X
j�j��

a��x��
� � �

a

nX
i��

��i

f�ur alle x � � �

Beispiel ��� Die Gleichung

xuxx � �ux � �

ist nicht gleichm�a�ig elliptisch auf � � ��� �� � R�

����� Gleichungssysteme

Systeme von Di�erentialgleichungen treten oft auf� Sie werden allerdings nur selten

in der Literatur behandelt� Insbesondere werden Systeme h�oherer Ordnung kaum in

Lehrb�uchern behandelt� Einige der wenigen Ausnahmen sind die B�ucher von Miranda

��
��� S� ����� Courant und Hilbert ��
��� S� ���� und H�ormander ��
�	� S� ����� Sei

u�x� � �u��x�� � � � � uN�x��
T �

f�x� � �f��x�� � � � � fN�x��
T

f�ur x � � � Rn � SeiMij ein Di�erentialoperator der Ordnung �ij�
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Sei

si � Z � ti � Z � � � i � N

mit

�ij � si � tj �

Mij � � falls si � tj 	 � �

Sei Mij�x� �� das charakteristische Polynom vonMij und

�Mij�x� �� �

�
Mij�x� �� � falls �ij � si � tj
� � falls �ij 	 si � tj

Das System

NX
j��

Mij�x�uj � fi � � � i � N

hei�t elliptisch im Sinne von Douglis und Nirenberg� falls es m�oglich ist� si und tj so

zu w�ahlen� da�

�a�x� �� � det� �Mij�x� ��� �� � � x � � � � � Rn �

Sei

a�x� �� � det�Mij�x� ��� �

r � Grad a �

R � Der maximale Grad der N� Terme von a

bei der Entwicklung mit der Leibniz�Regel

Es ist von Volevich bewiesen worden �Agmon� Douglis� Nirenberg ��
��� S� 	
��� da� die

folgenden Bedingungen f�ur die Elliptizit�at notwendig und hinreichend sind

�� r � R �

�� �a�x� �� �� � f�ur alle � �� �� wo bei �a der Hauptteil von a� d�h� der Teil vom Grade r�

ist�

Beispiel ���

ux � vyy � f� �

uyy � uy � vxxx � vxy � f�
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Man setze

s� � � � s� � � � t� � � � t� � � �

Es folgt
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����� � �
�
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����� � �� � 
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Beispiel �� �Cauchy�Riemann�Gleichungen�

ux � vy � �

uy � vx � �

Man setze s� � s� � � � t� � t� � � � Es folgt
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Beispiel ��
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Es folgt
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In der Theorie von Agmon� Douglis und Nirenberg wird weiter vorausgesetzt

Bedingung L	 �a�x� �� ist ein Polynom vom Grade �m bez�uglich �� Sei � � �� � Rn linear
unabh�angig� Das Polynom q��� � �a�x� � � ���� hat genau n Nullstellen � mit positivem

Imagin�arteil�

Bemerkung ��� Sei das System elliptisch im Sinne von Douglis und Nirenberg und

n � �� Dann ist die Bedingung L erf�ullt� �Siehe Agmon� Douglis� Nirenberg ��
��� S� 	
��

Miranda ��
��� S� ������

Bemerkung ��� Sei n � �� Es gebe eine Funktion ��x� und ein � � � mit

Ref��x��a�x� ��g � �j�j�r f�ur alle � � Rn � x � Rn � � �� � �
wobei �r die Ordnung des Di�erentialoperatorsMij ist� Dann ist die Bedingung L erf�ullt

�siehe Miranda ��
��� S� ������
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��� Randwertaufgaben

����� Einf�uhrung

Eine partielle Di�erentialgleichung hat mehrere L�osungen� In den Anwendungen werden

Randbedingungen vorgeschrieben� die der Anwendung entsprechen und eine m�oglichst
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eindeutige L�osung bestimmen sollen� F�ur elliptische Gleichungen und Systeme gilt

folgende Faustregel f�ur sachgem�a�gestellte Randwertaufgaben

Auf jedem Punkt des Randes �� von � sollten m Randbedingungen vorge�

schrieben werden� wenn die Ordnung der Gleichung �des Systems� �m ist�

Das folgende Beispiel von Hadamard zeigt� da� � wenn diese Faustregel verletzt wird �

das Randwertproblem evtl� schlechtgestellt sein kann

��� ��
A

D

�

B

C
��� ��

Abbildung ���� Das Beispiel von Hadamard

a� �u � � � �x� y� � �

b� u � � auf AD

c� u � � auf BC

d� u � � auf AB

e� un � �uy � � �
ks
sin kx auf AB mit k� s � N �

Eine L�osung ist

u�x� y� �
�

ks
�
� sin kx � e


ky � e�ky

�
�

F�ur k gro�kann u beliebig gro�werden� obwohl alle Randwerte gleichm�a�ig beschr�ankt

sind�
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����� Der Rand ��

Der Rand �� mu�einige Glattheitsbedingungen erf�ullen�

Typische Bedingungen sind

�� Der Rand �� ist Ck�� mit � � ��� �� und k � N	 � d�h� f�ur jedes x	 � �� gibt es eine

Kugel B � B�x	� und ein Hom�oomorphismus   B 	 D � Rn mit

�a�  �B 
 �� � Rn

�b�  �B 
 ��� � �Rn


�c�

 � Ck���B� �

 �� � Ck���D� �

wo

Rn
 � fx � Rn  xn � �g �

�� �� erf�ullt eine gleichgradige innere Kegelbedingung� d�h� es gibt einen KegelK � Rn
mit der Spitze � und ein r � �� so da� f�ur jedes x	 � �� eine Kongruenz  existiert

mit

x	 � �Kr� � �

wo

Kr � fx � K  kxk 	 rg �

�Siehe Abbildung �����

	� � sei ein Polygongebiet�

����� Typische Randbedingungen

�� Eine Gleichung zweiter Ordnung

Sei

Lu �
X
j�j��

a��x��
�u

eine elliptische Gleichung zweiter Ordnung� Seien f� f�� � � � � vorgeschriebene Funk�

tionen� Sei � � Rn � Es gibt drei kanonische Randwertaufgaben�



� Elliptische Gleichungen

Ω

x0

Ψ( Kr)

Γ

Abbildung ���� Die Kegelbedingung

�a� �� Randwertaufgabe

Lu � f � x � �
u � f� � x � ��

Dieses Problem hei�t auch Dirichlet�Problem�

�b� �� Randwertaufgabe

Lu � f � x � �
Lu �

nX
i�k��

aik
��u

�xi�xk
�

nX
i��

bi
�u

�xi
� c �

Lu � f � x � �
nX

i�k��

aik�k
�u

�xi
� f�u � f� � x � �� �

wo � � ���� � � � � �n� der �au�ere einheitsnormale n�Vektor auf �� ist�

Ist f� � �� hei�t dieses Problem auch Neumann�Problem� sonst Robin�

Problem�

�c� 	� Randwertaufgabe

Lu � f � x � �
f�

�u

��
� f�u � f� � x � �� �

Dieses Problem hei�t auch gemischte Randwertaufgaben�



��� Existenz und Eindeutigkeit der L�osungen von Randwertaufgaben �

�� Eine Gleichung vierter Ordnung

Die bekannteste Gleichung vierter Ordnung ist die biharmonische Gleichung

Lu �
��u

�x�
� �

��u

�x��y�
�
��u

�y�
� � �

Typische Randbedingungen sind

�a� Das �verallgemeinerte� Dirichlet�Problem

Lu � � � x � �
u � f� � x � ��

un � f� � x � ��

	� Gleichungssysteme

Siehe z�B� Agmon� Douglis� Nirenberg ��
��� S� ����

�� Existenz und Glattheit der L�osungen der Randwertaufgaben

F�ur eine sachgem�a�gestellte Randwertaufgabe f�ur elliptische Gleichungen gilt

folgende Faustregel

Die L�osung u ist so glatt wie die Koe
zienten der Gleichung� die Koe
zienten

der Randbedingungen und der Rand es erlauben�

Weiter gilt

Jede �Anderung der Koe
zienten der Gleichung oder der Randbedingungen

f�uhrt zu einer �Anderung der L�osung u in jedem Punkt x � ��

��� Existenz und Eindeutigkeit der L�osungen von

Randwertaufgaben

Die Theorie von Randwertaufgaben benutzt mehrere Methoden� die die numerischen

Methoden entweder anregen oder beein�ussen

a� Funktionentheorie

b� Variationsgleichungen

c� Integralgleichungen



�� Elliptische Gleichungen

d� Fixpunktmethoden

e� Das Maximumprinzip

Bekannte numerische Methoden sind

a� Di�erenzenverfahren

b� Finite Elemente

c� Randelementmethoden

d� Spektralmethoden

e� Galerkinmethoden

die oft mit

a� Mehrgittermethoden

b� Gebietszerlegungsmethoden

c� Gebietstransformationen

d� lokale Verfeinerung

kombiniert werden� Wir werden mehrere dieser Methoden und Techniken kennenlernen�



Kapitel �

Das Maximumprinzip

F�ur elliptische Gleichungen zweiter Ordnung gilt ein Maximumprinzip� das au�erordent�

lich n�utzlich ist�

��� Die grundlegenden S�atze

Sei

Mu �
nX

i�k��

aik
��u

�xi�xk
�

nX
i��

bi
�u

�xi
�

Wir setzen voraus

V�� � � Rn � � ein beschr�anktes Gebiet�

V�� aik � aik�x� � bi � bi�x� seien stetige Funktionen auf ��

V	� Es gebe � � � mit

nX
i�k��

aik�x��i�k � �
nX
i��

��i � � � Rn �

V�� u � C���� 
 C�!�� �

Wir benutzen hier die Beweismethode von Courant und Hilbert� S� 	�� ��

Satz ��� �

u habe ein Maximum an der Stelle P � �� Dann gilt�

Mu�P � � � �
Beweis	 Wenn u ein Maximum an dem inneren Punkt P hat� dann sind alle ersten

Ableitungen von u an der Stelle P gleich Null� Folglich



�� Das Maximumprinzip

Mu�P � �
nX

i�k��

aik�P �
��u

�xi�xk

� Spur AB

mit

A � �aik� � Mat �n� n� �

B �

�
��u

�xi�xk
�P �

�
� Mat �n� n� �

Es gibt eine orthogonale Matrix S mit

SAST � " � Diag �i� �

Dann gilt

Spur �AB� � Spur �SABST �

� Spur �"SBST �

�
nX
i��

i�ii

mit

�ii � �SBS
T �ii �

Gebe es i mit �ii � �� w�urde die Bedingung verletzt� da� u in P ein Maximum hat� Um

dies einzusehen� setzt man � � �s mit

s � fsij  � � j � ng � Rn �

Es gilt �Forster� II� Corollar �� S� �
�

u�P � �� � u�P � � h�grad u��P � � �i� �
�
h�� B�i� ��k�k�� �

� u�P � �
�

�
��hs� Bsi� ����� �

� u�P � �
�

�
���ii � ���

�� �

so da� P kein lokales Maximum von u ist�



��� Die grundlegenden S�atze ��

Die Voraussetzung V	 hat zur Folge� da� A positiv de�nit ist� so da� die Eigenwerte i
von A positiv sind�

Es folgt

Mu�P � �
nX
i��

i�ii � � �

Lemma ��� �Hopf	�

Sei K � Rn eine o�ene Kugel und P	 � �K� Es gelte�

Mu � � � x � K

u�x� 	 u�P	� � x � K �

Dann gilt�

du

dn

�����
p�

� lim inf
�u

�n

����
p�

� � �

Beweis	 �siehe Abbildung ����

K

K

P0

0

K

S

*

1

Abbildung ���� Hilfskonstruktion f�ur den Beweis des Maximumprinzips

Sei K� eine kleinere Kugel� K� � K mit P	 � �K�� Dann gilt

max
K�

u � u�P	� �

W�ahle den Ursprung O als Mittelpunkt von K� und setze



�� Das Maximumprinzip

r� �
nX
i��

x�i �

Sei r	 � jP	 �Oj� Sei K� eine Kugel mit Radius r� 	 r	 und Mittelpunkt P	� Setze

S � K� 
K� �

�S � R� � R� �

h�x� � e��r
� � e��r

�
� � � � � �

Es gilt

�� h � � � x � K�

�� h � � � x � �K�

	�

Mh � e��r
� �
�����

nX
i�k��

aikxixk � ��
nX
i��

�aii � bixi�

�	
� e��r

�



����r� � ��

nX
i��

aii � ��r
nX
i��

bi

�

W�ahle � � � so� da� M h � � � x � !S�

Sei � � � und v � u� �h�

Auf R� ist u 	 u�P	� und h beschr�ankt� Folglich gilt f�ur gen�ugend kleines �

v�x� 	 u�P	� � x � R� �

Jetzt betrachten wir die Funktion v auf !S� Es gilt

Mv �Mu� �Mh � � � x � S �

Es folgt aus Satz 	��

max
S

v � max
�S

v �

Aber



��� Die grundlegenden S�atze ��

v�x� 	 u�P	� � v�P	� � x � R�

v�x� � u�x� � �h�x�

� u�x�

	 u�P	� � f�ur x � R�nP	 �

Folglich gilt

max
S

v � max
�S

v � v�P	� � u�P	� �

Es folgt

dv

dn
�P	� � lim

�n�	

v�P	�� v�P �

�n
� � �

Da

dh

dn
�P	� � ���r	e��r�� 	 � �

folgt

du

dn
�P	� �

dv

dn
�P	�� �

dh

dn
�P	� � � �

Satz ��� �Starkes Maximumprinzip	�

Sei

Mu � � � x � � �

Es gebe P � � mit

max
�

u � u�P � �

Dann ist u�x� � u�P �� d�h� u ist konstant�

Beweis	 Sei Mu � � in �� Falls u nicht konstant ist und es einen Punkt P � � gibt mit

M � max
�

u � u�P � �

dann gibt es eine o�ene Kugel K und einen Punkt P	 mit

�� !K � �
�� u�x� 	 u�P � � x � K

	� P	 � �K mit u�P	� � u�P �



� Das Maximumprinzip

Um dies einzusehen� sind folgende �Uberlegungen n�otig

�� Je zwei Punkte in einem zusammenh�angenden Gebiet � � Rn k�onnen mit einem
Polygonzug # � � verbunden werden �Hocking und Young� Satz 	��� S� �����

�� Sei P� � � � u�P�� 	 M � Sei # � � ein Polygonzug� der P und P� verbindet�

	� Es gilt

d�#� ��� � � � � �

�� Es gibt einen Punkt P� � # mit

d�P�� ��� � d�P���M� �

�M � fx � �  u�x� �Mg �

�� Es gibt eine Kugel �K mit Mittelpunkt P� und Punkt P	 � � �K � die die gew�unschten

Eigenschaften besitzen�

Da u ein Maximum in P	 hat� ist grad u � �� was der Tatsache widerspricht� da� aus dem

Hopfschen Lemma

du

dn
�P	� � � �

��� Existenz� und Eindeutigkeitsbeweise

Satz ��� �

Sei � � Rn ein beschr�anktes Gebiet� Sei M der gleichm�a�ig elliptische Di�erential�

operator

M �
nX

i�k��

aik
��u

�xi�xk
�

nX
i��

bi
�u

�xi
�

Dann hat das Dirichletsche Randwertproblem�

u � C���� 
 C��� �

Mu � f � x � � �

u � g � x � ��

h�ochstens eine L�osung u�



��� Existenz� und Eindeutigkeitsbeweise �


Beweis	 Anwendung des Maximumprinzips�

Es ist m�oglich� einen einfachen Existenzsatz f�ur elliptische Gleichungen mit Hilfe des

Maximumprinzips zu geben� Dies benutzt die Perronsche Methode von subharmonischen

Funktionen� Wir verzichten auf den Beweis �siehe z�B� Gilbary und Trudinger ��
��� S�

�	��� F�ur die Laplace Gleichung erh�alt man z�B�

Satz ��� Sei � � Rn ein beschr�anktes Gebiet� das die �au�ere Kugelbedingung erf�ullt�
F�ur jedes x � �� gibt es eine Kugel KR�y� mit�

�� KR�y� � fx  jx� yj 	 Rg �
� KR�y� 
 � � fxg �

Dann gibt es f�ur jedes g � C���� eine Funktion u � C���� 
 C��� mit

�� u � g auf ��

� �u � � in ��

K�urzlich sind diese Ideen erneut aufgenommen worden� Die sogenannten viskosen

L�osungen �$viscous solutions%� erm�oglichen es� Existenz� und Eindeutigkeitss�atze f�ur

viele nichtlineare partielle Di�erentialgleichungen zweiter Ordnung zu beweisen� Siehe

Crandall� Ishii� Lions ��

���
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Kapitel �

Finite Di�erenzen

��� Einleitung

Das Di�erenzenverfahren oder die Methode der �niten Di�erenzen wird seit �
�� zur

L�osung von Randwertaufgaben f�ur partielle Di�erentialgleichungen benutzt� Sie verliert

an Wichtigkeit im Vergleich zu neueren Methoden� wie Finiten Elementen� ist aber

noch immer sehr n�utzlich� Viele Ideen werden von Di�erenzenverfahren auf die neueren

Methoden �ubertragen�

Bahnbrechende Arbeiten wurden von Runge ��
���� Richardson ��
��� und Courant�

Friedrichs und Lewy ��
��� geleistet� Bekannte Standardwerke sind Forsythe und Wasow

��
���� Collatz ��
���� Siehe auch Strikwerda ��
�
��

Sei � � Rn ein Gebiet mit Rand # � ��� seien A und B Di�erentialoperatoren� Ei�

ne allgemeine Randwertaufgabe f�ur eine elliptische Di�erentialgleichung hat die Form

Bestimme u� so da�

Au � f � x � � � �	���

Bu � g � x � # � �	���

Es ist zuerst n�otig� einige Erg�anzungen zu machen

a� Wichtig ist� die Voraussetzungen f�ur die L�osung u anzugeben� Es wird meistens

vorausgesetzt� da� u in einem vorgeschriebenen Banachraum V liegt� Ebenfalls gilt

f � F �

b� Der Operator A mu�als eine Abbildung zwischen den Banachr�aumen V und F

de�niert werden

A  V �	 F �



�� Finite Di�erenzen

c� Der Operator B und das Element g m�ussen auch sinnvoll de�niert werden�

d� Die Randbedingungen werden oft als Teil der De�nition von V betrachtet� Macht

man dies� so mu�nur die Gleichung

Au � f �	�	�

gel�ost werden�

V F

V F

p qr s

A

A
h h

h

hhhh

Abbildung ���� Interne Approximation

Vh

rh

ph

V

W

ω
_

Abbildung ���� Externe Approximation

Die Gleichung Au � f wird durch eine Gleichung

Ahuh � fh �	���

approximiert� wobei



��� Einleitung ��

Ah  Vh �	 Fh �

�	���

fh � Fh

und Vh und Fh geeignete endlich dimensionale Banachr�aume sind�

Die L�osung der Gleichung

Ahuh � fh

erfordert �ublicherweise die L�osung eines Systems linearer oder nichtlinearer algebraischer

Gleichungen� Danach mu�der Fehler zwischen u und uh abgesch�atzt werden� Es gibt drei

M�oglichkeiten

�� u und phuh in V zu vergleichen �interne Approximation� Abbildung 	����

�� �u und phuh in einem anderen Raum W zu vergleichen �externe Approximation�

Abbildung 	����

	� rhu und uh in Vh zu vergleichen�

Die Beschreibungen $intern% und $extern% deuten an� da� die Approximation phuh
innerhalb bzw� au�erhalb des L�osungsraums V liegt�

Wichtig f�ur jede Fehlerabsch�atzung sind zwei Begri�e

Eine Approximation Ahuh von Au hei�t konsistent� falls

kAhrhu� shAukFh �	 � f�ur h �	 � � �	���

Eine Approximation Ah von A hei�t stabil� falls eine Konstante S � � existiert mit

kvhkVh � SkAhvhkFh � f�ur alle vh � Vh � �	���

Die folgenden Fragen werden anschlie�end behandelt

�� Wie werden die Abbildungen Ah konstruiert&

�� Existiert eine L�osung uh der Gleichung Ahuh � fh&

	� Ist die L�osung uh eindeutig&

�� Wie verh�alt sich der Fehler uh � rhu&



�� Finite Di�erenzen

��� Ein Modellproblem� das Dirichlet�Problem f�ur die

Poisson� Gleichung

Wir betrachten das folgende Problem

�u � f � �x� y� � � �	���

u � g � �x� y� � �� �	�
�

wo � das Einheitsquadrat ist�

� � f�x� y�  � 	 x 	 � � � 	 y 	 �g �

Dieses Problem hei�t Dirichlet�Problem �wegen der Randbedingung �	�
�� f�ur die Poisson�

Gleichung �	���� siehe Abbildung 	�	�

Δu = f u = g

u = g

u = g

u = g

(1,1)

(0,0)

y

x

Abbildung ���� Das Dirichlet�Problem f�ur die Poisson�Gleichung

Es wird eine Maschenweite h � ��M gew�ahlt� Das Gebiet � wird mit einem quadratischen

Gitter �uberzogen �siehe Abbildung 	����

Die Gitterpunkt sind die Punkte

�xi� yj� � � � i � M � � � j �M � �	����

wobei

xi � ih

�	����

yj � jh



��� Ein Modellproblem	 das Dirichlet�Problem f�ur die Poisson� Gleichung ��

1 2

1

2

3

3

i

j

Abbildung ���� Das Gitter f�ur h � ��	

Da die Randbedingungen Dirichlet�Bedingungen sind� ist es nur n�otig� die Werte von uh
im Innern des Quadrats zu bestimmen� und wir de�nieren

�h � f�xi� yj�  � � i � j �M � �g
�	����

#h � f�xi� yj�  i � f��Mg oder j � f��Mgg
Falls u � C���� und �x� y� � �h folgt

�hu�x� y� � �u�x� h� y� � u�x� h� y�� �u�x� y�� �
� �u�x� y � h� � u�x� y � h�� �u�x� y��
� h��u�

h�

��
�uxxxx��� y� � uyyyy�x� 
�� �

mit

� � �x� h� x� h� � 
 � �y � h� y � h� � �	��	�

Somit erh�alt man als Approximation zu den Gleichungen �	���� �	�
�

�huh�xi� yj� � f�xi� yj� � �xi� yj� � �h �	����

uh�xi� yj� � g�xi� yj� � �xi� yj� � #h �	����

F�ur dieses Modellproblem gilt

V � C���� 
 C���

F � C���� �	����

Au � �u



�� Finite Di�erenzen

�Ahuh��xi� yj� � �huh�xi� yj�

Vh �
NY
k��

R� � RN

N � �M � ���
�	����

Fh � RN

rh  C��� �	 Fh

�rhu��xi� yj� � u�xi� yj� �

�rh hei�t Injektionsoperator��

Der Di�erenzenoperator �h l�a�t sich wie in Abbildung 	�� darstellen und hei�t deshalb

das F�unfpunkt�Stern oder F�unfpunkt�Molek�ul�

-4

1

1

11

Abbildung ���� Das F�unfpunkt�Molek�ul

Ah ist die �M � ��� � �M � ����Blocktridiagonal�Matrix

Ah �

�BBBBBB
J I

I
� � � � � �
� � � � � � I

I J

�CCCCCCA

I � IM�� �

�BB
�
� � �

�

�CCA

J � JM�� �

�BBBBBB
�� �

�
� � � � � �
� � � � � � �

� ��

�CCCCCCA



��� Di�erenzenoperatoren ��

��� Di	erenzenoperatoren

Es gibt ein Kalk�ul f�ur Di�erenzenoperatoren� das oft n�utzlich ist bei der Erstellung von

Di�erenzengleichungen�

Sei f � C������ und h � R� Wir f�uhren folgende Operatoren ein

Ef � f�x� h� Verschiebungsoperator

�f�x� � f�x� h�� f�x� Vorw�artsdi�erenzenoperator

rf�x� � f�x�� f�x� h� R�uckw�artsdi�erenzenoperator

Df�x� � f
�
�x� Di�erentiationsoperator

�f�x� � f
�
x� �

�
h
�
� f
�
x� �

�
h
�

Zentraler Di�erenzenoperator

�f�x� � �
�

h
f
�
x� �

�
h
�
� f
�
x� �

�
h
�i

Mittelwertoperator

Die Operatoren sind linear� assoziativ und kommutativ� Sie bilden einen Ring� Es folgt�

da� der binomische Satz gilt

�P �Q�n �
nX

k�	

P kQn�k

�
n

k

�
�

Aus der Taylor�Reihe

Ef�x� � f�x� h� �
�X
k�	

hk

k�
Dkf�x�

folgt

E � ehD � �	����

Also ist

ehD � � � � � �	��
�

Logarithmiert man diese Gleichung� so erh�alt man

hD � �n�� � ��

�	����

� �� �
�

�
�
��

	
� � �



� Finite Di�erenzen

Man kann diese Gleichungen folgenderma�en beweisen

Sei f�x� � eax� Dann gilt

nX
k��

����k
k

�kf�x� �
nX

k��

����k
k

�eah � ��kf�x� �

F�ur jeah � �j 	 � folgt
�X
k��

����k
k

�kf�x� � �n�� � �eah � ���f�x� � aheax � hDf�x� �

Also gilt

�n�� � ��f�x� � hDf�x� ���
f�ur f�x� � eax und jeah � �j 	 ��

Nun setzt man

eax �
�X
��	

�ax��

��

ein� entwickelt die beiden Seiten von ��� nach Potenzen von a und vergleicht die Koe'�

zienten von a�

��
� Es folgt

hDx� �
�X

k��

����k
k

�kx� �

d�h� �	���� gilt f�ur alle Polynome�

Weitere Formeln sind

� � � sinh
�
�

�
hD
�

hD � � sinh��
�
�

�

�

� �

���
�
� �
�

�
�

�

��
�

	
�
�

�
� 	
�

�
�

�

��
�

�
� � � 	 � �
� � � � �

�
�

�

��
�

�
� � �
�	

� � � ��

��
�
	��

���
� ���

����
� � �

�hD�� � �� � ��

��
�

��


�
� ��

���
� � �

�
�
� �

�

�
��
�����

� �

hD � �� � �
��

�
� �

��

	�
� � �



��� Di�erenzenoperatoren �


Diese Formeln werden in Bj�orck und Dahlquist ��
�
� x���� und N�orlund ��
��� bewiesen�
Man kann diese Formeln nat�urlich auch als Hilfsmittel betrachten� die es erm�oglichen�

Di�erenzenapproximationen schnell herzuleiten� wobei die Richtigkeit nachher mit Hilfe

von Taylor�Reihenentwicklungen best�atigt werden mu��

Beispiel ��� a�

ux � Du �
�

h
�n�� � ��u

�
�

h



�u� �

�u

�
� � �
�

� ux�x�
�
�

�

h
�u�x�

�
�

h
�u�x� h�� u�x�� �

b� ux�x�
�
� �

h
ru�x� � �

h
�u�x�� u�x� h�� �

c�

ux�x� �
�

h
sinh�������u�x�

�
�

h
sinh�������

�
� �

�

�
��
�����

�u�x�

�
�

�

h
� �
�
� � u�x�

�
u�x� h�� u�x� h�

�h
�

d�

uxx �
�

h�

�
sinh�� ���

��
u

�
�

h�

�
�

�
� ��

��
� � �
��

u

�
�

h�
��

�

�
�� ��

��
� � �
��

u

�
��

h�

�
�� ��

��
� � �
�
u �

Das bedeutet� da� die Di�erentialgleichung

u
��

�x� � f�x�

durch
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�

h�

�
�� � �

��
��
�
ui � fi

oder

�

h�

�
� �
��
ui�� �

�

	
ui�� � �

�
ui �

�

	
ui
� � �

��
ui
�

�
� fi

approximiert werden kann� Diese Approximation ist zwar genauer als die Standardap�

proximation� hat aber mehrere Nachteile Verlust der Positivit�at( ��Diagonalmatrizen(

usw�

Im allgemeinen besteht das Di�erenzenverfahren daraus� da� alle partiellen Ableitungen

in einer partiellen Di�erentialgleichung durch Di�erenzen ersetzt werden� Es gibt oft

mehrere M�oglichkeiten� unter denen eine Auswahl getro�en werden mu��

��
 Finite Di	erenzen� Fortsetzung

Das Di�erenzenverfahren f�ur das Problem

Au � f � in �

�	����

Bu � g � auf ��

besteht aus den folgenden Schritten

a� Rn wird mit einem regelm�a�igen Gitter Gh �uberzogen� �h � Gh 
 � hei�t die

Menge der inneren Gitterpunkte� Am Rand werden weitere Punkte ausgew�ahlt�

die meistens die Schnittpunkte von Gitterlinien und �� sind� Die Menge dieser

Punkte sind die Randgitterpunkte� Sie wird mit #h bezeichnet� Siehe Abbildung

	���

Der Raum von Gitterfunktionen

Vh � C	��h � #h�R�

ist die Menge aller reellen Funktionen� die auf �h�#h de�niert sind� Die Bezeichnung
C	 deutet an� da� die Funktionen stetig sind� was in diesem Fall keine Einschr�ankung

ist� da �h � #h eine diskrete Menge ist�

b� Sei N � Nh die Dimension von Vh�



��� Finite Di�erenzen	 Fortsetzung ��

innere Gitterpunkte

Randgitterpunkte

Ω
Γ

h

h

Abbildung ��	� Die Gitterpunktmengen

Nh � j�hj� j#hj �

Ein System von Nh Gleichungen�

Ah�vh� � fh

Ah  Vh �	 Fh �	����

fh � sf � Fh

wird so konstruiert� da� die Restriktion von u auf �h

uh � rhu �	��	�

das System �	���� mit geringem Fehler erf�ullt

Ah�uh�� fh � ��h
m� � �	����

Das Gleichungssystem �	���� wird so konstruiert� da� jedem Gitterpunkt

P � �h � #h eine Gleichung AP
h �vh� � fh�P � zugeordnet wird

�� F�ur P � �h entsteht diese Gleichung dadurch� da� in der Gleichung

�Au��P � � f�P �

die partiellen Ableitungen durch Di�erenzen ersetzt werden�

�� F�ur P � #h werden auch partielle Ableitungen durch Di�erenzen approximiert�
wobei allerdings sehr viele M�oglichkeiten ber�ucksichtigt werden m�ussen�
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����� Beispiel �� Das Neumann Problem

�u � � � in �

�	����

�u

�n
� g � auf #

Sei u � C��G� und # glatt� Es folgt aus dem Gau�schen Integralsatz� da�

� �
Z
�

div grad u dx �
Z
�

�u

�n
ds �

Z
�

g ds �

Das Problem �	���� ist deshalb nur sinnvoll� wenn g die folgende Bedingung erf�ullt

Z
�

g ds � � � �	����

Wird diese Bedingung erf�ullt und erf�ullt u die Gleichung �	����� dann ist

v � u� const� auch eine L�osung von �	�����

Wir betrachten jetzt das Neumann Problem �	���� f�ur das Rechteck � � ��� ��� mit

h � ��� �Abbildung 	����

1 2 3

4 5 6

7 8 9

5’

Abbildung ��
� Das Neumann Problem auf einem Rechteck

F�ur den Randgitterpunkt P� gelten folgende �Uberlegungen W�are P� ein innerer Punkt

mit Nachbarn P�� P�� P
�

� und P� �siehe Abbildung 	���� dann w�urde gelten

u� � u�� � u� � u� � �u� �
� �u�P�� � � �

Die Randbedingung �u
�n
� g� kann durch die Gleichung

u
�

� � u�
�h

� g�
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approximiert werden� Elimination von u� f�uhrt zu der Gleichung

�u� � u� � u� � �u� � ��hg� �

die selbstverst�andlich auch durch eine Taylorreihenentwicklung �uberpr�uft werden kann�

Entsprechende �Uberlegungen bei den �ubrigen Randgitterpunkten liefert folgendes Glei�

chungssystem

Ahvh � fh

mit

vh � �v�� � � � � v��
T

Ah �

�BBBBBBBBBBBBBBBBBB

�� � � � � � � � �

� �� � � � � � � �

� � �� � � � � � �

� � � �� � � � � �

� � � � �� � � � �

� � � � � �� � � �

� � � � � � �� � �

� � � � � � � �� �

� � � � � � � � ��

�CCCCCCCCCCCCCCCCCCA

fh � ��h
�
g
�x�
� � g

�y�
� � g�� g

�x�
� � g

�y�
� � g�� �� g�� g

�x�
� � g

�y�
� � g�� g

�x�
� � g

�y�
�

�T
�

wobei die Terme g
�x�
� � g

�y�
� dadurch entstehen� da� an Eckpunkten zwei �au�ere Normale

existieren�

Die Matrix Ah ist� wie zu erwarten� singul�ar die Zeilensummen sind null�

Dieses Beispiel zeigt� wie leicht es ist� Di�erenzengleichungen f�ur Probleme zu erstellen�

f�ur die Existenzs�atze nicht sofort vorhanden sind�
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����� Beispiel �� Nichtquadratische Gitter

Es ist oft zweckm�a�ig� nichtquadratische Gitter zu benutzen

�� Sei � � ��� a� � ��� b�� wobei a�b eine irrationale Zahl sei� Dann gibt es keine Ma�
schenweite h mit

a � mh � b � nh � m� n � N �

�� Sei �  ��� �� �	 ��� �� � ���� � � � ���� � �� � monoton fallend�

Das Gebiet �

� � f�x� y�  � � x � � � � � y � ��x�g

wird in Abbildung 	�� gezeigt�

Γ1

Γ2

Γ3

(0,1)

(1,0)

Abbildung ���� Ein nichtquadratisches Gitter

Es werden zuerst die Randgitterpunkte auf #� gew�ahlt �siehe Abbildung 	���� dann

ergibt sich ein geeignetes Gitter�

In einem allgemeinen Gitterpunkt �xi� yj� erh�alt man z�B� mit der Schreibweise von Ab�

bildung 	�


�

h�

�
ui
��j � ui�j

s�
� ui�j � ui���j

s�

�
�

s� � s�
� uxx�xi� yj�� Rij �

Rij �
�s� � s��h

	
uxxx�xi� yj� � s�� � s�s� � s��

��
h�uxxxx��� yj� �

xj � s�h 	 � 	 xj � s�h �
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3

(i,j)

(i,j-1)

(i-1,j) (i+1,j)

(i,j+1)

s  h

s  h

s  h

s  h4

1

2

3

Abbildung ���� Ein allgemeiner Gitterpunkt

Falls

jskj � � � � � k � � �
M� � sup

�
juxxxj

M� � sup
�
juxxxxj gilt

jRijj � �

	
hM� �

�

��
h�M�

Siehe z�B� Forsythe und Wasow ��
��� S� �����

����� Beispiel �� Neumann Bedingungen auf gekr�ummten
R�andern

13

4
n

2

Abbildung ���� Approximation von Neumann Bedingungen

Die Normalenableitung am Punkt P� in Abbildung 	��� kann folgenderma�en approxi�

miert werden
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�u

�n
�P��

�
�

u� � �u�
jP� � P�j �

wobei

�u� �
u� � jP� � P�j� u�jP� � P�j

jP� � P�j �

����� Beispiel ��

Die Minimalober��achengleichung

�� � u�y�uxx � �uxuyuxy � �� � u�y�uxx � �

kann folgenderma�en auf einem quadratischen Gitter �Abbildung 	���� approximiert wer�

den

1 2

3

4

5

67

8 9

Abbildung ����� Nachbarpunkte f�ur die Minimalober
�achengleichung

ux
�
� �u� � u����h

uy
�
� �u� � u����h

uxx � �u� � u� � �u���h�
uyy � �u� � u� � �u���h�
uxy � �u� � u� � u� � u����h

� �

��� Das Maximumprinzip f�ur Di	erenzengleichungen

Das Maximumprinzip f�ur elliptische partielle Di�erentialgleichungen l�a�t sich auf

Di�erenzengleichungen �ubertragen�
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Sei Gh ein Gitter und S � Gh� Ein linearer Di�erenzenoperator �� z�B� �h� kann folgen�

derma�en geschrieben werden

��u��P � �
X
Q�S

A�P�Q�u�Q� � �	����

Man sagt� der Di�erenzenoperator � sei nichtnegativ an der Stelle P � S� falls

��u��P � �
X
Q�S

A�P�Q�u�Q� � �	����

A�P� P � 	 � � A�P�Q� � � f�ur P �� Q � �	��
�

und

X
Q��P

jA�P�Q�j � jA�P� P �j � �	�	��

Man setzt

��u��P � �
X
Q�S

B�P�Q�u�Q� � f�P �u�P �

�	�	��

� �mu��P � � f�P �u�P �

mit

X
Q�S

B�P�Q� � � � �	�	��

In diesem Absatz wird stets angenommen� da� m nichtnegativ ist� d�h�

B�P� P � 	 � � �	�		�

B�P�Q� � � � Q �� P � �	�	��X
Q��P

B�P�Q� � �B�P� P � � �	�	��

Die Menge der Nachbarn von P � Gh bzgl� � wird durch

N �P � � fQ � Gh  A�P�Q� �� � � Q �� Pg �	�	��
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bezeichnet�

Ist R eine Teilmenge von S� wird �R� der Rand von R bzgl� �� erkl�art durch

�R � fQ � S � R  A�P�Q� �� � f�ur mindestens einen Punkt P � Rg
�	�	��

R � R � �R �

Eine Menge R � Gh hei�t zusammenh�angend bzgl� �� falls es f�ur jedes Paar P�Q � R

eine endliche Folge P�� � � � � Pr gibt mit

P� � P

Pr � Q �	�	��

A�Pj� Pj
�� �� � � � � j � r � � �
Sei H � H�S� die Menge aller Gitterfunktionen auf S�

Es gilt

�mv��P � �
X
Q�S

B�P�Q�v�Q�

�
X
Q��P

B�P�Q��v�Q�� v�P �� � v�P �
X
Q�S

B�P�Q� �	�	
�

�
X
Q��P

B�P�Q��v�Q�� v�P ��

Man sagt� da� v � H ein lokales Maximum)Minimum bzgl� � an der Stelle P hat� falls

v�Q� � v�P � f�ur Q � N �P �
bzw� �	����

v�Q� � v�P � f�ur Q � N �P � �
Lemma ��� v � H habe ein lokales Maximum an der Stelle P � Dann gilt

�mv��P � � ��
Beweis	

�mv��P � �
X
Q��P

B�P�Q��v�Q�� v�P ��

� �

wegen �	���� und �	�	
��
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Satz ��� �Das Maximumprinzip� Sei R eine zusammenh�angende Teilmenge von

S�

�� Falls mv � � in R und v ein Maximum auf R in einem Punkt P � R annimmt�

dann ist v konstant auf R�

� Sei f � � und �v � � in R� v nehme sein Maximum auf R in einem inneren

Punkt an� und dieses Maximum sei positiv� Dann ist v konstant auf R�

�� Sei f � � und �v � � in R und �R �� �� Dann gilt

v � maxf��max
�R

vg

�� Sei mv � � in R und das Maximum von v auf R in einem Punkt P	 � �R

erreicht� Dann ist entweder v � konstant oder v�P	�� v�P � � � f�ur P � R�

�� Sei f � � und �v � � in R und sei das Maximum von v auf R in einem Punkt

P	 � �R erreicht� Ist das Maximum positiv� dann ist entweder v � konstant

oder v�P	�� v�P � � � f�ur P � R�

Beweis von �	

Sei P � R mit

v�P � � � � max
R

v �

Da v an der Stelle das Maximum erreicht� folgt aus Lemma 	��� da� �mv��P � � ��

Es wurde angenommen� da� mv�P � � �� Es folgt mv�P � � �� d�h� �mv��P � �P
Q��P B�P�Q��v�Q�� v�P �� � �� Folglich gilt

v�Q� � v�P � � � � Q � N �P � �

Aber R ist ��zusammenh�angend� so da� v�Q� � � f�ur alle Q � R�

Beweis von �	

Sei P � R und v�P � � � � maxR v � �� Es folgt � wie in dem Beweis von � � da�

mv�P � � �� Es wurde vorausgesetzt� da� �v�P � � �� Es ergibt sich

mv�P � � �v�P �� f�P �v�P � � � �

so da� mv�P � � �� Wie bei dem Beweis von � folgt jetzt� da� v�Q� � � f�ur Q � R�
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Beweis von �	

	 ist nur eine andere Formulierung von ��

Beweis von � und �	

Sofort einzusehen�

Satz ��� Sei R eine ��zusammenh�angende Teilmenge von S und �R �� �� Sei �

nichtnegativ auf R� Die Funktionen � und g haben De�nitionsbereiche R bzw� �R�

Dann hat das Problem

�v � g � in R

�	����

v � � � auf �R

eine eindeutige L�osung v � H�R��

Beweis	

Nach Voraussetzung gilt

�v�P � � mv�P � � f�P �v�P �

mit f � ��

Das Problem �	���� ist auch ein Problem in linearer Algebra es gibtM � jRj Gleichungen
f�ur die M Unbekannten v�P �� P � R� Es folgt� da� v existiert� falls v eindeutig ist� d�h�

falls V � � die einzige L�osung des folgenden Problems ist

�V � � � in R

�
V � � � auf �R

Aber mit Hilfe des Satzes 	�� sehen wir� da�

max
R

V � maxf�� �g � � �

max
R
��V � � maxf�� �g � � �

so da� V � � wie ben�otigt�
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Satz ��� Sei R eine ��zusammenh�angende Teilmenge S mit �R �� ��Sei � nichtne�

gativ auf R� Sei � � H�R� mit

�� � � � in R

�	����

� � � � auf R

Sei

M � max
�R

� � �	��	�

Dann gilt f�ur alle v � H�

max
R
jv�P �j � max

�R
jv�P �j�M max

R
j�vj �	����

Beweis	

Sei

w	 � v � �max
R
j�vj � �	����

Man rechnet nach� da�

�w� � � � �w
 in R �

Folglich �siehe Satz 	���

w
 � maxf��max
�R

w
g
�	����

w� � minf��min
�R

w�g � in R

Aus �	���� und �	���� mit Hilfe von �	���� und �	��	� schlie�t man

v � w
 � max
�R

jw
j
� max

�R
jvj�M max

R
j�vj �

Genauso folgt

v � w� � �max
�R

jw�j � ��max
�R

jvj�M max
R

j�vj� �
Damit ist der Satz bewiesen�
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��� Konvergenzbeweise

Sei � ein beschr�anktes Gebiet und

Lu � auxx � �buxy � cuyy � dux � euy � qu� f�ur �x� y� � �

gleichm�a�ig elliptisch mit q � �� Sei a� b� c� d� e� q � C���� Sei h � fh	� h�� � � � g� wo
hk
� 	 hk und hk 	 � f�ur k 	� F�ur h � h sei Sh � � und �h ein Di�erenzenoperator

auf Rh � Sh� Sei im weiteren �h nichtnegativ� Rh �h�zusammenh�angend� �Rh �� � und

�Rh � ���

f�h� Rh�hg hei�t eine gleichm�a�ig konsistente Approximation zu L bez�uglich C�N�����

wenn f�ur alle u � C�N����

lim
h��

h�h

max
Rh

j�hrhu� shLuj � �

f�h� Rh�hg hei�t eine gleichm�a�ig konsistente Approximation der Ordnung k zu L
bez�uglich C�N����� wenn f�ur alle u � C�N����

max
Rh

j�hrhu� shLuj � Khk ( mit K von h unabh�angig �

Beispiel ��� Wenn �h und �h � Rh wie in Absatz ���� konstruiert werden� dann ist

f�h� Rh�hg gleichm�a�ig konsistent der Ordnung � bez�uglich C�������

Lemma ��� Sei f�h� Rh�hg eine gleichm�a�ig konsistente Approximation zu L� Dann
existiert eine Gitterfunktion �� so da� f�ur h � h� h gen�ugend klein�

� � � � �h� � � � in Rh �

Beweis	

Sei � � e�x
�

� wo � � � eine Konstante ist� Dann ist � � �� Auch

L� � e�x
�

�a�� � d�� q� �

Man w�ahle �� so da�

L� � � in � �

Es folgt f�ur h klein

jshL�� �hr�j � � in Rh �
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Satz ��� Sei f�h� Rh�hg eine gleichm�a�ig konsistente Approximation zu L bez�uglich

C�N�����

Sei u � C�N���� mit

Lu � g � in ���

u � � � auf �� �

Sei vh die L�osung der Di�erenzengleichungen� deren Existenz und Eindeutigkeit

durch Satz �� gew�ahrleistet ist

�hvh � g � in Rh

vh � � � auf �Rh �

Dann gilt

lim
h�	

max
Rh

jvh�P �� u�P �j � � �

Sei zus�atzlich f�h� Rh�hg eine gleichm�a�ig konsistente Approximation der Ordnung

k zu L bez�uglich C�N��R�� dann gilt

max
Rh

jvh�P �� u�P �j � O�hk� �

Beweis	

Sei wh � vh � rhu� Aus Lemma 	�� und Satz 	�	 folgt

max
Rh

jwhj � max
�Rh

jwhj�M max
Rh

j�hwhj

mit M � max�� ��

Da wh � � auf �Rh und �hvh � g � Lu in Rh� folgt

max
Rh

jwhj �M max
Rh

j�hrhu� Luj �

Der Satz folgt sofort�

Satz 	�� stammt von Gerschgorin ��
	��� Ein Nachteil dieses Satzes ist� da� vorausgesetzt

wird� da� der Di�erenzenoperator �h den Di�erentialoperator L mit der gleichen Genau�
igkeit �uberall in Rh approximiert� Es wurde zuerst von Wasow bemerkt� da� die Ordnung

des Fehlers unge�andert ist� wenn �h L mit weniger Genauigkeit in der Gegend von ��

approximiert� Diese Ideen werden jetzt f�ur die Laplace�Gleichung erkl�art



�� Finite Di�erenzen

uxx � uyy � � � in �

u � � � auf ��

Sei Gh ein Gitter mit der Maschenweite h und Rh � Gh 
 �� Sei

wh � rhu� vh

der Fehler� wo vh die L�osung der noch anzugebenden Di�erenzengleichungen ist�

Sei

Rh � R
�

h � R
��

h

wo

R
�

h � Menge der $regul�aren% inneren Punkte

R
��

h � Menge der $nicht�regul�aren% inneren Punkte

d�h� Punkte mit mindestens einem Randpunkt als Nachbar� �Siehe Abbildung 	�����

Randgitterpunkte

reguläre innere Punkte

irreguläre innere Punkte

Abbildung ����� Regul�are und nicht�regul�are Punkte

Zuerst betrachten wir R
�

h� Ist P � R
�

h� benutzen wir die �ubliche F�unfpunkt�Formel

vh�P�� � vh�P�� � vh�P�� � vh�P��� �vh�P �
h�

� �

mit einem Fehler ��h��� Folglich � siehe den Beweis von Satz 	�� � gilt

kwhkR�
h
� kwhk�R�

h
�K

�

h� �
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P
1

P

P

P

P

h

h

h

h 1

4

3

2

3

4

2

Abbildung ����� Die Nachbarn eines nicht�regul�aren Punktes P � R
��

h

Aber �R
�

h � R
��

h � �� und wh�P � � � f�ur p � �R � ��� so da�

kwhkR�
h
� kwhkR��

h
�K

�

h� � ���

Jetzt betrachten wir R
��

h� Ist P � R
��

h� benutzen wir die Formel �siehe Abbildung 	��	��

A�vh�P�� � A�vh�P�� � A�vh�P�� � A�vh�P��� A	vh�P	� � �

A� �
�

h��h� � h��
� A� �

�

h��h� � h��

A� �
�

h��h� � h��
� A� �

�

h��h� � h��

A	 �
�X
i��

Ai

mit einem Fehler ��h��

jwhj erreiche das Maximum in R
��

h an der Stelle P	� Dann gilt

h�A	jwh�P	�j �
�X
i��

h�Aijwh�Pi�j�K
��

h� �

Es ist leicht einzusehen� da�

�� h�Ai � �

�� h�Ai � �� wenn hi � h�

	� Ist hi 	 h� dann ist Pi � �Rh und wh�Pi� � ��



�� Finite Di�erenzen

Sei

I
�

� fij� � i � � � Pi � R
�

hg
I
��

� fij� � i � � � Pi � R
��

hg
I
���

� fij� � i � � � Pi � �Rhg

P	 � R
��

h� so da� P	 mindestens einen Randpunkt als Nachbarn hat und I
���
nicht leer ist�

Dann ergibt sich

h�A	jwh�P	�j � kwhkR�
h
h�
X
I�
Ai � kwhkR��

h

X
I��

Aih
� �K

��

h�

so da� �h�A	 �
X
I��

h�Ai

�A kwhkR��
h
�X

I�
h�AikwhkR�

h
�K

��

h� �

Da

h�A	 �
X
I
��

h�Ai �
X
i�I

���

h�Ai �
X
i�I

�

h�Ai � � �
X
I
�

h�Ai �

folgt

kwkR��
h
� kwkR�

h
� a

a� �
�
K

��
h�

a� �

mit

a �
X
I�
h�Ai �

Aber � � a � �� so da�

kwkR��
h
� �

�
kwkR�

h
�K

��

h� ����

Wir kombinieren die Ungleichungen ��� und ����

kwkR�
h
� K

�

h� �
�

�
kwkR�

h
�K

��

h� �

so da�

kwkR�
h
� ��K

�

h� �K
��

h��

kwkR��
h
� ��K

�

h� �K
��

h�� �K
��

h� �



�� Konvergenzbeweise ��

D�h� kwhk � ��h���

Diese Ideen k�onnen nat�urlich f�ur allgemeinere Operatoren �h angewandt werden� Eine

solche Verallgemeinerung be�ndet sich in Forsythe und Wasow ��
����

Literatur	

Bj�orck� A� und Dahlquist� G� Numerische Methoden� Oldenbourg� M�unchen� �
�
�

Collatz� L� Numerische Behandlung von Di�erentialgleichungen� �� Au�age� Springer�

�
���

Courant� R�� Friedrichs� K�� Lewy� H� �Uber die partiellen Di�erenzengleichungen der

mathematischen Physik� Math�Ann� ���� 	���� ��
����

Forsythe� G�E�� Wasow� W�R� Finite Di�erence Methods for Partial Di�erential

Equations� John Wiley� �
���

Gerschgorin� S� Fehlerabsch�atzung f�ur das Di�erenzenverfahren zur L�osung partieller

Di�erentialgleichungen� Z� Angew� Math� Mech� ��� 	�	�	�� ��
	���

Gro�mann� Ch�� Roos� H��G� Numerik partieller Di�erentialgleichungen� Teubner�

�

��

Hackbusch� W� Theorie und Numerik elliptischer Di�erentialgleichungen� Teubner�

�
���

N�orlund� N�E� Vorlesungen �uber Di�erenzenrechnungen� Chelsea� New York� �
���

�Neudruck eines Buches aus den zwanziger Jahren��

Richardson� L�F� The approximate arithmetical solution by �nite di�erences of physical

problems involving di�erential equations with an application to the stresses in a masonry

dam� Phil� Trans� Roy� Soc� London A ��� �	���	���� �
���

Runge� C� �Uber eine Methode� die partielle Di�erentialgleichung �u � Constans

numerisch zu integrieren� Z� Math� u� Phys� �� ������	��� �
���

Strikwerda� J�C� Finite Di�erence Schemes and Partial Di�erential Equations� Wads�

worth and Brooks)Cole� �
�
�





Kapitel �

Iterationsverfahren zur L�osung gro�er

linearer Gleichungssysteme	 klassische

Verfahren


�� Einleitung

Im vorherigen Kapitel sind Randwertaufgaben f�ur elliptische partielle Di�erentialglei�

chungen durch �nite Di�erenzen approximiert worden� Das Problem

Au � f auf �

�����

u � g auf ��

wurde dadurch durch das Problem

Ahu
h � fh �����

approximiert� wobei

Ah  Vh 	 Fh ���	�

und Vh und Fh endlichdimensionale Banachr�aume sind�

Alle anderen numerischen Methoden zur Approximation der Gleichung ����� f�uhren

ebenfalls zu einer Gleichung der Gestalt ������

Die Gleichung ����� hat mehrere Eigenschaften

�� Die Dimension N des Raumes Vh kann sehr gro�sein� z�B� N � ����



�� Iterationsverfahren f�ur gro�e lineare Systeme	 klassische Verfahren

�� Wird die Gleichung ����� als eine Matrixgleichung betrachtet� dann ist die Matrix

Ah oft d�unnbesetzt� symmetrisch� positiv� de�nit und diagonal dominant� �Dies gilt

insbesondere f�ur das Modellproblem �u � f ��

Es gilt� diese Eigenschaften von Ah auszunutzen� Zur L�osung der Gleichung ����� k�onnen

entweder iterative oder direkte Methoden angewandt werden� In diesem Abschnitt

werden iterative Methoden diskutiert�

Die folgenden Themen werden behandelt

Das Jacobi Verfahren

Das Gau��Seidel Verfahren

Mehrgittermethoden

Das konjugierte Gradientenverfahren


�� Hilfsmittel

Die folgenden Begri�e und S�atze werden sp�ater ben�otigt �siehe Numerik I�

De�nition ��� Sind i � � � i � � � die Eigenwerte von A �M�n� n� � so nennt man

��A� � max
��i��

jij
den Spektralradius von A �

De�nition ��� Eine Matrix J �M�r� r� hei�t Jordanmatrix zum Eigenwert  � wenn

J �

�BBBBB
 � O

 �
� � � �

O 

�CCCCCA
Satz ��� �Jordansche Normalform� Sei A � M�n� n�� Es gibt eine regul�are Matrix

S �M�n� n� � so da� gilt

SAS�� � J �

�BBBBB
J�

J�
� � �

J�

�CCCCCA
wobei f�ur � � r � � Jr �Mat�nr� nr� eine Jordanmatrix ist�

Jr �

�BBBBB
r � O

r �
� � � �

O r

�CCCCCA



��� Hilfsmittel ��

Beweis Siehe Fischer� Lineare Algebra� Anhang B�

Die charakteristischen Polynome pr�� � det�Jr � I� � �r � �nr hei�en die

Elementarteiler von A �

Satz ��� F�ur alle Eigenwerte  von A gilt

jj � lub�A� � sup
x��	

kAxk
kxk

f�ur jede Vektornorm k � k�

Beweis

Sei �� v� ein Eigenpaar von A � d�h� Av � v mit v �� � � Dann folgt

jj kvk � kAvk � kAk � kvk �

Satz ��� a	 Zu jeder Matrix A und jedem � � � existiert eine Vektornorm k � k

mit

lub�A�
 � kAk
 � ��A� � � �

b	 Hat jeder Eigenwert  von A mit der Eigenschaft jj � ��A� nur lineare

Elementarteiler� so existiert sogar eine Vektornorm k � k
 mit

kAk
 � lub�A�
 � ��A� �

Beweis von a�

Sei SAS�� � J � wo J in Jordannormalform ist� J � diag�J�� � � � � J�� �

J �

�BB
J�

� � �

J�

�CCA

Jr �

�BBBBB
r � O

r �
� � � �

O r

�CCCCCA
Sei C��� � C � diag�C�� � � � � C�� mit

Cr � Cr��� � diag��� �� � � � � �
nr��� � Mat�nr� nr� �



�� Iterationsverfahren f�ur gro�e lineare Systeme	 klassische Verfahren

Es folgt

C��JC � diag�C��
� J�C�� � � � � C

��
� J�C�� �

mit

C��
r JrCr �

�BBBBB
r � O

r �
� � � �

O r

�CCCCCA
Es folgt sofort� da�

kC��JCk� � ��A� � � �

so da� gilt

kTAT��k� � ��A� � �

mit

T � C��S �

D�h� �siehe Hilfssatz�

kAk
 � kTAT��k� � ��A� � � �

Beweis von b�

F�ur

� 	 ��A�� max
j	rj
��A�

jrj
setze

Dr �

�
Cr��� � jrj 	 ��A�

I � jrj � ��A�

D � diag�D�� � � � � D�� �

Dann gilt

kD��JDk� � ��A� �

Hilfssatz

Sei k � k eine Vektornorm und T � Mat�n� n� eine regul�are Matrix� Dann ist k � k
 �

kxk
 � kTxk

eine Vektornorm und

lub�A�
 � kTAT��k � f�ur alle A � Mat�n� n� �

Beweis

k � k
 ist eine Vektornorm� da die drei notwendigen Voraussetzungen o�ensichtlich erf�ullt
sind�



��� Hilfsmittel ��

Es gilt f�ur A � Mat�n� n� �

lub�A�
 � sup
x��	

kAxk

kxk


� sup
y ��	

kAT��yk

kT��yk


� sup
y ��	

kTAT��yk
kyk

� kTAT��k
Satz ��� Sei A �Mat�n� n� � Der Limes

R�A� � lim
k��

kAkk��k

existiert und ist gleich ��A� �

Beweis

Sei

Rk � kAkk��k

und �� x� ein Eigenpaar von A � Dann gilt

Rk �

kAkxk
kxk

���k
� jj �

so da�

Rk � ��A� � ���
Sei nun � � � beliebig� Es folgt aus Satz ��	� da� es eine Norm k k� gibt mit

kAk� � ��A� � � �

Alle Normen auf dem Rn sind �aquivalent� es gibt deshalb eine Konstante m � m��� mit

�

m
kxk � kxk� � mkxk �

Es folgt

Rk �



sup
x��	

kAkxk
kxk

���k

�


sup
x��	

m�kAkxk�
kxk�

���k
� m��k � �kAkk����k
� m��k � kAk�
� m��k � ���A� � �� ����
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F�ur alle m � � gilt

lim
k��

m��k � � �

Der Satz folgt deshalb sofort aus den Ungleichungen �*� und �**��

Bemerkung ��� Es folgt aus diesem Satz� da� der Spektralradius ��A� nicht nur die

Konvergenz des Verfahrens xk
� � Ax � b� sondern auch dessen asymptotische Konver�

genzgeschwindigkeit bestimmt�

Bemerkung ��� a� ��A� � kAk
b� ��A� 	 � und ��B� 	 � impliziert i�a� nicht ��AB� 	 � �

Beispiel ��� a�

A �

�
��� ���

� ���

�
� Ak �

�
��
�
�k ���k��

�
�k��

� ��
�
�k

�

b�

A �

�
��� ���

� ���

�
� B �

�
��� �

��� ���

�

AB �

�
��� � ��� ��

�� ���

�

��A� � ��B� � ��� �

��AB� � � �

Genauere Information �uber die Potenzen Am einer Matrix A erh�alt man aus der Jordan�

schen Normalform�

Satz ��� A sei eine n� n�Matrix mit ��A� � � � Dann gilt�

kAmk � �

�
m

p� �
�
���A��m��p��� � m �	 �

wo p die gr�o�te Ordnung aller Jordanscher Blockmatrizen J von A mit ��J� � ��A�

und � eine positive Konstante ist�

Beweis Siehe Varga� Matrix Iterative Analysis� S� ���



��� Das Jacobi�� Gau��Seidel�� SOR� und SSOR�Verfahren � eine Einleitung ��

Beispiel ���

A �

�
 �

� 

�

Am �

�
m mm��

� m

�
�


�� Das Jacobi� Gau��Seidel� SOR� und SSOR�

Verfahren � eine Einleitung

In diesem Abschnitt werden vier wichtige Iterationsverfahren zur L�osung des Gleichungs�

systems

Ax � b �����

vorgestellt� Im n�achsten Abschnitt wird die Konvergenz dieser Verfahren untersucht�

����� Anwendung auf ein Modellproblem

Als Beispiel nehmen wir

A �

�BBBB
� � �� ��
� � �� ��

�� �� � �

�� �� � �

�CCCCA � b �

�BBBB
�

�

�

�

�CCCCA � x �

�BBBB
�

�

�

�

�CCCCA �����

Die Randwertaufgabe

�u � � in �

u � � auf ��

� � ��� ��� ��� ��
werde unter Anwendung des F�unfpunktsterns mit Schrittweite h � �

�
approximiert� Die

Numerierung der Knoten sei dabei wie in Abbildung ���a� �

Es ergibt sich nach Elimination der vorgeschriebenen Randwerte

Ahuh � fh

Ah �

�BBBB
� �� �� �

�� � � ��
�� � � ��
� �� �� �

�CCCCA
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(1,1)
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(0,0)

(1,1)
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a) Natürliche Numerierung b) Schachbrettnumerieung

Abbildung ���� M�ogliche Numerierungen

fh �

�BBBB
g�h� �� � g��� h�

g��h� �� � g��� h�

g�h� �� � g��� �h�

g��h� �� � g��� �h�

�CCCCA �
�BBBB
�

�

�

�

�CCCCA

uh �

�BBBB
u�
u�
u�
u�

�CCCCA �
�BBBB
�

�

�

�

�CCCCA
Ah� uh und fh werden nat�urlich durch die Numerierung der Gitterpunkte beein�u�t� Eine
�Anderung der Numerierung f�uhrt dazu� da� Ah� uh und fh durch �Ah� �uh und �fh ersetzt

werden� wobei

�Ah � P TAhP � �uh � P Tuh � �fh � P Tfh

und P eine Permutationsmatrix ist�

F�ur die Numerierung in Abbildung ���b� gilt

�Ah �

�BBBB
� � �� ��
� � �� ��

�� �� � �

�� �� � �

�CCCCA � �fh � fh � �uh � u �����

mit

P �

�BBBB
� � � �

� � � �

� � � �

� � � �

�CCCCA



��� Das Jacobi�� Gau��Seidel�� SOR� und SSOR�Verfahren � eine Einleitung ��

Bei allen drei Verfahren wird A als Di�erenz von zwei Matrizen M und N dargestellt�

A � M �N � �����

wobei gilt

�� M sei regul�ar

�� M sei $leicht invertierbar%� d�h� die Gleichung My � c sei f�ur beliebiges c leicht zu

l�osen�

Das Gleichungssystem ����� kann dann in der Gestalt

Mx � b�Nx

oder

x �M��b�M��Nx

geschrieben werden� Es liegt deshalb nahe� das Iterationsverfahren

x�k
�� � Bx�k� � d � k � � �����

zu benutzen mit

B � M��N �

d � M��b �

Es ist manchmal sinnvoll� die folgende Zerlegung von A zu benutzen

A � D � L�R mit

D � diag�A�

L � linke Dreiecksmatrix

R � rechte Dreiecksmatrix

����� Das Jacobi�Verfahren oder Gesamtschrittverfahren

Zur L�osung von

Ax � b

wird die Zerlegung

A � M �N �

M � D � diag�A� �

N � D � A � L� R

benutzt� Es folgt

x�k
�� � Bx�k� � d
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mit

d � D��b

B � D���D � A�

� D���L� U�

� I �D��A �

Es folgt weiter

Dx�k
�� � �A�D�x�k� � b �

Dies ist die Gleichung� der die Bezeichnung $Gesamtschrittverfahren% zugrunde liegt�

Die Matrix B � I �D��A wird oft als Jacobi�Matrix bezeichnet�

Beispiel ��� Wir betrachten das Modellproblem Ax � b mit A � �Ah� b � �fh� x � �uh
aus ������ Dann gilt f�ur das Jacobi�Verfahren

B �

�BBBB
� � ��� ���

� � ��� ���

��� ��� � �

��� ��� � �

�CCCCA �

Mit

x�	� � ��� �� �� ��T gilt

x��� � ��� �� �� �� �� �� �� ��T �

x��� � ��� ��� �� ��� �� ��� �� ���T

x��	� � ��� 


��	� �� 


��	� �� 


��	� �� 


��	�T

���

x��	� � ��� 



� �� 



� �� 



� �� 



�T

Bemerkung ��� Bei Verwendung der Numerierung wie in Abbildung ���a� erh�alt man

folgende Jacobimatrix

B �

�BBBB
� ��� ��� �

��� � � ���

��� � � ���

� ��� ��� �

�CCCCA

����� Das Gau	�Seidel�
Einzelschritt�� Verfahren

M � D � L �

N � R �

B � G � �D � L���R �

�D � L�xk
� � Rx�k� � b



��� Das Jacobi�� Gau��Seidel�� SOR� und SSOR�Verfahren � eine Einleitung �


Beispiel ��� Mit

x�	� � ��� �� �� ��T gilt

x��� � ��� �� �� �� �� ��� �� ���T

x��� � ��� ���� �� ���� �� 
	��� �� 
	���T

x��	� � ��� 



�� �� 



�� �� 




� �� 




�T

����� Das S�O�R��Verfahren

� � ��� �� �

M �
�

�
D � L �

N �
�� �

�
D �R �

B��� � L � �D � �L������� ��D � �R� �

�D � �L�x�k
�� � ���� ��D� �R�x�k� � c

Beispiel ��� Mit

x�	� � ��� �� �� ��T

� � �� � gilt

x��� � ��� ��� �� ��� �� 	���� �� 	����T �

x��	� � ��� 

���� �� 

���� �� ������ �� ������T �

Mit

x�	� � ��� �� �� ��T

� � �� ���� gilt

x��� � ��� �	��
�� �� �	��
�� �� ��	���� �� ��	����T

x��� � ��� ����� �� ����� �� ����� �� �����T

����� Das SSOR�Verfahren

Dieses Verfahren besteht aus der Zusammenfassung eines Vorw�arts� und eines R�uckw�arts�

SOR�Verfahrens�
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� � ��� ��

Mv �
�

�
D � L

Nv �
�� �

�
D � R

Mr �
�

�
D �R

Nr �
�� �

�
D � L

S��� � M��
r NrM

��
v Nv

d � M��
r b� BrM

��
v b

Der gro�e Vorteile des SSOR�Verfahrens ist� da� S��� �ahnlich zu einer symmetrischen

Matrix ist� wenn A symmetrisch ist� so da� dann die Eigenwerte von S��� reell sind�

Mit

x�	� � ��� �� �� ��T

� � �� � gilt

x��� � ��� ����
� �� ����
� �� ������ �� ������

x��	� � ��� 



�� �� 



�� �� 


��� �� 


���


�
 Allgemeine Konvergenzbetrachtungen

De�nition ��� Das Iterationsverfahren

xk
� � Bxk � d �

B � M��N � d �M��b

zur L�osung des Gleichungssystems

Ax � �M �N�x � b

hei�t konvergent� falls f�ur alle Startvektoren x�	� und Vektoren b die Folge fx�k�g
gegen die exakte L�osung x � A��b konvergiert�

Wir k�onnen jetzt notwendige und hinreichende Bedingungen f�ur Konvergenz herlei�

ten� Der folgende Satz ist sowohl eine Erweiterung �da eine hinreichende Bedingung
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gegeben wird	 als auch eine Spezialisierung �da nur lineare Abbildungen betrachtet

werden	 des Banachschen Fixpunktsatzes�

Satz �� Das Iterationsverfahren

x�k
�� � Bx�k� � d ���

ist genau dann konvergent� wenn

��B� 	 � �

Beweis

a� Sei �*� konvergent� F�ur jedes d konvergiert die Folge x�	� � � � x�k
�� � Bx�k� � d �

Sei

x � lim
k��

x�k� �

Es gilt x � Bx� d � so da� die Gleichung

y � By � d

f�ur jedes d eine L�osung hat� D�h� die Abbildung F � I �B �

F  Rn �	 Rn

ist surjektiv und deshalb bijektiv �Fischer� S� ����

F�ur den Fehler f �k� � x� x�k� gilt

f �k
�� � Bf �k� �

W�ahle x�	� so� da� f �	� � v � wobei f� vg ein Eigenpaar f�ur B ist

x�	� � � �

d � �I �B�v

Es folgt

f �k� � kv � k � N �

und daher jj 	 � �
b� Sei umgekehrt ��B� 	 � �

Es folgt aus Satz ��	 �x����� da� eine Norm existiert mit kBk 	 � � Es folgt� da� die
Abbildung g�u� � Bu � d kontrahierend ist� Man benutzt jetzt den Banachschen

Fixpunktsatz�
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Eine einfache aber oft n�utzliche notwendige Bedingung f�ur die Konvergenz des Gesamt�

schrittverfahrens wird jetzt hergeleitet�

De�nition ��� Die Matrix A �Mat�n� n� erf�ullt das starke Zeilensummenkriterium

falls

jaiij �
nX
j��

j ��i

jaijj � � � i � n �

Satz ��
 Die Matrix A erf�ulle das starke Zeilensummenkriterium� Dann konvergiert

das Gesamtschrittverfahren�

Beweis

Es gilt f�ur die Jacobi�Matrix B � �bij� �

nX
j��

jbijj �
nX
j��

j ��i

jaijj�jaiij 	 � � � � i � n �

���
bii � � � � � i � n

Es gibt jetzt zwei einfache Methoden� um zu zeigen� da� ��B� 	 ��

Methode �

Wegen �*� gilt

��B� 	 kBk� 	 � �

Methode �

Sei f� vg ein Eigenpaar von B � W�ahle k � so da�

jvkj � kvk� � max
j

jvjj

und betrachte die k�te Gleichung des Gleichungssystems v � Bv 

jvkj �
nX
j��

jbijj jvjj

� kvk�
nX
j��

jbijj

	 kvk�
Es folgt� da� jj 	 � �

Satz ��� Sei A �Mat�n� n�� A regul�ar und L die zugeh�orige SOR�Iterationsmatrix�

Dann gilt�

��L� � j� � �j �
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Beweis

L � �D � �L������� ��D � �R� �

Es folgt

�D � �L�L � ��� ��D � �R �

Weiter gilt

det�D� � det�L� � det�D � �L� � det�L�

� det��D � �L�L� �

� det���� ��D � �R� �

� ��� ��n � det�D� � so da�

det�L� � ��� ��n �

Das Produkt der evtl� vielf�altigen Eigenwerte von L ist gleich dem konstanten Term von

det�I � L� 
nY
i��

i � det��L� � �� � ��n �

Bemerkung ��� Es folgt aus Satz ���� da� das SOR�Verfahren nur f�ur � � ��� �� kon�
vergent ist�

Satz ��� �Ostrowski�Reich	

Sei A � D�E�E� eine n�n hermitesche Matrix� D eine positiv de�nite hermitesche

Matrix� D � �E nichtsingul�ar f�ur � � � � � � Sei

L � �D � �E������� ��D � �E�� �

a	 Wenn A positiv de�nit ist und � � ��� ��� dann ist ��L� 	 ��

b	 Falls E eine linke untere Dreiecksmatrix und D eine Diagonalmatrix ist� gilt

auch die Umkehrung�

Beweis

Zuerst wird eine Hilfsgleichung hergeleitet� Die Fehler em � x�xm erf�ullen die Gleichun�

gen

em
� � Le
m ���
�

�D � �E�em
� � ��E� � ��� ��D�em ������

Sei

�m � em � em
� � m � � � ������
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Aus ������ folgt

�D � �E��m � ��D � �E�� ��E� � ��� ��D��em � �Aem ������

und

�Aem
� � ��D� E � E��em
�

� ��� � ��D � �E��em
� � �D � �E�em
�

� ���� ��D� �E���em � em
��

� ��� ��D�m � �E��m � ����	�

Werden Gleichungen ������ und ����	� mit �m� bzw� �m
�� multipliziert� wobei � jeweils
die konjugierte Transposition bedeutet� dann folgt� da�

S� � em��D � �E��m � �em�Aem und ������

S� � em
������ ��D � �E���m � �em
��Aem
� ������

Sei

S � S� � S� � ������

Es gilt

S � em��D � �E��m � em
������ ��D � �E���m

� em��D � �E��m � �em � �m������ ��D � �E���m

� �m����� ��D � �E���m � em���D� �E � �E���m ������

� �m����� ��D � �E���m � em��A�m

� �m����� ��D � �E���m � �m��Aem �

Mit Hilfe der Gleichung ������ folgt

S � �m�f���� ��D � �E�� � �D � �E�g�m
� ��� ���m�D�m � ������

Aus ������� ������� ������ und ������ folgt

��� ���m�D�m � �fem�Aem � em
��Aem
�g � ����
�

Diese Gleichung ist der Schl�ussel zum Konvergenzbeweis� da daraus folgt� da� unter

bestimmten Voraussetzungen die Zielfunktion em�Aem monoton fallend ist�

W�ahle ein Eigenpaar �� v� von L und setze e
	 � v � Dann folgt aus ����
�

e� � Le
	 � e	 ������

�	 � ��� �e	 ������

��� ��j�� j�e	�De	 � ���� jj��e	�Ae	 � ������

Wir k�onnen jetzt den Beweis durchf�uhren�
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a� Sei A positiv de�nit und � � ��� �� � Die Matrix D ist positiv de�nit� Wegen

e	 � v �� � gilt e	�De	 � � � Es folgt aus ������� da� entweder  � � oder ��jj� � � �

W�are  � � � dann folgte aus ������� da� �	 � � und folglich aus ������� da�

e	�Ae	 � � � was der Annahme e	 � v �� � widerspricht�

Es gilt deshalb

jj 	 � �
Da  einen beliebigen Eigenwert darstellt� ist ��B� 	 � �

b� Sei nun ��L� 	 �� E eine untere Dreiecksmatrix und D eine Diagonalmatrix�

Dann konvergiert die Folge fxkg f�ur jedes x	� so da� em 	 � f�ur m	 �

Es ist bekannt aus Satz ���� da�

j� � �j � ��L� 	 � �

d�h� � � ��� ���
Es gilt� da � �� ��

A �
�

�
�D � �E��I � L� �

so da� A regul�ar ist�

W�are A nicht positiv de�nit� h�atte A mindestens einen negativen Eigenwert  mit

Eigenvektor v� Setze e	 � v� Es gelte

e	�Ae	 	 � �

Es w�urde dann aus ����
� folgen� da�

em
��Aem
� � em�Aem � � � � � e	�Ae	 	 � �

was der Konvergenz der Folge femg gegen Null widerspricht�

Zusammenfassend mu�gelten

� � ��� �� �

A positiv de�nit �
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�� Die Gerschgorin S�atze

Gerschgorin� hat einige S�atze bewiesen� die manchmal bei der Absch�atzung von Eigen�

werten sehr n�utzlich sind�

Satz ���� �Gerschgorin� Die Vereinigung aller Kreisscheiben

Ki � f� � C j j�� aiij �
nX

k��

k ��i

jaijjg

enth�alt alle Eigenwerte der n� n�Matrix A � �aik��

Ist die Vereinigung M� �
Sk
i�� Ki disjunkt von der Vereinigung M� der �ubrigen

Kreise� so enth�alt M� genau k Eigenwerte von A und M� genau n� k Eigenwerte�

Beweis Stoer und Bulirsch II� S� �� und ���

F�ur das Modellproblem � haben die vier Gerschgorin Kreise alle den Mittelpunkt ��� ��

und den Radius �
�
� so da� ��J� � �

�
�

Dieses Beispiel ist aber eine Ausnahme� weil keine echten inneren Gitterpunkte existieren�

Sobald alle f�unf Gitterpunkte eines Sterns innere Gitterpunkte sind� liefert Satz ����

nur die Absch�atzung ��J� � �� was die Konvergenz des Gesamtschrittverfahrens nicht

garantiert� Es ist deshalb notwendig� einige weitere Begri�e einzuf�uhren�

Eine n�n�Matrix A hei�t unzerlegbar �irreduzibel�� falls es keine Permutationsmatrix P

gibt� so da� P TAP die Gestalt

P TAP �



�A��

�A��

� �A��

�

besitzt� wo �A�� eine p� p�Matrix� �A�� eine q� q�Matrix mit p� q � n � p � � � q � � ist�

Die Unzerlegbarkeit einer Matrix A kann man h�au�g leicht mit Hilfe des der Matrix

A zugeordneten �gerichteten� Graphen G�A� pr�ufen� Wenn A eine n � n�Matrix ist� so

besteht G�A� aus n Knoten P�� � � � � Pn� und es gibt eine gerichtete Kante Pi 	 Pj in G�A�

genau dann� wenn aij �� ��
Z�B� ist der Graph von

A �

����
� � �

�� � �

	 � �

���	
�Gerschgorin� S�� �Uber die Abgrenzung der Eigenwerte einer Matrix� Izv� Akad� Nauk SSSR Ser�Mat� 	�

	
��	�
 �����
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2

1

3

Abbildung ���� Der Graph G�A�

in Abbildung ��� dargestellt�

A ist genau dann unzerlegbar� wenn der Graph G�A� in dem Sinne zusammenh�angend

ist� da� es f�ur jedes Knotenpaar �Pi� Pj� in G�A� einen gerichteten Weg von Pi nach Pj
gibt�

Die Matrix A ist also genau dann unzerlegbar� wenn es f�ur jedes i� j mit � � i � j � n

eine Folge i	i� � � � im gibt mit

i	 � i

im � j

aikik�� �� �

f�ur � � k 	 m�

Behauptung ��� Die Matrix Ah entstehe durch die Benutzung des F�unfpunktesystems

auf dem Gitter Gh� Dann ist die Matrix Ah genau dann unzerlegbar� wenn Gh zusam�

menh�angend ist�

Satz ���� A �Mat�n� n� C � sei unzerlegbar� Sei  Eigenwert von A�  � �K� wobei

K die Vereinigung aller Gerschgorin Kreisscheiben ist� Dann gilt�

 � �Ki � � � i � n �

Beweis

Sei �� x� ein Eigenpaar von A mit  � �K� O�E� gibt es r mit

jxrj � � � jxij � � � i � n �
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Aus

Ax � x

folgt

nX
i��

arixi � xr

und

jarr � j � X
j��

j ��r

jarjj � jxjj

� X
j��
j ��r

jarjj

� Radius von Kr �

also  � Kr� Die Voraussetzung� da�  � �K� f�uhrt dazu� da�  � �Kr und

jarjj �� �� jxjj � � � � � j � n �

Da A unzerlegbar ist� gibt es ein p �� r mit arp �� �� so da� jxpj � �� Durch Wiederholung
ergibt sich

jxij � � f�ur � � i � n �

und  � �Ki� f�ur � � i � n�

Durch Anwendung von Satz ���� erh�alt man

Satz ���� �Schwaches Zeilensummenkriterium� Falls A unzerlegbar ist und

jaiij �
X
k ��i

jaikj f�ur alle i � �� �� � � � � n �

aber jai���j �
P

k ��i� jai�kj f�ur mindestens ein i	 gilt� dann konvergiert das Gesamt�

schrittverfahren�

Bemerkung ��� Die Jacobi Matrix J ist symmetrisch� Falls J zerlegbar ist� k�onnen die

einzelnen Untermatrizen J�� � � � � Jk getrennt betrachtet werden�

Satz ���� Das Gesamtschrittverfahren konvergiert f�ur die F�unfpunkt� Di�erenzen�

approximation zur L�osung des Dirichlet Problems f�ur die Laplace Gleichung�

Beweis Siehe Bemerkung oben�
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�� Das Gesamtschrittverfahren � das Modellproblem

Es wurde im letzten Abschnitt bewiesen� da� das Gesamtschrittverfahren f�ur das Dirichlet

Problem konvergiert� Es stellt sich aber heraus� da� die Konvergenzgeschwindigkeit viel

zu w�unschen �ubrig l�a�t� wie das folgende Modellproblem zeigt�

Beispiel �� Zu betrachten ist das Problem

��u � f�x� y� � in �

u � � � auf �� �

wobei

� � ��� ��� ��� ��
f � C��� �

Mit der Maschenweite

h �
�

N � �

entsteht das Di�erenzengleichungssystem

Ahvh � fh �

wobei Ah eine Blocktridiagonalmatrix ist

Ah �
�

h�

�BBBBBBBBB

H C

C H
� � � O

� � � � � � � � �

O
� � � H C

C H

�CCCCCCCCCA
H�C �Mat�N�N�R�

H �

�BBBBBBBBB

� ��
�� �

� � � O
� � � � � � � � �

O
� � � � ��

�� �

�CCCCCCCCCA
�

C � �IN � �I�
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Die entsprechende Jacobi Matrix B ist

B �
�

�

�BBBBBBBBB

F I

I F
� � � O

� � �
� � �

� � �

O
� � � F I

I F

�CCCCCCCCCA
�

F �

�BBBBBBBBB

� �

� �
� � � O

� � � � � � � � �

O
� � � � �

� �

�CCCCCCCCCA
(

mit B �Mat�M�M�R�� F �Mat�N�N�R�� M � N��

Das Eigenwertproblem

Bv � v

ist �aquivalent zum Gleichungssystem

�

�
�vi�j
� � vi�j�� � vi
��j � vi���j� � vi�j � � � i� j � N �

wobei

vi�j � � f�ur i � � � i � N � � � j � � � j � N � � �

Der Ansatz

vk�i�j � sin�k�hi� sin���hj�

f�uhrt zu dem Eigenwert

k�� �
�

�
�cos k�h� cos ��h�

� ��
�
sin

k�h

�

��
�
�
sin

��h

�

��
�

Die N� Vektoren vk�� sind linear unabh�angig und bilden eine Basis des RN
�

� Weiter gilt

��B� � �� � sin� �h

�
� cos �h �
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Wird das Gesamtschrittverfahren zur L�osung des Gleichungssystems

Ahvh � fh

benutzt� dann folgt mit Hilfe von Satz ���	 aus dem vorigen Abschnitt� da�

sup
v�
h
��vh

lim sup
k��

��kv�k�h � vhk
kv�	�h � vhk

�	��k � ��B� �

d�h� im Durchschnitt und f�ur allgemeine Anfangsdaten v
�	�
h wird der Fehler

kv�k�h � v
�	�
h k mit dem Faktor ��B� pro Iteration multipliziert� Damit sich der Fehler um

einen Faktor ��e verringert� werden im Durchschnitt m Iterationen ben�otigt� wobei

���B��m � ��e

m � ��� ln���B��
�
�

�

��h�
�

F�ur gro�es N �kleines h� sind deshalb sehr viele Iterationen n�otig� Der durchschnittliche

Rechenaufwand� um den Fehler um einen Faktor ��e zu reduzieren� ist

O
�
�

��h�

�
�Multiplikationen �O

�
�

��h�
� 	
�
Additionen � O

�
�

��
N�
�
Operationen �

Die vorherigen �Uberlegungen k�onnen von einem anderen Gesichtspunkt aus betrachtet

werden� F�ur die Gleichung

Ahvh � fh

ist das Gesamtschrittverfahren

Dvk
� � �Ah �D�vk � fh

oder

vk
� � Bvk �D��fh

mit

D �
�

h�
diag���� � B � I � h�

�
Ah �

Die Fehler

ek � vh � vk
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erf�ullen die Gleichung

ek
� � Bek �

Seien nun �i� wi� � � � i � M � M Eigenpaare von B mit j�j � j�j � � � � � jM j� Der
Fehler e	 l�a�t sich folgenderma�en darstellen

e	 �
MX
i��

aiwi �

so da�

ek �
MX
i��

ai
k
iwi �

Es folgt � wie bei der Vektoriteration � da� der Fehler f�ur gro�es k sich etwa wie a�
k
�w�

verh�alt�

ek � a�
k
�w� �

Die asymptotische Konvergenzgeschwindigkeit wird deshalb durch

j�j � ��B�

bestimmt� F�ur kleines k dagegen ist im allgemeinen die Konvergenzgeschwindigkeit

etwas besser� da die Fehlerkomponente a�w�� � � � � aMwM sich schneller abbauen l�a�t�

Gerade diese Eigenschaft wird bei Mehrgitterverfahren genutzt�

Weiter gilt

� � cos �h � �� � sin� �h
�

�

w� � v���i�j � sin��hi� sin��hj� �

so da� w� eine nichtnegative Gitterfunktion ist�

Zusammenfassend gelten die folgenden Aussagen f�ur das Modellproblem� aber auch f�ur

allgemeinere nichtnegative Di�erenzenapproximationen

�� Das Jacobi�Verfahren konvergiert�

�� ��B� � �� h���� mit �� � ��



��
 Verallgemeinerungen 
�

	� Der Fehler nach k Schritten

ek � vh � v
�k�
h

l�a�t sich gut durch

ek � constant ��B�k � w�

approximieren� wobei w� � � eine $glatte% Gitterfunktion ist�

�� Die Anzahl der Iterationen� die ben�otigt werden� um den Fehler durchschnittlich

um einen Faktor ��e zu verringern� ist

m � ��� ln���B�� � �

h���
�


�� Verallgemeinerungen

Die Aussagen im letzten Abschnitt f�ur das Modellproblem sind richtungsweisend f�ur

allgemeine Probleme�

Die Tatsache� da� ��B� � � f�ur die Jacobi Matrix B gilt� l�a�t sich folgenderma�en

erkl�aren

Die Eigenwerte � und Eigenfunktionen u einer schwingenden Membran mit Ober��ache

� erf�ullen die Bedingungen

�u � �u � in �

u � � � auf �� �

Bekanntlich gibt es unendlich viele Eigenpaare f�i� uig mit � 	 �� � �� � � � � � Weiter

gilt �i 	  f�ur i 	  ( Spanfuig � L���� und fuig ist eine orthogonale Basis f�ur
L����� �Michlin ��
��� S� 	���( Garabedian ��
��� Chapter ���( Dunford und Schwartz

��
�	� S� ���	���

Das diskrete Eigenwertproblem

Ahwh � �hwh

ist eine Approximation f�ur das Membranproblem� Man erwartet� da� die Eigenwerte �
�i�
h

die Eigenwerte ��i� approximieren sollen� d�h�
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�
�i�
h � ��i� �

Es folgt� da B � I � h�

�
Ah� da�

i � �� h�

�
�
�i�
h

� �� h�

�
��i� �

F�ur das Rechteck � � ��� ��� ist

 � �k� � ����� und

u � sin�k�x� sin���y�

f�ur k� � � N ein Eigenpaar f�ur die schwingende Membran� Es folgt

� � �� h���

�
��� � ��� � �� h���

�
�

was das exakte Ergebnis

��B� � �� � sin� �h

�

gut widerspiegelt�

Die Berechnung der Eigenwerte von Ah ist eine interessante Aufgabe� Siehe z�B� Cullum

und Willoughby ��
����


�� Nichtnegative Matrizen

F�ur das Modellbeispiel ist A � D � L � R und B � L � R� wobei B nichtnega�

tiv und unzerlegbar ist� Es gibt eine sch�one Theorie der nichtnegativen Matrizen�

die viele Anwendungen hat und leider hier nur kurz aufgegri�en werden kann� �Siehe

Varga ��
���� Berman und Plemmons ��
�
�� Seneta ��
�	�� Minc ��
���� Windisch ��
�
���

Folgender sch�oner Satz von Perron und Frobenius wurde zwischen �
�� und �
�� bewie�

sen

Satz ���� �Perron� Frobenius� Sei A eine n� n unzerlegbare Matrix� die nichtne�

gativ ist� d�h� die nichtnegative Komponenten hat� Dann gilt�



��� Nichtnegative Matrizen 
�

�� Es gibt einen Eigenwert 
 von A mit 
 � ��A� � ��

� Zu 
 geh�ort ein Eigenvektor w
 � ��

�� 
 ist ein einfacher Eigenwert von A�

�� Sei B � A und B �� A� dann gilt ��B� � ��A��

Beweis Siehe z�B� Varga ��
��� S� 	���

Satz ���� �Perron� Frobenius � Erweiterung� Sei A eine n� n nichtnegative Ma�

trix� Dann gilt�

�� Es gibt einen Eigenwert 
 von A mit 
 � ��A� � ��

� Sei 
 � �� Dann ist A zerlegbar und die Jordansche Normalform von A ist

eine echte rechte Dreiecksmatrix�

�� Zu 
 geh�ort ein Eigenvektor w
 � ��
�� Sei B � A� dann gilt ��B� � ��A��

Beweis Siehe Varga ��
��� S� ����

Sei

A � D � L�R

B � D���L� R�

L � �D � �L������� ��D � �U � �

so da� B die Jacobi Matrix ist� L die SOR Iterationsmatrix und L� die Gau��Seidel

Iterationsmatrix�

Es kann durch Beispiele gezeigt werden� da� sowohl ��B� 	 � 	 ��L�� als auch ��L�� 	

� 	 ��B� m�oglich ist� Unter zus�atzlichen Bedingungen erh�alt man allerdings mit Hilfe

des Perron�Frobenius�Satzes den folgenden Satz

Satz ��� �Stein� Rosenberg� Sei die Matrix B � L � R nichtnegativ �L und R

echte linke bzw� rechte Dreiecksmatrizen	� dann gilt f�ur B und L� � �I � L���U

genau eine der folgenden Beziehungen�

�� ��L�� � ��B� � �

� � 	 ��L�� 	 ��B� 	 �
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�� ��L�� � ��B� � �

�� � 	 ��B� 	 ��L��

Beweis Siehe Varga� S� ���


�� Das SOR Verfahren

Der Satz von Stein und Rosenberg besagt� da� unter den gegebenen Voraussetzungen

das Gau��Seidel�Verfahren besser als das Jacobi� Verfahren ist�

Es ist i�a� nicht m�oglich� eine Beziehung zwischen ��B� und L� zu �nden� wie das folgende

Beispiel von Young zeigt� F�ur das Modellproblem mit h � ��	 und nur vier inneren

Gitterpunkten werden die Gitterpunkte auf drei verschiedene Weisen numeriert

1 2

3 4

1 3

4 2

1 2

34

Rot-Schwarz UhrzeigerNatürliche

Abbildung ���� Verschiedene Numerierungen

Mit der Bezeichnung "�A� � Spektrum von A � Menge aller Eigenwerte von A folgt

�� Nat�urliche Numerierung

B �
�

�
�

������
� � � �

� � � �

� � � �

� � � �

�����	 L� �
�

�
�

������
� � � �

� � � �

� � � �

� � � �

�����	
��B� � �

�
��L�� �

�
�

"�B� � f����� �� �� ���g "�L�� � f�� �� �� ���g

�� Rot�Schwarz�Numerierung

B �
�

�
�

������
� � � �

� � � �

� � � �

� � � �

�����	 L� �
�

�
�

������
� � � �

� � � �

� � � �

� � � �

�����	
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��B� � �
�

��L�� �
�
�

"�B� � f����� �� �� ���g "�L�� � f�� �� �� ���g

	� Uhrzeiger�Numerierung

B �
�

�
�

������
� � � �

� � � �

� � � �

� � � �

�����	 L� �
�

���
�

������
� �� � ��

� �� �� ��

� � �� ��

� �� � 		

�����	

��B� � �
�

"�L�� � f�� �� ������� ���� �� ���ig
"�B� � f����� �� �� ���g

Unter geeigneten Voraussetzungen ist es allerdings m�oglich� ��L� genauer zu be�

schreiben�

Die folgenden Begri�e sind n�utzlich

De�nition ��� Die Matrix A besitzt die �property A�� wenn es eine Permutations�

matrix P gibt� so da� PAP T die Gestalt

PAP T �

�
D� M�

M� D�

�
� D�� D� Diagonalmatrizen

besitzt�

De�nition �� Die Matrix A � D�I �L�R�� wobei L und R echte linke bzw� rechte

Dreiecksmatrizen sind� hei�t �konsistent geordnet�� falls die Eigenwerte von

�L� ���R � � �� � �

von � unabh�angig sind�

Bemerkung �� Property A� konsistent geordnet�

Satz ���
 Sei

B �

�
O B�

B� O

�
�

Sei � ein Eigenwert von B zum Eigenvektor �u� v�T �

Dann ist �� ein Eigenwert von B zum Eigenvektor �u��v�T �
Beweis Siehe Birkho� und Lynch ��
��� S� �		��
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Satz ���� �u� v�T sei ein Eigenvektor der Jacobi Matrix B zu A� wobei B die Gestalt

B �

�
� B�

B� �

�

habe� mit Eigenwert � �� �� Dann gilt�

a	 �u� ��T ist ein Eigenvektor der Gau��Seidel Matrix L� mit Eigenwert � und

b	 �u� �v�T ist ein Eigenvektor der Gau��Seidel Matrix mit Eigenwert ���

Weiter gilt�

c	 Kern�L�� � Kern�B��

Beweis �Siehe Birkho�� Lynch ��
��� S� �	����

Es folgt� da� f�ur Matrizen� die Property A besitzen� das Gau��Seidel Verfahren zweimal

so schnell wie das Jacobi�Verfahren ist� Es entsteht die Frage� ob es m�oglich ist� ein �b zu

�nden mit

��Lb� � inf ��L� �

Wir betrachten jetzt symmetrische Matrizen A mit Property A� F�ur die Jacobi Matrix

B gilt dann

Falls � ein Eigenwert ist� so ist auch �� ein Eigenwert� Die Eigenwerte von L� verteilen

sich folgenderma�en

a� Es gibt eine Menge von Eigenwerten ��

b� Die �ubrigen Eigenwerte sind positiv und liegen zwischen � und ��B���

Es kann bewiesen werden� da� sich die Eigenwerte von L f�ur zunehmendes � wie in Ab�

bildung ��� verhalten die Nulleigenwerte von L� werden gr�o�er� die positiven Eigenwerte

von L� werden kleiner� Wenn zwei Eigenwerte sich tre�en� bewegen sie sich weiter in der

komplexen Ebene auf dem Kreis jzj � � � ��
Das Verh�altnis von ��L� zu � wird in Abbildung ��� dargestellt�

Das SOR Verfahren erreicht den minimalen Wert von ��L� bei

� � �b � � �
��
q
�� ��B��

� �
q
�� ��B��

�
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Abbildung ���� Die Bewegung der Eigenwerte von L mit zunehmendem �

ρ(Lω)

0 1 2ω ω

1

b

Abbildung ���� Die Funktion ��L�

Satz ���� �Young� Varga� A sei eine konsistent geordnete Matrix� Ferner seien die

Eigenwerte von B reell und es gelte � � ��B� 	 �� Dann ist

�b �
�

� �
q
�� ��B��

� ��Lb� � �b � � �
� ��B�

� �
q
�� ��B��

�A�

�

Allgemein gilt

��L� �

��� � � � f�ur �b � � � �
�� � � �

�
���� � ��

q
�� � � �

�
���� f�ur � � � � �b

Beweis Siehe z�B� Stoer und Bulirsch� S� ����

F�ur das Modellproblem gilt

��B� � �� ��h���

��L�� � �� ��h�

��L� � �� ��h
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Die Geschwindigkeitsverbesserung� die mit SOR erreichbar ist� ist aus Tabelle ��� ersicht�

lich� wobei N�L�� die Anzahl der Iterationen ist� die n�otig sind� um den Fehler um einen

Faktor ���� zu vermindern�

��h �� ��� ���

��L�� ��
���� ��


�� ��


��

�opt �SOR� ������� ��
	
�
 ��
�
��

N�L�� �
 �

� ��

�

Nopt �SOR� �� �
� ��	

Tabelle ���� Vergleich der Gau��Seidel und SOR Verfahren f�ur das Modellproblem
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Kapitel 


Iterationsverfahren zur L�osung gro�er

linearer Gleichungssysteme	 neue Verfahren

Dieses Kapitel be�ndet sich in �Uberarbeitung und wird zu einem sp�ateren Zeitpunkt zum

Skript hinzugef�ugt werden�





Kapitel �

Die Laplace� und Poisson�Gleichung	

Methoden der Funktionentheorie

��� Zusammenh�ange mit der Funktionentheorie

Es besteht ein enger Zusammenhang zwischen der Laplace�Gleichung und der Funktionen�

theorie�

De�nition �� � �Remmert� S� ��	

Sei D � C ein Gebiet� Eine Funktion f  D 	 C hei�t holomorph in D� wenn f in

jedem Punkt von D komplex di�erenzierbar ist�

Satz �� � �Remmert� S� ��	

Notwendig f�ur die komplexe Di�erenzierbarkeit von f � u� iv in c � C ist� da� der

Realteil u und der Imagin�arteil v von f in c partiell di�erenzierbar ist und da� die

Cauchy� Riemannschen Di�erentialgleichungen

�u

�x
�

�v

�y

�����

�u

�y
� ��v

�x

erf�ullt sind�

Es folgt aus diesem Satz� da� � wenn f � u� iv in D holomorph ist und u� v � C��D� �

dann gilt

�u � uxx � uyy � �

�v � vxx � vyy � � �

d�h� u und v sind L�osungen der Laplace�Gleichungen�
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Satz �� � Maximum�Prinzip f�ur beschr�ankte Gebiete �Remmert� S� ��	

Es sei G ein beschr�anktes Gebiet� und es sei f eine in !G � G� �G stetige und in G

holomorphe Funktion� Dann nimmt die Funktion jf j ihr Maximum auf dem Rand

von G an�

max
G

jf j � max
�G

jf j �

Beweis

Man stellt fest� da�

�u� � ��u�x � u�y� � �
�v� � ��v�x � v�y� � �

und wendet das Maximum�Prinzip �f�ur elliptische Gleichungen� auf die Ungleichung

��u� � v�� � �
an�

��� Transformation der Laplace�Gleichung �siehe z�B�

Kantorowitsch und Krylow S� ����

Wir betrachten nochmals die Laplace�Gleichung

�xyu �
��u

�x�
�
��u

�y�
� � � �����

Es kommt oft vor� da� Probleme f�ur einfache Gebiete wie Kreis� Quadrat� Kreisring� auf�

geschnittene Ebene usw� verh�altnism�a�ig einfach gel�ost werden k�onnen� w�ahrend sich bei

einer komplizierteren Struktur des Gebietes f�ur die unmittelbare L�osung mitunter sehr

gro�e Schwierigkeiten ergeben� selbst f�ur ein so einfaches Problem wie das DIRICHLET�

sche�

Man versucht daher� das gegebene Gebiet vorher auf ein einfacheres abzubilden� Bei

derartigen Abbildungen �andern sich im allgemeinen nicht nur das Gebiet� f�ur das die

L�osung gesucht ist� und die Randbedingungen� sondern auch die Di�erentialgleichung�

die die gesuchte Funktion erf�ullen mu��

Die gr�o�te Bedeutung haben f�ur die LAPLACEsche Di�erentialgleichung o�ensichtlich

die Transformationen� denen gegen�uber der LAPLACE� Ausdruck invariant bleibt�

Mit Hilfe der Gleichungen

� � ��x� y� � 
 � 
�x� y� ���	�



�� Transformation der Laplace�Gleichung �siehe z�B� Kantorowitsch und

Krylow� S� ���� ��

seien f�ur x und y neue Ver�anderliche � und 
 eingef�uhrt� Wenn die Ver�anderlichen x� y

im Gebiet D variieren� so variieren die neuen Ver�anderlichen � und 
 in einem gewissen

Gebiet G� Wir wollen untersuchen� wie sich die Di�erentialgleichung bei dieser Transfor�

mation �andert

�u

�x
�

�u

��

��

�x
�
�u

�


�


�x
�

��u

�x�
�

��u

���

�
��

�x

��
� �

��u

���


��

�x

�


�x
�
��u

�
�

�
�


�x

��
�
�u

��

���

�x�
�
�u

�


��


�x�

und analog

��u

�y�
�

��u

���

�
��

�y

��
� �

��u

���


��

�y

�


�y
�
��u

�
�

�
�


�y

��
�
�u

��

���

�y�
�
�u

�


��


�y�
�

Die Di�erentialgleichung f�ur die Funktion u lautet daher in den Ver�anderlichen � und 


�xyu �
��u

���

�����
�x

��
�

�
��

�y

���	� � ��u

���


�
��

�x

�


�x
�
��

�y

�


�y

�
�

�����

�
��u

�
�

����

�x

��
�

�
�


�y

���	� �u

��
�xy� �

�u

�

�xy
 � � �

Damit dies wieder eine LAPLACEsche Di�erentialgleichung ist� mu� o�enbar die Trans�

formation ���	� folgende Forderungen erf�ullen

�xy� � � ( �xy
 � � �

��

�x

�


�x
�
��

�y

�


�y
� � (

�
��

�x

��
�

�
��

�y

��
�

�
�


�x

��
�

�
�


�y

��
�

Die ersten beiden dieser Di�erentialgleichungen sagen aus� da� � und 
 harmonische

Funktionen von x und y sein m�ussen� Die dritte Di�erentialgleichung liefert

�


�x

��

�y
� ��


�y

��

�x
� �� ( �


�x
� ����

�y
(

�


�y
� �

��

�x
�

Wenn man jetzt in der letzten Di�erentialgleichung an Stelle der Ableitungen von 
 diese

Ausdr�ucke einsetzt� so erh�alt man

��� ���

�����
�x

��
�

�
��

�y

���	 � � �
Daraus folgt� da� � � �� ist� so da� entweder
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��

�x
�

�


�y
�

��

�y
� ��


�x
� �����

oder

��

�x
� ��


�y
�

��

�y
�

�


�x
�����

gilt� Die Di�erentialgleichungen ����� unterscheiden sich von ����� lediglich durch Vertau�

schung von � und 
 und k�onnen daher unber�ucksichtigt bleiben( durch ����� wird zum

Ausdruck gebracht� da� � und 
 konjugierte harmonische Funktionen sind� Abbildungen�

die durch derartige Funktionen vermittelt werden� sind konform� das hei�t� im Kleinen

�ahnlich an allen Stellen der x� y�Ebene� in denen�
��

�x

��
�

�
��

�y

��
�� �

ist�

F�ur die Funktion f�z� � � � i
 der komplexen Ver�anderlichen z � x � iy stellen die

Relationen ����� die bekannten Regularit�atsbedingungen von Cauchy�Riemann dar� und

die Laplace�Di�erentialgleichung erweist sich somit als invariant gegen�uber Transforma�

tionen� die durch regul�are Funktionen einer komplexen Ver�anderlichen vermittelt werden�

Sei

f � � � i
 � �����

Dann kann die Gleichung ����� folgenderma�en geschrieben werden

�xyu � jf ��z�j����u � �����

Insbesondere� ist �xyu � �� dann gilt auch ���u � � �

��� Konforme Abbildungen

De�nition �� Sei f  D 	 W � f hei�t konform in D� falls f in D holomorph ist

und f ��z� �� ��

Bemerkung �� Sei f eine konforme Abbildung� Sei � eine Kurve

�  z � z�t� � � � t � � �



�� Konforme Abbildungen �


Die Abbildung von � unter f ist

��  w � f�z�t�� � � � t � � �

Es gilt�

w��t� � f ��z�t�� � z��t� �

woraus folgt�

�� w��t	� �� � � d�h� �� hat eine Tangente�

� arg�w��t	�� � arg�f
��z	�� � arg�z

��t	���

�� limt�t�

���f�z�t���f�z��
z�t��z�

��� � jf ��z	�j �

Zusammenfassend� die Abbildung f ist winkeltreu� und die L�ange wird mit dem

Faktor jf ��z�j multipliziert�
Sei u � u�x� y� � # � D eine Kurve

u � �� auf #
�u

�n
� �� auf # �

Sei f  D	 C eine konforme Abbildung #� � f�#�� Es gilt

u � �� auf #�

�u

�n
� jf ��z�j � �u

�n�
auf #� �

Der Fundamentalsatz lautet �Kantorowitsch und Krylow� S� 		��

Der einfachste Fall einer konformen Abbildung ist der� da� das abzubildende Gebiet

einfach zusammenh�angend ist� Die Frage nach der Existenz einer eindeutigen Abbildung

zweier solcher Gebiete aufeinander wird durch den Riemannschen Abbildungssatz

beantwortet

Sind D und G einfach zusammenh�angende schlichte Gebiete in den Ebenen der komple�

xen Ver�anderlichen z � x � iy und � � � � i
� die von der Vollebene und der einfach

punktierten Ebene verschieden sind� so existiert eine Funktion � � f�z�� die in D

holomorph ist und die eine konforme eindeutige Abbildung von D auf G vermittelt�

Dabei kann man vorschreiben� da� ein in D gegebener Punkt a in einen willk�urlich

gew�ahlten Punkt � und eine in a gegebene Richtung in eine bestimmte� dem Punkt �



�� Die Laplace� und Poisson�Gleichung	 Methoden der Funktionentheorie

zugeordnete Richtung �ubergehen sollen�

Durch die Forderung� da� sich zwei innere Punkte und zwei in diesen Punkten gegebene

Richtungen entsprechen sollen� ist die Abbildungsfunktion vollst�andig bestimmt�

Somit h�angt die Funktion� die D auf G abbildet� von drei Parametern ab� da der

willk�urlich vorgegebene Punkt � durch zwei Parameter und die Richtung in ihm durch

einen bestimmt ist� �Uber die Wahl dieser drei Parameter k�onnen wir auch anders verf�ugen�

als im Satz von Riemann angegeben� Beispielsweise kann man f�ur Gebiete� die gewissen

Einschr�ankungen unterworfen sind� welche f�ur die praktisch vorkommenden F�alle sicher

erf�ullt sind� fordern� da� drei vorgegebene Punkte der Berandung des Gebietes D in drei

vorgegebene Randpunkte von G �ubergehen sollen�

��
 Die Integralgleichung von Theodorsen

Es gibt mehrere Integralgleichungen� deren L�osung eine konforme Abbildung ermittelt

�siehe Gaier� S� ��� Wir geben hier nur eine solche Gleichung an

Real� und Imagin�arteil einer in jzj 	 � regul�aren� in jzj � � stetigen Funktion f�z��

genommen auf jzj � �� h�angen wie folgt zusammen

Satz �� Es sei f�z� � u�z� � iv�z��u� v reell� in jzj 	 � holomorph� in jzj � � stetig�
Dann hat v�ei�� folgende Integraldarstellung in u�ei���

v�ei�� � v��� �
�

��

��Z
	�H�

u�ei��ctg
�� �

�
d� �

Das Integral ist bez�uglich � � � als Cauchyscher Hauptwert zu nehmen�

Beweis Gaier� S� ���

Wir formulieren nun unser Problem der konformen Abbildung und zeigen� wie es auf die

L�osung einer Integralgleichung zur�uckgef�uhrt werden kann�

Vorgelegt sei eine bez�uglich w � � sternige Jordankurve C der w�Ebene� und � � ����

sei ihre Darstellung in Polarkoordinaten� Ihr Inneres hei�e G� und es sei die konforme

Abbildung w � f�z� von jzj 	 � auf G zu bestimmen� die durch f��� � �� f ���� � �

normiert ist�

Nach den Ergebnissen von Caratheodory und Osgood ist f�z� in jzj � � stetig und bildet
jzj � � eineindeutig auf das abgeschlossene Gebiet !G ab� Dem Randpunkt ei� entspricht

dabei ein Bildpunkt ����ei� mit � � ���� auf C� Ist � � ���� bekannt� so ist f�z� auf jzj � �
und daher auch f�ur jzj 	 � bekannt� etwa auf Grund der Cauchyschen Integralformel� Es
ist somit hinreichend� die R�anderzuordnungsfunktion � � ���� zu bestimmen�
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Diese Funktion � � ���� gen�ugt nun einer Integralgleichung� Zu ihrer Ableitung betrach�

ten wir die Hilfsfunktion

F �z� � log
f�z�

z
� U�z� � iV �z� (

sie ist durch die Vorschrift� da� F ��� � log f ���� reell sei� eindeutig festgelegt� und sie

ist in jzj 	 � regul�ar� in jzj � � stetig� ferner V ��� � ��

Weiter ist

U�z� � log
���f�z�

z

��� � also U�ei�� � log �������

V �z� � arg f�z�
z

� also V �ei�� � ����� � �
���
�

und Satz ��� ergibt daher

���� � ��
�

��

��Z
	�H�

log �������ctg
�� �

�
d� ������

oder kurz

���� � ��K�log �������� �

Dies ist die nichtlineare� singul�are Integralgleichung von Theodorsen zur Ermittlung der

gesuchten R�anderzuordnungsfunktion � � �����

��� Das Schwarzsche Spiegelungsprinzip

Satz �� � �siehe z�B� Goluzin� S� ��	

Eine eindeutige konforme Abbildung f eines Gebiets D mit Jordanrand �D auf

dem o�enen Einheitskreis G l�a�t sich als eine stetige eindeutige Abbildung von !D

auf !G erweitern�

Ist � � �D eine o�ene analytische Jordankurve und z	 � �� dann ist f holomorph

in z	 und f ��z	� �� ��

Satz �� � �Spiegelungsprinzip von Schwarz	

Seien Dz und Dw zwei Gebiete mit �z � �Dz und �w � �Dw� wo �z und �w
Geradensegmente sind� Sei w � f�z� eine konforme Abbildung von Dz auf Dw� Sei

f��z� � �w� Dann l�a�t sich f �uber �z hinaus wie folgt analytisch fortsetzen�

Spiegelt man Dz an �z und ordnet man dem Spiegelbild z� von z den durch Spie�

gelung von w � F �z� und �w hervorgegangenen Wert w zu� so ist die so de�nierte
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Funktion w� � f�z�� in dem gespiegelten Gebiet D�
w analytisch und somit eine ana�

lytische Fortsetzung von f �

Beweis �siehe z�B� Nehari� S� ����

O�E� nehmen wir an� da� �z und �w Intervalle der reellen Achse sind� D�h��

z� � !z � w� � !w�

Die Funktion

g�z� � f�!z�

ist holomorph in D�
z wie man z�B� aus der Cauchy�Riemann� Gleichung sieht� Auf �z gilt

!z � z �

f�!z� � f�!z� � f�z� �

da f�z� dort reell ist�

Durch Addition der Integrale Z
�Dz

f���

� � z
d�

und Z
�D�

z

g���

� � z
d�

folgt� da� die Funktion

F �z� �

�
f�z� � z � Dz � �z
g�z� � z � D�

z � �z

in D�
z � �z �Dz holomorph ist�
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��� Die Formel von Christo	el�Schwarz

��� Herleitung 
siehe Kantorowitsch und Krylow� S� ���� und
Nehari� S� ����

Es sei w � f�z� eine Funktion� die eine konforme Abbildung der oberen z�Halbebene

D auf das Innere G eines gegebenen Polygons A der w�Ebene mit den Innenwinkeln

���� ���� � � � � �n� und den Eckpunkten A�� A�� � � � � An vermittelt� Die Punkte Anu�� �

�� � � � � n� entsprechen dann gewissen Punkten a�� a�� � � � � an der reellen Achse der z�Ebene�

von denen wir annehmen wollen� da� sie alle im Endlichen liegen und in der Ordnung

a� 	 a� 	 � � � 	 an

aufeinanderfolgen

Der Rand �G des Polynoms ist eine Jordan�Kurve� so da� sich �Satz ��� im vorherigen

Absatz� die Abbildung f stetig und eindeutig erweitern l�a�t

f  D � �D 	 G � �G �

Das Intervall � � �ak� ak
�� ist eine analytische Jordan�Kurve� so da� f auf � holomorph

und konform �f � �� �� ist�

Sei nun ����
z � �a�� a�� � �

���
w � f�����

z �� Wegen des Schwarzschen Spiegelungsprinzips l�a�t

sich f durch Spiegelung auf der unteren Halbebene D� analytisch fortsetzen� Sei f� die

dadurch gewonnene Funktion

f�  D
� 	 G� �

Sei ����
z � �a�� a�� � �

���
w � f���

���
z ��

Wegen des Schwarzschen Spiegelungsprinzips l�a�t sich f� durch Spiegelung auf der oberen

Halbebene �D��� � D analytisch fortsetzen� Sei f� diese Funktion

f�  D 	 �G��� �

Das Polygon G kann durch eine Drehung und eine Verschiebung auf �G��� abgebildet

werden

f�  G	 �G��� �

z 	 Az � B �

wo A und B komplexe Konstanten sind�

Es folgt

f��z� � �f� � f��z� � Af�z� � B �
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Sei g die +Schwarzsche Funktion,

g�z� �
f ���z�

f ��z�
�

Sei

H � C nfa� � � � � � ang �

Da

f
��

z �z�

f �z�z�
�

f ���z�

f ��z�

folgt� da� durch die o�a� analytische Fortsetzung von f � g als eindeutige holomorphe

Funktion in H de�niert wird�

Wir werden jetzt das Verhalten der Funktion g�z� in der Umgebung der Punkte a�� � � � � an
untersuchen� Sei

h�z� � �f�z�� f�a���
�

�� �

Sei

U� � fz � x� iy  y � � und jz � a�j 	 �g �
����
z � fx  �� 	 x� Ra� � �g �

����
z � fx  � � x� Ra� 	 �g �

Es gilt

f�����
z � � AnA� �

f�����
z � A�A� �

so da� h das Geradensegment ����
z � ����

z auf einem Geradensegment abbildet� Aufgrund

des Schwarzschen Spiegelungsprinzips folgt dann� da� h eine volle Umgebung des

Punktes a� konform und eineindeutig auf eine volle Umgebung des Punktes � abbildet�

D�h� h ist in z � a� holomorph�

Sei nun �� � �� ��� Es folgt

f�z� � f�a�� � h�z�����

mit h�z� holomorph in z � a� und h
��a�� �� �� D�h�
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h�z� � �z � a��h��z�

mit h� holomorph und h��a�� �� �� Es folgt
f ���z�

f ��z�
�

���
�z � a��

� k�z�

mit k�z� holomorph in z � a�� Nach wiederholter Benutzung dieses Arguments k�onnen

wir folgern� da�

g��z� � g�z� �
nX

k��

�k
k � ak

in C holomorph ist� Nach dem Satz von Liouville ist g��z� konstant�

In einer Umgebung von z � gibt es eine Entwicklung von f�z��

f�z� � f�� � c�
z
�

c�
z�
� � � � �

wodurch leicht einzusehen ist� da�

f ���z�

f ��z�
� O

�
�

z

�
�

Wir k�onnen sofort daraus schlie�en� da� g�� � g��� � �� so da�

g�z� �
f ���z�

f ��z�
�

nX
k��

�� �k
z � ak

�

Durch zweimalige Integration erh�alt man nacheinander

ln f ��z� �
nX

k��

��k � ��ln�z � ak� � ln C� � ln C��z � a��
���� � � � �z � an�

�n�� �

f�z� � C�

zZ
	

�v � a��
�����v � a��

���� � � � �v � an�
�n��dv � C� �

Das ist die gesuchte Darstellung der Abbildung f�z�� Diese Formel bezeichnet man

gew�ohnlich als die Formel von Christo�el�Schwarz�

��� Die Parameterwerte des Christo�el�Schwarzschen Integrals

siehe Kantorowitsch und Krylow� S� ����

Die Funktion
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w � C�

zZ
	

�v � a��
�����v � a��

���� � � � �v � an�
�n��dv � C� � ������

welche die obere z�Halbebene auf das Innere eines Polygons der w�Ebene abbildet� enth�alt

�n�� Parameter ��� ��� � � � � �n � a�� � � � � an� C�� C�� Sind die Werte aller dieser Parameter

bekannt� so ist auch das Polygon bestimmt� Die Innenwinkel des Polygons sind gleich

��� �� ���� � � � � an�� Die Koordinaten bk der Eckpunkte Ak erh�alt man aus den Gleichungen

bk � C�

akZ
	

�z � a��
�����z � a��

���� � � � �z � an�
�n��dt� C� � � � k � n �

������

F�ur die L�ange der Seite AkAk
� berechnet man

AkAk
� � jbk
� � bkj �
������C�

ak��Z
	

�z � a��
�����z � a��

���� � � � �z � an�
�n��dt�

�C� �
��C�

akZ
	

�z � a��
�����z � a��

���� � � � �z � an�
�n��dt� C�

�	������ �
� jC�j

ak��Z
ak

�z � a��
�����z � a��

���� � � � �z � ak�
�k���ak
� � z��k���� � � � �

� � � � �an � z��n��dt � ����	�

In der Praxis ist gew�ohnlich eine Funktion gesucht� die eine konforme Abbildung einer

Halbebene auf das Innere eines vollst�andig bestimmten Polygons vermittelt� Die Parame�

ter

a�� a�� � � � � an � C�� C�

in der Abbildungsformel m�ussen dann in entsprechender Weise gew�ahlt werden� Das

Verh�altnis der ��ten� 	�ten�� � � � �n � ���ten Seite zur ersten Seite bezeichnen wir mit
�� �� � � � � n���

Seitenl�ange AkAk
�

Seitenl�ange A�A�

� k � � � k � n� � � ������

W�ahlen wir in der Funktion

w� �

zZ
	

�v � a��
�����v � a��

���� � � � �v � an�
�n��dv
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die a�� a�� � � � � an so� da� die Relationen ������ erf�ullt sind� so vermittelt diese Funktion

eine konforme Abbildung der oberen Halbebene auf das Innere eines zu G �ahnlichen

Polygons G�� Durch eine lineare Abbildung der Form

w � C�w
� � C�

kann das Polygon G� auf G jetzt abgebildet werden�

Zur Bestimmung der Parameter a�� a�� � � � � an haben wir nur n � 	 Gleichungen zur
Verf�ugung� Daher k�onnen drei Parameter v�ollig willk�urlich gew�ahlt werden� Dies ent�

spricht der Tatsache� da� wir in dem Integral ������ eine linear gebrochene Substitution

vornehmen k�onnen� welche die obere Halbebene so in sich transformiert� da� drei Punk�

te der reellen Achse in drei beliebig vorgegebene Punkte derselben �ubergehen� Diese

willk�urlichen Punkte seien z � a�� z � a� und z � an� Wir bezeichnen sie im Unterschied

zu den anderen Punkten� die bestimmt werden m�ussen� mit p�� p� und p�� Die Relationen

������ lauten ausf�uhrlich geschrieben

I��a�� a�� � � � � an��� � �I��a�� a�� � � � � an����

I��a�� a�� � � � � an��� � �I��a�� a�� � � � � an����

� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �

In���a�� a�� � � � � an��� � n��I��a�� a�� � � � � an���

����������� ������

mit

I� �
p�R
p�
�z � p��

�����p� � z������a� � z����� � � ��
� � � � �an�� � z��n�����p� � z��n��dt�

I� �
a�R
p�
�z � p��

�����z � p��
�����a� � z����� � � ��

� � � � �an�� � z��n�����p� � z��n��dt�

� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �

In�� �
an��R
an��

�z � p��
�����z � p��

�����z � a��
���� � � ��

� � � � �z � an���
�n�����an�� � z��n�����p� � z��n��dt�

���������������������������������������
������

��� Die Christo�el�Schwarz�Formel� Ein Beispiel

Das Polygon G sei ein Dreieck mit den Winkeln ���� ���� ���� Da zwei Dreiecke mit

gleichen Winkeln immer �ahnlich sind� k�onnen wir in diesem Falle die Konstanten ak
beliebig w�ahlen� Wir setzen a� � �� a� � �� a� � � Die Abbildungsfunktion hat die
Form

w � C�

zZ
	

v������� v�����dv � C� �
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Zu ihrer vollst�andigen Bestimmung ist es notwendig� die Konstanten C� und C� zu er�

mitteln� Wir bestimmen C� und C� f�ur ein gleichschenklig�rechtwinkliges Dreieck� dessen

Ecken die Punkte A����� A���� und A��i� sind�

Dem Punkt z � � m�oge der Eckpunkt A� und dem Punkt z � � der Eckpunkt A

zugeordnet sein� Dann ist �� �
�
�
� �� �

�
�
� und die Abbildungsfunktion lautet

w � C�

zZ
	

v�
�

� ��� v��
�

�dv � C� �

Da nach Voraussetzung z � � in w � � �ubergeht� ist C� � �� F�ur z � � m�ussen wir die

Koordinate des Eckpunktes A� erhalten� Somit ergibt sich f�ur C� die Gleichung

C�

�Z
	

t�
�

� ��� z��
�

�dt � � �

das hei�t� es ist

C� �
�

�R
	
z�

�

� ��� z��
�

�dt
�

Wir wollen das im Nenner stehende Integral

I �

�Z
	

t�
�

� ��� z��
�

�dt �

�

�Z
	

z�
�

� ��� z��
�

�dt�

�Z
�

�

z�
�

� ��� z��
�

�dt � I� � I�

berechnen�

Zun�achst betrachten wir I�� Den Integranden stellen wir in der Form

z�
�

� ��� z��
�

� � z�
�

�

�
� �

	

�
z
�
� z�

�

�

�
��� z��

�

� � �� 	
�
z
�

dar und erhalten

I� �

�

�Z
	

z�
�

�

�
� �

	

�
z
�
dt�

�

�Z
	

z�
�

�

�
��� z��

�

� � �� 	
�
z
�
dt �

Das erste dieser Integrale l�a�t sich explizit berechnen( sein Wert ist gleich �� �
��� Das

zweite berechnen wir nach der Simpsonschen Formel� Wir bezeichnen

z�
�

�

�
��� z��

�

� � �� 	
�
z
�

mit y�z�( dann ist
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y��� � �� y
�

�
��

�
� �� ����� y

�
�
�

�
� �� �	���

y
�

�
��

�
� �� ����� y

�
�
�

�
� �� ����� y

�
�
��

�
� �� �����

y
�
�
�

�
� �� �	�
� y

�
�
��

�
� �� 	�
�� y

�
�
�

�
� �� �		
�

�

�R
	
y�z�dt � �� �����

I� � �� �
�� � �� ���� � �� �����

Nun gehen wir zur Berechnung von I� �uber� Den Integranden stellen wir in der Form

z�
�

� ��� z��
�

� � ��� z��
�

�

�
� �

�

�
��� z�

�
� ��� z��

�

�

�
z�

�

� � �� �
�
��� z�

�
dar und erhalten

I� �

�Z
�

�

��� z��
�

�

�
� �

�

�
��� z�

�
dt�

�Z
�

�

��� z��
�

�

�
z�

�

� � �� �
�
��� z�

�
dt �

Der Wert des ersten Integrals ist gleich 	� �	���

Das zweite Integral l�a�t sich ebenso berechnen wie der zweite Teil des Integrals I�� Man

�ndet hierf�ur den Wert �� ����� so da�

I� � 	� ����� I � I� � I� � �� ����

und somit

C� �
�

�� ����
� �� �
��

ist� Das Problem ist damit vollst�andig gel�ost�

Um unser Resultat nachzupr�ufen� berechnen wir noch die Hypotenuse des Dreiecks

A�A� � �� �
��

�Z
�

z�
�

� �z � ��� �

�dt (

�Z
�

z�
�

� �z � ��� �

�dt � �

�

�Z
	

��
�

� ��� ���
�

�d�
�
� �

�

z

�
(

�

�Z
	

��
�

� ��� ���
�

�d� �

�

�Z
	

��
�

�

�
� �

	

�
�
�
d� �

�

�Z
	

��
�

�

�
��� ���

�

� � �� 	
�
�
�
d� �

� 	� ���� � �� �
�� � 	� ���� (A�A� � �� �
�� � � � 	� ���� � �� ���� �
Der genaue Wert von A�A� ist gleich

p
� � �� ���� � � � �
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Kapitel 

Die Laplace�Gleichung	 Integralgleichungen

��� Einleitung

Die L�osung partieller Di�erentialgleichungen mit Hilfe von Integralgleichungen hat ei�

ne sehr lange Geschichte� In der Tat sind solche Methoden schon vor der Herleitung

der Theorie partieller Di�erentialgleichungen benutzt worden� Der erste Beweis� da� das

Dirichlet�Problem f�ur die Laplace�Gleichung l�osbar ist� wurde durch Neumann �����&�

gegeben� und er benutzt Integralgleichungen� Siehe Enzyklop�adie der Mathematik wegen

der fr�uheren Geschichte dieses Gebietes�

Die numerische L�osung von Randwertaufgaben durch die numerische L�osung von Inte�

gralgleichungen ist auch sehr lange bekannt� Z�B� hat Tre�tz ��
�	� die Str�omung eines

Wasserstrahls auf diese Weise gel�ost� In letzter Zeit ist dieses Verfahren als die $Boundary�

Element% Methode bekannt geworden�

��� Integralgleichungen f�ur die Laplace�Gleichung

Wir betrachten das Dirichlet�Randwertproblem in zwei Dimensionen

�u � uxx � uyy � � � in � � �����

u � f auf # � �� � �����

Es gibt drei bekannte Darstellungen der L�osung u von ����� als Integrale auf # � ���

����� Die Integralgleichung f�ur eine Doppelschicht

�Siehe Kantorowitsch und Krylow� S� �����

Bezeichnet man mit r den Abstand zwischen den Punkten z � x � iy � P �x� y� und

� � � � i
 �M��� 
�� so ist
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u � ��ln�z � ��� � ln r � ln
q
�x� ��� � �y � 
��

�
�

�
ln��x� ��� � �y � 
��� ���	�

eine L�osung der Laplace�Di�erentialgleichung

�u �
��u

�x�
�
��u

�y�
� � � �����

Die Ableitungen der Funktion u nach den Parametern � und 
 sind ebenfalls harmonisch�

beispielsweise gilt f�ur �u
��

��

�x�

�
�u

��

�
�

��

�y�

�
�u

��

�
�

�

��

�
��u

�x�
�
��u

�y�

�
� � �

Daraus folgt� da� auch die Ableitung von u �als Funktion der Variablen � und 
� in

einer beliebigen konstanten Richtung L� die eine Linearkombination von �u
��
und �u

��
ist�

ebenfalls eine harmonische Funktion darstellt�

Wenn man mit � den Winkel bezeichnet� den der Vektor �PM mit der Richtung L bildet�

so lautet diese Ableitung

�u

�L
�
�

r

�r

�L
�
cos �

r
�

Also ist cos �
r
eine harmonische Funktion�

Nach diesen einleitenden Bemerkungen kommen wir zur Untersuchung des Dirichlet�

Problems� Es sei ein endliches Gebiet � gegeben� das durch eine einfach geschlossene

Kurve �� begrenzt ist� Wir nehmen an� da� die Berandung in der Parameterdarstellung

x � x�s� � y � y�s� �� � s � s	�

gegeben ist( als Parameter verwenden wir die Bogenl�ange s� Wir setzen voraus� da� die

Funktionen x�s� und y�s� stetige Ableitungen x��s� und y��s� besitzen� die nicht gleich�

zeitig Null werden� Es soll eine Funktion u gefunden werden� die in � harmonisch ist und

auf der Berandung in eine vorgegebene stetige Funktion f�s� der Bogenl�ange s �ubergeht�

das hei�t� es sei

u � f�s� auf �� �

Wir w�ahlen einen beliebigen Punkt M��� 
� auf �� und bezeichnen mit � den Winkel�

der durch den Vektor �PM und die �au�ere Normale in M gebildet wird� Nach dem oben
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Gesagten ist cos �
r

eine harmonische Funktion der Ver�anderlichen x und y in �� Es sei

jetzt ��s� eine willk�urliche stetige Funktion� Dann ist auch das Integral

V �x� y� �

s�Z
	

cos �

r
��s�ds �����

eine im Gebiet � harmonische Funktion der Ver�anderlichen x und y�

Die Funktion V nennt man das Potential einer Doppelschicht� und ��s� hei�t seine Dichte�

Wir geben V eine andere Form� um die geometrische Bedeutung klarer hervortreten zu

lassen� Mit � bezeichnen wir den Winkel� den der Vektor �PM mit der positiven x�Achse

bildet� Wenn man die Lage des Punktes M �andert� so ist � eine Funktion von s� und d�

ist der Winkel� unter dem das Bogenelement ds von P aus gesehen wird� Die Projektion

von ds auf das Lot zum Vektor �PM ist ds cos �� Daher ist der Winkel� unter dem ds

vom Punkte P aus erscheint� gleich cos � ds
r

� also ist cos �
r

ds � d�� Man kann somit V die

Gestalt

V �

s�Z
	

cos �

r
��s�ds �

Z
��

��s�d� �

s�Z
	

d�

ds
��s�ds �����

geben� Dabei ist � eine Funktion von s� x und y� also � � ��s� x� y�( s	 bezeichnet die

L�ange ���

Haben wir insbesondere die Dichte ��s� � �� dann liefert V �
s�R
	

d� o�ensichtlich den

Winkel� unter dem die gesamte Kurve �� vom Punkte P aus gesehen wird� Es ist klar�

da� dieser Winkel gleich �� ist� wenn P innerhalb �� liegt( er ist gleich �� wenn P ein

Punkt der Berandung �� ist� und schlie�lich gleich Null� wenn P au�erhalb �� liegt

s�Z
	

d�

ds
ds �

�������
�� � falls P innerhalb �� �

� � falls P auf �� �

� � falls P au�erhalb �� �

�����

Wir versuchen jetzt� eine L�osung des Dirichtlet�Problems in Form eines Potentials einer

Doppelschicht zu ermitteln� Dazu machen wir den Ansatz

u�x� y� �

s�Z
	

��s�
d�

ds
ds �����

und suchen die unbekannte Dichte ��s� derart zu bestimmen� da� die Funktion u�x� y�

bei Ann�aherung an die Berandung gegen die Werte von f�s� konvergiert�
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Wir wollen also feststellen� welchen Grenzwert u�x� y� hat� wenn P �x� y� gegen einen

Punkt P	�x���� y���� � �� strebt� Man erh�alt wegen
s�R
	
����d��s� �� � ����� �

lim
P�P�

u�x� y� � lim
P�P�

s�R
	
��s�d�

� lim
P�P�



s�R
	
���s�� �����d�s�x�y�

ds
ds� ����

s�R
	

d�s�x�y�
ds

ds

�

� lim
P�P�



���R
	
���s�� �����d�s�x�y�

ds
ds

�
�
�R
���
���s�� �����d�s�x�y�

ds
ds

�
s�R

�
�
���s�� �����d�s�x�y�

ds
ds

� ����
s�R
	

d�s�x�y�
ds

ds

�
�

�
s�R
	
���s�� �����d�s���

ds
ds� ������

�
s�R
	
��s�d�s���

ds
ds� �����

���
�

mit

��s� �� � ��s� x���� y���� �

Also mu�

����� �

s�Z
	

��s�
d�

ds
ds � f��� ������

gelten�

Die erhaltene Relation ist eine Integralgleichung f�ur die unbekannte Funktion ��s�� Wenn

man durch � dividiert� so bekommt man

�����
s�Z
	

K�s� ����s�ds �
�

�
f��� � ������

Die Gleichung ������ ist eine Fredholmsche Integralgleichung zweiter Art�

Der Kern K�s� �� kann� wenn man den geometrisch evidenten Ausdruck f�ur den Winkel

��s� �� benutzt� in der Form

K�s� �� � ��
�

d�

ds
� � �

�

d

ds
arctg

y�s�� y���

x�s�� x���
������
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geschrieben werden�

Wenn man in ������ vor dem Integralzeichen einen Parameter  einf�uhrt�

����� 

s�Z
	

K�s� ����s�ds �
�

�
f��� � ����	�

so kann man zeigen� da� der Wert  � �� der f�ur uns interessant ist� kein Eigenwert f�ur

die gegebene Integralgleichung ist� Daher hat ������ auf Grund der allgemeinen Theorie

der Integralgleichungen f�ur beliebiges f��� genau eine L�osung�

Ist �� konvex� so folgt die Behauptung� da�  � � kein Eigenwert ist und zwar aus der

Tatsache� da�

K�s� �� � � �
s�Z
	

K�s� ��ds � � �

wie schon von Neumann bemerkt� Der Beweis im allgemeinen Fall wurde erst von Fred�

holm im Jahre �
�� erbracht�

F�ur die angen�aherte Bestimmung der L�osung spielt die Verteilung der Eigenwerte dieser

Gleichung eine wesentliche Rolle� Vor allem kann man zeigen� da� diese reell sind� Ferner

ist  � �� ein Eigenwert� da eine Konstante ��s� � C o�enbar die zu ����	� mit  � ��
geh�orige homogene Integralgleichung erf�ullt� Es gilt n�amlich unter Benutzung von �����

�C �
s�Z
	

C
d��s� ��

ds
ds � � �

Schlie�lich kann man feststellen� da� es im Intervall ���� �� keine Eigenwerte gibt�

Zuletzt schreiben wir ������ in noch einer Form� Sei x � �x�y� � y � �y�� y�� � ny �

�au�ere Normale zu # in der Stelle y � # � r � y� x�

Es l�a�t sich feststellen� da�

�

�ny
ln jx� yj

�

�
n�

�

�y�
� n�

�

�y�

�
ln jx� yj �

� �n�� n�� � r�jrj� �
� cos ��jrj �

so da�
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�

�ny
lnjx� yjdsy � d�y �

Es folgt� da� die Gleichung ������ auch folgenderma�en geschrieben werden kann

f�x� � ���x� �
Z
�

��y�
�

�ny
lnjx� yjdsy f�ur x � # � ������

����� Die Integralgleichung f�ur eine einfache Schicht

Gesucht ist eine L�osung u des Dirichlet�Problems

uxx � uyy � � � in � ������

u � f � auf # � ������

F�ur festes y � R� ist

u�x� � lnjx� yj � ln
h
�x� � y��

� � �x� � y��
�
i���

eine L�osung ������� Deshalb ist

u�x� �
Z
�

��y�lnjy� xjdsy � x � � ������

eine L�osung Gleichung ������ f�ur jedes � � C�#�� Hierbei ist sy die L�ange entlang #�

Damit u die Randbedingung ������ erf�ullt� ist es erforderlich� da� � folgende Integralglei�

chung erf�ullt

f�x� �
Z
�

��y�lnjx� yjdsy � x � # ������

Gleichung ������ hei�t eine Integralgleichung Erster Art�

����� Anwendung der Greenschen Formel

F�ur u� v � C�� !G� gilt

Z Z
G

�u�v � v�u�dx �
Z
�G

�
u
�v

�n
� v

�u

�n

�
ds � ����
�
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F�ur vorgeschriebene x � � und � � � seien

v�y� � lnjx� yj und #� � fy  jx� yj � �g �
G � �nB� � B� � fy  jx� yj � �g �

Dann gilt� falls �u � �v � � in � 

Z
�



u�y�

�v

�ny
� v�y�

�u

�ny

�
dsy �

������

�
Z
��



u�y�

�v

�ny
� v�y�

�u

�ny

�
dsy � � �

Durch einen Grenzwertproze�folgt

���u�x� �
Z
�



u

�

�ny
lnjx� yj � �u

�ny
lnjx� yj

�
dsy � x �� # ������

und deshalb

�u�x� �
Z
�



f�y�

�

�ny
lnjx��yj � �u

�ny
lnjx� yj

�
dsy � x � # � ������

Es ist hiermit m�oglich� die gemischte Randwertaufgabe

�u� �
�u

�n
� � � x � #

zu l�osen�
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��� Numerische L�osung von Integralgleichungen

Im vorherigen Absatz haben wir u�a� folgende Integralgleichung betrachtet

��x� �
�

�

Z
�

��y�
�

�ny
lnjx� yjdsy � f�x� � x � # � ����	�

Dies ist ein spezieller Fall des folgenden Problems X sei ein Banachraum�

K � B�X� � f Menge stetiger beschr�ankter linearer Abbildungen von X in sich g�

f � X sei gegeben� Gesucht ist x � X

�I �K�x � f � ������

Naheliegend ist der Ansatz� den Operator K durch eine Folge von Operatoren Kn �
B�X� � n � N und f durch ffn � Xn � Xgn�N zu approximieren und x durch die L�osung
der Gleichung

�I �Kn�xn � fn ������

zu approximieren�

Satz 
�� X sei ein Banachraum� A � B�X�� mit kAk 	 �� Dann gilt�

�I � A��� � B�X�

k�I � A���k � �

�� kAk �

Beweis

Die Abbildung �I � A� ist injektiv� weil �I � A�x� � �I � A�x� impliziert

kx� � x�k � kA�x� � x��k 	 kx� � x�k �

F�ur n � N sei

Tn � I � A� � � �� An

Tn  X 	 X �

Es folgt� da�
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kTnk � �

�� kAk �

F�ur x � X ist fTnxgn�N eine Cauchy�Folge in X� weil

kTnx� Tmxk � kAkn
����� kAk� � f�ur m � n �

Da X ein Banachraum ist� konvergiert Tnx � Wir setzen

Tx � lim
n��

Tnx �

Es l�a�t sich leicht zeigen� da� T � B�X�� Da

�I � A�Tnx � Tn�I � A�x � �I � An
��x �

folgt

�I � A�Tx � T �I � A�x � x �

so da�

T � �I � A��� �

Satz 
�� X sei ein Banachraum� A�B � B�X� � Existiere A�� � B�X�� Wenn

kA� Bk 	 �

kA��k �

dann gilt� B�� � B�X� und

kB��k � kA��k
�� kA��k � kA�Bk

kB�� � A��k � kA��k � kA� Bk � kB��k �

Beweis

B � A� �A� B� � A�I � C� �

wobei

C � B�X� � C � A���A� B� �

Da kCk 	 � � folgt aus Satz ���� da� �I � C��� � B�X� und

k�I � C���k � �

�� kCk �
�

�� kA��k � kA� Bk �
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Es folgt� da�

B�� � �I � C���A�� � B�X� �

Die Absch�atzung f�ur kB�� � A��k folgt aus der Gleichung

B�� � A�� � B���A� B�A�� �

Satz 
�� fKngn�N sei eine Folge in B�X� mit kK � Knk 	 � f�ur n 	 � Ferner

existiere �I �K��� � B�X�� Dann gilt�

�� Es existiere n	 � N� so da� f�ur n � n	

�I �Kn�
�� � B�X� �

�

supfk�I �Kn�
��k  n � n	g 	

��

k�I �K��� � �I �Kn�
��k 	 � mit n	

��

k�I �Kn�
��k � k�I �K���k

�� k�I �K���k � kK �Knk
k�I �K���k � k�I �Kn�

��k
�� k�I �Kn���k � kK �Knk

Seien ffngn�N Folge in X mit fn 	 f � X� x die L�osung von ����	 und f�ur

n � n	 xn die L�osung von ����	�

Dann gilt�

��

kx� xnk � k�I �Kn�
��k �kf � fnk� kK �Knk kxk�	 �

kx� xnk � k�I �K���k �kf � fnk� kK �Knk kxnk�	 �

Beweis

� � � folgen aus Satz ����� folgt aus der Identit�at

f � fn � �I �K�x� �I �Kn�xn

� �I �Kn��x� xn� � �Kn �K�x �
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Satz 
�� � Banach�Steinhaus �Spezialfall	

Seien X ein Banachraum� fSng eine Folge Operatoren Sn � B�X�� Dann gilt � � 

� �� wobei

�� lim
n��

Snx existiere f�ur jedes x � X

� lim
n��

Snx existiere f�ur jedes x � Y mit !Y � X

�� sup
n
kSnk 	�

De�nition 
�� S sei eine Untermenge eines Banachraums X� S ist pr�akompakt�

falls f�ur jedes � � � eine endliche Anzahl von Elementen yk � X existiert� so da�

f�ur jedes y � S

inf
k
ky � ykk � � �

D�h� die Menge der Kugeln Sk mit Radius � und Mittelpunkte yk enth�alt S� Die

Menge fykg hei�t ��Netz f�ur S�

De�nition 
�� K  X 	 X hei�t kompakt� falls KS pr�akompakt ist f�ur jede be�

schr�ankte Menge S � X� D�h� K bildet beschr�ankte Mengen in pr�akompakte Mengen

ab�

Satz 
�� Seien X ein Banachraum� fSngn�N eine Folge Operatoren� Sn � B�X��

A � X pr�akompakt�

Snx	 Sx � X mit n	 f�ur jedes x � X �

Dann gilt� f�ur jedes � � � existiere N �

kSnx� Sxk � � � f�ur n � N und alle x � A �

D�h� die Konvergenz der Folge fSnxg ist gleichm�a�ig f�ur x � A�

Beweis

W�ahle � � �� Da die Menge A pr�akompakt ist� gibt es ein ��Netz f�ur A 

x�� � � � � xm �

Sei Sx � lim Snx� Es folgt �Banach�Steinhaus�� da� es eine Konstante M gibt� mit

kSk �M � kSnk �M f�ur n � N �

W�ahle N mit
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kSxk � Snxkk � � f�ur � � k � m � n � N �

Sei nun x � A� Da fxkg ein ��Netz ist� gibt es ein xk mit

kx� xkk � � �

F�ur n � N folgt� da�

kSx� Snxk � kSnxk � Sxkk� k�S � Sn��x� xk�k �
� �� �M� �

Das Projektionsverfahren

P � B�X� sei eine Projektion �d�h� P � � P � mit �X � PX und dim �X 	�
Als Approximation zur L�osung x der Gleichung ������ nehme man �x � X mit

P �I �K��x � Pf � ������

oder

�I � PK��x � Pf � ������

Es folgt

�x � X � ������

Benutzt man eine Folge von endlichdimensionalen Unterr�aumen fXngn�N und Projektio�
nen fPngn�N mit jeweils PnX � Xn� erhalten wir Approximationen xn mit

�I � PnK�xn � Pnf � xn � Xn � ����
�

Satz 
� Seien X ein Banachraum� K � B�X� kompakt� fPng eine Folge Projektio�
nen� �I �K��� � B�X� � Pnx	 x f�ur jedes x � X � Kn � PnK�

Dann gilt� kKn �Kk 	 � mit n	�

Es gibt N � N derart� da� �I �Kn�
�� � B�X� f�ur n � N � Sei n � N �

�I �Kn�xn � Pnf � �I �K�x � f �
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Dann gilt

kx� xnk �	 � f�ur n	 �

Beweis

Sei B die Einheitskugel um X� Dann ist A � K�B� pr�akompakt� Es folgt

kK � PnKk � sup
x�B

kKx� PnKxk �
� sup

y�A
ky � Pnyk �	 � � f�ur n	 �

wie aus Satz ��� folgt�

Wegen des Banach�Steinhaus Satzes existieren Konstanten M � R und
N � N derart� da� f�ur n � N

�I �Kn�
�� � B�X� �

k�I �Kn�
��k � M �

Sei� f�ur n � N �

�I �K�u � f � �I �Kn�un � fn � Pnf �

Dann folgt

ku� unk � k�I �K����K �Kn�unk� k�I �K���k � kPnf � fk �

so da�

ku� unk �	 � f�ur n �	 �

Satz 
�
 Es gelte die Voraussetzung von Satz ����

Falls kKnk � kPnKk 	 �� erhalten wir�

Qn � I � Pn

�I � PnK��u� un� � Qn�u� x� � �x � Xn �

woraus folgt�

ku� unk � �

�� kKnk � �� � kPnk� inf
x�Xn

ku� xk �

Diese Gleichung besagt� da� die L�osung un optimal ist�
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��
 Anwendungen

Wir betrachten die Gleichung

x�s��
bZ
a

k�s� t�x�t�dt � f�s� � a � s � b � ���	��

d�h�

�I �K�x � f ���	��

im Banachraum

X � C�a� b� �

Satz 
�� Sei k  �a� b�� �a� b�	 R stetig� Sei K  C�a� b�	 C�a� b��

�Kx��s� �

bZ
a

k�s� t�x�t�dt �

Dann ist K ein kompakter Operator�

Beweis

�siehe auch HackbuschIntegralgleichungen � Teubner Verlag� Satz 	�����

k ist stetig auf einer kompakten Teilmenge von R� und deshalb auch gleichm�a�ig stetig�

W�ahle � � �� Es gibt � � � mit

jk�s�� t�� k�s�� t�j � � f�ur alle t� s�� s� mit js� � s�j � � �

Sei

a � s	 	 s� 	 � � � 	 sn � b

mit jsj � sj��j � �� Sei B die Einheitskugel um X�

B � fx � X  kxk � �g �

und

M � jb� aj � max
a�s�b
a�t�b

jk�s� t�j �

Sei S � K�B�� Es gilt

kyk �M f�ur alle y � S �




�� Anwendungen ���

F�ur jedes y � S gilt auch

jy�s�� y�s��j �
bZ
a

jk�s� t�� k�s�� t�j � jy�t�jdt

� � � �b� a� f�ur s � �s�� s�
�� �

Teile das Intervall ��M��M � in m Teilintervalle mit jeweils der L�ange kleiner als ��

��M��M � �
m�
j��

Ij �

Sei

Sk����kn � fy � S  y�si� � Ski � � � i � ng �

Falls Sk����kn �� � w�ahle ein Element �y � Sk����kn � Es gibt insgesamt nicht mehr als m
n
�

Elemente �y� Sei �S die Menge aller �y�

Sei nun y � S� Es existiert �y � �S mit

j�y�s��� y�s��j � � � � � � � n �

Es folgt

k�y � yk � �� �� � �b� a� �

Damit ist bewiesen� da� �S ein ��Netz f�ur S ist� d�h� S ist pr�akompakt�

Es gibt nat�urlich mehrere M�oglichkeiten� die Projektionen Pn zu w�ahlen� Hier wird nur

eine M�oglichkeit kurz erl�autert� Sei

si � a�
b� a

n
� i � � � i � n �

�Pnx��s� �
�s� si� � x�si
�� � �si
� � s� � x�si�

si
� � si
� si � s � si
�

Um die L�osung xn der Gleichung

�I � PnK�xn � Pnf

zu bestimmen� gen�ugt es� die Werte von xn in den St�utzpunkten si zu berechnen� Es

folgt

�In � An�x � bn �
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mit

xn � �xn�s	�� � � � � xn�sn�� �

bn � �f�s	�� � � � � f�sn�� �

An �
�
a
�n�
ij

�
�

a
�n�
i�j �

sjZ
sj��

k�si� t� � t� sj��
sj � sj��

� dt�

�

sj��Z
sj

k�si� t� � sj
� � t

sj
� � sj
� dt �

wobei das erste bzw� letzte Integral f�ur j � � bzw� j � n wegf�allt�



Kapitel �

Finite Elemente	 Theoretische

Vorbereitungen

��� Einf�uhrung

Die Methode der �niten Elemente unterscheidet sich vom Di�erenzenverfahren dadurch

�� Die Approximationen uh zur gesuchten L�osung u sind $echte% Funktionen und nicht

nur Gitterfunktionen�

�� Die Bedingungen� die durch die Approximationen erf�ullt werden m�ussen� werden

durch Variationsprinzipien oder Integralbedingungen hergeleitet�

	� Die Approximationen sind Summen von Funktionen� die nur begrenzt oft di�eren�

zierbar sind� daf�ur aber kleine Tr�ager besitzen�

Um die erforderlichen Vorbereitungen zu motivieren� betrachten wir zuerst ein sehr ein�

faches Beispiel�

Beispiel ��� Gesucht ist die L�osung der Randwertaufgabe

� u���x� � u�x� � f�x� � � 	 x 	 � � �����

u��� � �� u��� � � �����

mit

u � C���� �� 
 C��� �� �

Sei � � C�
	 ��� ��� d�h� � ist unendlich oft di�erenzierbar und hat einen kompakten Tr�ager

in ��� ��� Wird die Gleichung ����� mit � multipliziert und anschlie�end integriert� so folgt

nach partieller Integration� da�
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�Z
	

�u��x����x� � u�x���x��dx �

�Z
	

��x�f�x�dx � ���	�

oder

a�u� �� �	 b� � � f�ur alle � � C�
	 ��� �� � �����

wobei

a�u� v� �

�Z
	

�u��x�v��x� � u�x�v�x��dx �

	 b� � � �

�Z
	

f�x���x�dx ��

Die Abbildungen a und b sind nur f�ur stetig di�erenzierbare Funktionen bzw� stetige

Funktionen de�niert� Wir setzen jetzt voraus� da� die De�nitionsbereiche erweitert

werden k�onnen�

Sei nun X ein Hilbert�Raum mit

X � C���� �� 
 C��� �� �

Sei a und b eine Bilinearform

a  X �X �	 R �����

bzw� ein lineares Funktional

b  X �	 R � �����

Gesucht wird ein Element u � X mit

a�u� v� �	 b� v � � f�ur alle v � X � �����

Zur L�osung von ����� kann man das Galerkin�Verfahren anwenden

�� W�ahle

Xn � spanfx�� � � � � xng � X � �����



��� Variationsgleichungen im Hilbertraum ��


�� Bestimme un � Xn mit

a�un� vn� �	 b� vn � f�ur alle vn � Xn � ���
�

Diese L�osungsmethode ist klassisch� Die Finite�Elemente�Methode besteht darin� die Ba�

sisfunktionen xk so zu w�ahlen� da�

�� jedes xk einen kleinen kompakten Tr�ager besitzt�

�� xk st�uckweise glatt ist�

	� xk durch einfache Funktionen� z�b� Polynome� de�niert ist�

Fragen� die jetzt zu beantworten sind� sind folgende

�� Existiert die L�osung u von �����&

�� Existiert die L�osung un von ���
�&

	� Wie kann ein geeigneter Hilbert�Raum X de�niert werden&

�� Wie k�onnen geeignete Basisfunktionen de�niert werden&

�� Gilt ku� unk �	 � f�ur n �	&

�� Kann ku� unk abgesch�atzt werden&

�� Welche numerischen Aufgaben m�ussen gel�ost werden&

Die ersten beiden Fragen �Existenz und Eindeutigkeit der L�osungen u und un� werden

in diesem Kapitel beantwortet� Die Konstruktion des Raumes X f�uhrt unausweichlich zu

einer Besprechung �uber Sobolewsche R�aume� die im n�achsten Kapitel durchgef�uhrt wird�

Erst danach k�onnen die �ublichen Fragen behandelt werden�

��� Variationsgleichungen im Hilbertraum

Ein reeller Hilbertraum H ist ein Vektorraum �uber R mit Skalarprodukt ��� ��� der
bez�uglich der Norm� die durch das Skalarprodukt induziert wird� vollst�andig ist� Es gilt

�� �u� u� � �� f�ur alle u � H � �u� u� � � nur f�ur u � ��

�� �u� v� � �v� u�� f�ur alle u� v � H�

	� ��u� � �u�� v� � ��u�� v� � ��u�� v� f�ur alle �� � � R und u�� u�� v � H�



��� Finite Elemente	 Theoretische Vorbereitungen

Ein Hilbertraum ist also auch ein Banachraum mit der Norm

kuk � �u� u����

und es gilt

�� ku� vk � kuk� kvk � �Dreiecksungleichung�
�� j�u� v�j � kuk � kvk� �Schwarzsche Ungleichungen�

Beweis	 Man betrachtet F �� � �u� v� u� v� � � an der Stelle� wo F ��� � ��

	� ku� vk� � ku� vk� � ��kuk� � kvk��� �Parallelogrammidentit�at�

Eine lineare Abbildung F von einem BanachraumX nach R� hei�t ein lineares Funktional�

Ein Funktional F hei�t beschr�ankt� wenn es eine Konstante C gibt� so da�

kFxk � Ckxk

und

kFk � sup
x�X
x���

kFxk
kxk

hei�t die Norm von F �

Eine Abbildung

a  X �X �	 R

hei�t eine Bilinearform �bzw� Sesquilinearform in C �� wenn gilt

a���u� � ��u�� v� � ��a�u�� v� � ��a�u�� v�

a�u� ��v� � ��v�� � ��a�u� v�� � ��a�u� v�� �

a hei�t beschr�ankt� wenn

a�u� v� � Ckuk � kvk � f�ur alle u� v � X

und

kak � sup a�u� v�

kuk � kvk �

a hei�t koerziv �X�elliptisch�� falls es eine Konstante � � � gibt� so da�
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a�u� u� � �kuk� � f�ur alle u � X �

Sei M eine Teilmenge des Hilbertraums H�

M� � fu � H  �u�m� � � f�ur alle m �Mg �

Die folgenden S�atze sind in der Funktionalanalysis gut bekannt� Siehe z�B� Gilbarg� Tru�

dinger ��
���� S� ���

Satz ��� �Projektionssatz� Sei M ein abgeschlossener Teilraum des Hilbertraums

H� F�ur jedes u � H gilt u � v � w� wobei v �M und w �M��

Beweis	 Ist u �M � setze man v � u und w � ��

Ist u ��M � sei

d � inf
v�M

ku� vk �

Sei fvng eine minimierende Folge� d�h� ku� vnk �	 d f�ur n �	� Es gilt das Parallelo�
grammgesetz

kx� yk� � kx� yk� � ��kxk� � kyk�� �

Mit x � u� vn � y � u� vm folgt

�
����u� vn � vm

�

����� � kvn � vmk� � �ku� vnk� � �ku� vmk� � ���

Sei � � �� Es gibt N mit

ku� vkk� � d� � � � f�ur alle k � N �

W�ahle n�m � N � Es folgt aus ���� da�

kvn � vmk� � ��ku� vnk� � ku� vmk����
����u� vn � vm

�

�����
� ��d� � �� d� � ��� �d�
� �� �

D�h� fvng ist eine Cauchy�Folge� Da H ein Hilbert�Raum und M abgeschlossen ist� gibt

es v � M mit

vn �	 v f�ur n �	

und
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kv � uk � d �

Sei nun w � u� v�

u � v � w �

Sei z �M und � � �� Dann ist v � �z �M � Folglich

d� � ku� �v � �z�k�
� kwk� � ���w� z� � ��kzk�
� d� � ���w� z� � ��kzk�

D�h�

�w� z� � �

�
kzk� f�ur alle �� z

oder

�w� z� � � � �z �

Satz ��� �Riesz� Jedes lineare beschr�ankte Funktional F auf dem Hilbertraum H

ist von der Form

F �x� � �x� y� ���

wobei y � H durch F eindeutig bestimmt ist� Umgekehrt de�niert ��� f�ur jedes y � H

ein beschr�anktes lineares Funktional auf H� Es gilt kFk � kyk�
Beweis	 Sei

M � fx  F �x� � �g �

M ist ein abgeschlossener Teilraum von H� Ist M � H� so erf�ullt y � � die Vorausset�

zungen des Satzes�

Sei M �� H und x � HnM � Nach dem Projektionssatz gilt

x � y � z

mit y �M und z �M��

Da x ��M � ist z �� ��
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Sei nun x � H beliebig� Man setze

w � x� F �x�

F �z�
� z �

Es gilt F �w� � �� so da� w �M und w � z� D�h�

�w� z� � � � �x� z�� F �x�

F �z�
� kzk� � � �

Durch Umformung folgt

F �x� � �x� y�

mit

y �
F �z�

kzk� z �

Es ist leicht einzusehen� da� y eindeutig ist�

Zuletzt folgt aus

kFk � sup
x

j�x� y�j
kxk � kxk � kyk

kxk � kyk

und

kFk � sup
x

j�x� y�j
kxk � j�y� y�j

kyk � kyk �

da� kFk � kyk�

Satz ��� �Lax�Milgram� Sei a eine beschr�ankte� koerzive Bilinearform auf dem Hil�

bertraum H und F ein beschr�anktes lineares Funktional auf H� Dann gibt es ein

eindeutiges Element f � H� so da�

a�u� f� � F �u� f�ur alle u � H �

Beweis	 Sei v � H� Die Abbildung

u ��	 a�u� v�

ist ein beschr�anktes lineares Funktional� Wegen des Rieszschen Satzes gibt es ein fv � H

mit

a�u� v� � �u� fv� f�ur alle u � H �

Die Abbildung T  H �	 H�

T  v �	 fv

ist beschr�ankt und linear�



��� Finite Elemente	 Theoretische Vorbereitungen

a� Beschr�anktheit

kfvk� � �fv� fv� � a�fv� v� � kak � kfvk � kvk �

so da�

kfvk � kTvk � kak � kvk

b� Linearit�at

Sei

a�u� v�� � �u� Tv�� �

a�u� v�� � �u� Tv��

Dann gilt

a�u� v� � v�� � �u� Tv� � Tv�� �

d�h�

T �v� � v�� � Tv� � Tv� �

Es gilt auch� da�

�kvk� � a�v� v� � �v� Tv� � kvk � kTvk �
� kTvk � �kvk �

T ist also injektiv und T�� ist beschr�ankt� Der Wertebereich R�T � ist abgeschlossen�

Es folgt� da� R�T � � H� d�h� T ist surjektiv� Denn sonst gibt es wegen des Projektions�

satzes mit M � R�T � ein Element

z � H � z �� � �
z � M� �

D�h�



��� Variationsgleichungen im Hilbertraum ���

a�z� v� � �z� Tv� � � f�ur alle v � H �

Insbesondere

a�z� z� � �z� T z� � � �

so da�

z � � �

Die inverse Abbildung T�� ist deshalb eine lineare� beschr�ankte Abbildung von H auf H�

Es gilt

a�u� T��w� � �u� w� f�ur alle u� w � H �

Wegen des Rieszschen Satzes gibt es ein Element g � H mit

F �u� � �u� g� f�ur alle u � H �

Es folgt

F �u� � �u� g� � a�u� T��g� f�ur alle u � H �

Man setze f � T��g�

Bemerkung ��� Es gibt auch ein eindeutiges Element u � H mit

a�u� v� � F �v� f�ur alle v � H �

Satz ��� Sei a eine beschr�ankte� symmetrische� koerzive Bilinearform auf dem Hil�

bertraum H und F �v� � �b� v� mit b � H�

E�v� � a�v� v�� ��b� v� � ���

Dann ist u � H eine L�osung der Gleichung

a�u� v� � �b� v� ����

genau dann� wenn

E�u� � inf
v�H

E�v� �� � ��

Es existiert genau ein u � V � das �� � �� erf�ullt�
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Beweis	

� Sei u die L�osung von ���� und v � H� Dann folgt

E�v�� E�u� � a�v� v�� a�u� u�� ��b� v � u�

� a�v � u� v � u� � ��a�u� v � u�� �b� v � u��

� a�v � u� v � u�

� � �

� u erf�ulle �� � ��� Dann gilt

E�u� � E�u� v� f�ur alle  � R � v � H �

Es folgt

�a�v� v� � �a�u� v�� ��b� v� � � �

F�ur  � � erhalten wir aus

a�v� v� � �a�u� v�� ��b� v� � �

da�

a�u� v�� �b� v� � � �

F�ur  � � erhalten wir

a�u� v�� �b� v� � � �
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��� Variationsungleichungen� Einleitung

Im letzten Absatz wurde gezeigt� da� die Variationsgleichung

a�u� v� � �b� v� � v � H

auch als Optimierungsproblem

inf
v�H

a�v� v�� ��b� v�

gestellt werden kann� Es gibt eine Erweiterung dieser beiden Probleme� die Variations�

ungleichung� die sowohl theoretische als auch praktische Anwendung �ndet� In diesem

Absatz betrachten wir ein einfaches Beispiel �siehe Elliot und Ockendon ��
��� S� �����

Man betrachte das Randwertproblem �RWP�

� �u���x� � f�x� � �� � � � x � �
������

�u��� � �u��� � �

Die L�osung

�u�x� �
x��� x�

�
������

erf�ullt die Variationsgleichung �VG�

a��u� v� � �f� v� � v � X ������

mit

a�u� v� �

�Z
	

uxvx dx ����	�

�f� v� �

�Z
	

f�x�v�x�dx ������

und die geeignete Wahl des Raumes X� �Z�B� X � H�
	 ��� ���� Diese L�osung �u wird in

Abbildung ���a� graphisch dargestellt�
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Es wird jetzt vorausgesetzt� da� das Problem ������ ein physikalisches Problem darstellt�

und zwar die Biegung eines Stabes �man denke an Splines��� Es sei jetzt ein Hindernis

y � ��x� � c���x� vorhanden� so da� die L�osung u�x� den Wert ��x� nicht �uberschreiten
darf� Man stellt sich jetzt vor� da� eine m�ogliche L�osung u�x� wie in Abbildung ���b�

aussehen w�urde� Zwischen x � � und x � x	 liegt der Stab unterhalb des Hindernisses

und erf�ullt die vorgegebene Di�erentialgleichung� Zwischen x � x	 und x � � liegt der

Stab auf dem Hindernis�

0 1

c

0 x0 1

c

a) b)

Abbildung ���� Elastischer Stab ohne und mit Hindernis

Wenn diese Vorstellung richtig w�are� dann w�urde u das folgende Problem l�osen

� u
��

�x� � �� � � � x � x	 � ������

u��� � u��� � � �

u�x� � ��x� � x	 � x � � � ������

Eine L�osung des Problems ������� ������ l�a�t sich leicht berechnen

u�x� �

�
c��� x�� �

�
�x� x	�

� � � � x � x	
c��� x� � ��x� � x	 � x � � ������

mit

x	 �
p
�c ������

Die Frage stellt sich nun� ob u eine L�osung der Form ������ erf�ullt� Sei

K � fv � X  v�x� � ��x� � � � x � �g �

O�ensichtlich gilt u � K�
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Sei nun v � K�

Es gilt

a�u� v � u� �

�Z
	

ux�vx � ux�dx

�

x�Z
	

ux�vx � ux�dx�

�Z
x�

ux�vx � ux�dx

� ux�v � u��x�	 � ux�v � u���x� �
x�Z
	

uxx�v � u�dx�
�Z

x�

uxx�v � u�dx

� �v�x	�� ��x	���ux�x	 � ��� ux�x	 � ��� �

x�Z
	

f � �v � u�dx�
�Z

x�

�xx�v � ��dx �

Es gilt

ux�x	 � �� � ux�x	 � �� � �c
�xx � � � x	 � x � �
v�x� � ��x� � � � x � �

so da�

a�u� v � u� � �

x�Z
	

f � �v � u�dx� �

�
x�Z
	

f � �v � u�dx�

�Z
x�

f � �v � u�dx

� �f� v � u� �

Zusammenfassend ist u die L�osung der Variationsungleichung �VU��

Finde u � K mit �VU� a�u� v � u� � �f� v � u� f�ur v � K

Es gibt zwei weitere Probleme� die zur VU �aquivalent sind

� Die entsprechende Minimierungsaufgabe hei�t � in Anlehnung an Probleme in der
Optimierung � das Quadratische Programmierungsproblem �QP�

E�u� � inf
v�K

E�v�
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mit

E�v� � a�v� v�� ��f� v� �

� Das Lineare Komplementarit�atsproblem �LKP�

Au � f � � � x � �
u � � � � � x � �

��Au� f��x�� � �u�x�� ��x�� � � � � � x � �

mit

�Au��x� � �u���x� �

Da�u eine L�osung des QP ist� l�a�t sich leicht best�atigen� Sei

a�u� v � u� � �f� v � u� � f�ur alle v � K �

Es folgt� f�ur v � K�

E�v�� E�u� � a�v� v�� a�u� u�� ��f� v � u�

� a�v � u� v � u� � ��a�u� v � u�� �f� v � u��

� � �

Da�u eine L�osung des LKP ist� kann ebenfalls leicht bewiesen werden� obwohl die Bedeu�

tung der Gleichungen

Au � f

und

u � �

sorgf�altig de�niert werden mu��

Der Operator A wird mit Hilfe des Rieszschen Satzes wie folgt de�niert

a�u� v� � �Au� v� � f�ur alle v � K �

Sei
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K � ��Q �

so da� auch folgenderma�en de�niert werden kann

Q � fv � X  v�x� � � f��u�g

oder

Q � Vervollst�andigung von f � C�
	 ��� ��   � �g

Die Ungleichung

u� � � �

wird als �u� � � Q interpretiert� Die Ungleichung

Au � f

impliziert

�Au� f� w� � � f�ur alle w � Q �

Sei jetzt nun u die L�osung des VU Problems

a�u� v � u� � �f� v � u� f�ur alle v � K �

d�h�

�Au� f� v � u� � � f�ur alle v � K �

Insbesondere ist v � u� w � K f�ur alle w � Q� so da�

�Au� f� w� � � f�ur alle w � Q �

d�h�� wie behauptet�

Au� f � � �

Sei w � K�w � u� Setzt man v � w in der VU� folgt

�Au� f� w � u� � � �

Setzt man v � �u� w in die VI ein� folgt

�Au� f� u� w� � � �
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Zusammengenommen folgt

�Au� f� u� w� � � � f�ur alle w � K mit w � u �

Betrachte nun eine Folge fwng � K � wn � u mit wn �	 � in L���� ��� Da Au � f �
L���� ��� folgt

j�Au� f� u� ��j � j�Au� f� u� wn�j� j�Au� f� wn � ��j
� kAu� fk� � kwn � �k� �

also �Au� f� u��� � �� und daraus folgt die dritte Relation des LKP� da beide Faktoren

das Vorzeichen in ��� �� nicht wechseln�

����� Diskretisierung der Variationsformulierungen

Sei nun

� � x	 	 x� 	 � � � 	 xn
� � �

n � � St�utzpunkte im Intervall ��� �� mit xi � ih� h � �
n
und Sh � X die Menge der

stetigen st�uckweisen lineareren Funktionen auf ��� �� mit St�utzpunkten x	� � � � xn
�� so

da� die Randbedingungen s��� � s��� � � erf�ullt werden� Sei

Kh � fvh � Sh  v�xj� � ��xj� � � � j � n� �g �

Wir erhalten die diskrete Variationsungleichung

Finde uh � Kh mit

V Ih  a�uh� vh � uh� � �f� vh � uh� f�ur alle vh � Kh �

Sei uh die L�osung von V Ih� Man setze

uh �

�BB
uh�x��
���

uh�xn�

�CCA � Rn �

�h �

�BB
��x��
���

��xn�

�CCA � Rn �
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Ah �
�

h�

�BBBBBB
� �� O

�� � � � � � �
� � � � � � ��

O �� �

�CCCCCCA � mat�n� n�

bh �

�BBBBB
�

�
���

�

�CCCCCA � Rn �

�Kh � fvh � Rn  vh�i � ��xi� � � � i � ng
Es folgt

gV Uh  uThAh�vh � uh� � bTh �vh � uh� f�ur alle vh � �KhgQP h  Eh�uh� � Eh�vh� f�ur alle vh � �Kh

mit

Eh�v� � vTAhv � �bThvh f�ur alle vh � Rn

und

�LKP h  Ahuh � bh

uh � �h

�Ahuh � bh�
T �uh � �h� � � �

d�h� falls uh�i � �h�i 	 �� dann gilt �Ahuh � bh� � ��

Die L�osung uh kann durch das projektierte S�O�R��Verfahren berechnet werden

u
�	�
h � �h sonst beliebig

d�k�h�i �

�bh�i �X
j
i

ah�iju
�k
��
h�j �X

j�i

ah�iju
�k�
h�j

�A �ah�ii � u�k�h�i

u
�k
����
h�i � u

�k�
h�i � �d

�k�
h�i

u
�k
��
h�i � min

n
�h�i�u

k
���
h�i

o
mit � � ��� ���
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Beispiel ���

c �
�

�
� h �

�

	

x	 �
p
�c �

�

�

Finde uh � �uh��� uh���
T mit

��uh�� � uh��� � �




��uh�� � uh��� � �




uh�� � ��h� �
�� h

�
�
�

��

uh�� � ���h� �
�� �h
�

�
�

��
�

Die L�osung ist

uh�� �
��

���
� uh�� �

�

��
�

Die ersten Gau��Seidel�Approximationen sind

k u
�k�
h�� u

�k�
h��

� � �

� �� ����� �� ������

� �� ��	�� �� ������

��
 Variationsungleichungen im Hilbertraum

In diesem Absatz wird die Existenz und Eindeutigkeit der L�osung einer Variationsunglei�

chung bewiesen� Wir folgen dem Beweis in Kinderlehrer und Stampacchia ��
���� Damit

erhalten wir auch einen neuen Beweis des Satzes von Lax und Milgram�

Satz ��� Sei a�u� v� eine koerzive Bilinearform auf einem Hilbertraum H mit der

Koerzivit�atskonstante �� K eine abgeschlossene konvexe Teilmenge von H und f ein

lineares beschr�anktes Funktional auf H �d�h� f � H
�
	� Dann existiert ein eindeutiges

Element u � K� so da�

a�u� v � u� � �f� v � u� f�ur alle v � K ���
Die Abbildung f �	 u ist Lipschitz� seien u� und u� L�osungen des Problems ��� f�ur
f� bzw� f� � H

�
� dann gilt

ku� � u�k � �

�
kf� � f�k ����
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Beweis	

Die Ungleichung ���� wird zuerst bewiesen� Seien u� und u� L�osungen der Gleichung ���

ui � K  a�ui� v � ui� � �fi� v � ui� f�ur v � K � i � �� � �

Setze v � u� in der Variationsungleichung f�ur u� und v � u� in der Variationsungleichung

f�ur u� und addiere die beiden Ungleichungen� Es ergibt sich

a�u� � u�� u� � u�� � �f� � f��u� � u�� �

Unter Benutzung der Koerzivit�at von a folgt

�ku� � u�k� � hf� � f�� u� � u�i
� kf� � f�k � ku� � u�k �

so da� ���� bewiesen ist�

Die Existenz der L�osung u wird in zwei Schritten durchgef�uhrt� Zuerst wird die Existenz

bewiesen unter der Annahme� da� die Bilinearform a symmetrisch sei� Anschlie�end

wird der Beweis f�ur den allgemeinen Fall gegeben�

Sei nun vorerst a symmetrisch� Sei

I�v� � a�v� v�� ��f� v� � v � H

und

d � inf
v�K

I�v� �

Es gilt

I�u� � �kuk� � �kfkH� � kukH
� �kuk� � �����kfk�H� � �kuk�
� ������kfk�H� �

so da�

d � �����kfk�H� � � �

Sei fung eine minimierende Folge f�ur I bzgl� K mit

fun � K  d � I�un� � d� ���n�g �



��� Finite Elemente	 Theoretische Vorbereitungen

Da a symmetrisch und K konvex ist� folgt

�kun � umk� � a�un � um� un � um�

� �a�un� un� � �a�um� um�� �a
�
�

�
�un � um��

�

�
�un � um�

�
� �I�un� � �I�um�� �I

�
�

�
�un � um�

�
� �����n� � ���m�� �

wobei wir zunutze gemacht haben� da�

��f� un� � ��f� um�� �
�
f�
un � um
�

�
� � �

Die Folge fung ist deshalb eine Cauchy�Folge� und die abgeschlossene Menge K enth�alt

ein Element u� so da� kun � uk �	 �� Da die Bilinearform a stetig ist� schlie�en wir

daraus� da�

I�u� � d �

Wir m�ochten jetzt beweisen� da� u eine L�osung der Variationsungleichung ist�

Sei v � K � � � � � �� K ist konvex� so da�

u� ��v � u� � ��� ��u� �v � K

und

I�u� ��v � u�� � d � I�u� �

d�h�

��a�u� v � u� � ��a�v � u� v � u�� ���f� v � u� � �

oder

a�u� v � u� � �f� v � u�� �
�
�a�v � u� v � u� f�ur alle � � � � � � � �

Man betrachte den Grenz�ubergang � �	 � und schlie�e daraus� da� u die Variationsun�

gleichung ��� erf�ullt�

Bei den bisherigen �Uberlegungen wurde vorausgesetzt� da� a symmetrisch ist� Diese

Voraussetzung wird jetzt fallengelassen�

Man de�niere drei Bilinearformen a	� b und at mit t � ��� ��
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at � a	�u� v� � tb�u� v� � � � t � � �
wo

a	�u� v� �
�

�
�a�u� v� � a�v� u��

und

b�u� v� �
�

�
�a�u� v�� a�v� u�� �

a	 und b sind die symmetrischen bzw� unsymmetrischen Teile von a� Man merke

a��u� v� � a�u� v�

und

at�v� v� � a�v� v� �

so da� at koerziv ist mit der Konstante ��

Wir zeigen� da� die Gleichung ��� eine L�osung hat� indem wir eine endliche Folge � �

t	 	 t� 	 � � � 	 tn � � konstruieren� so da� die Ungleichung

u � K  atk�u� v � u� � �f� v � u� � v � K

eine L�osung u � utk�f f�ur alle f � H
�
besitzt� Dies gilt sicherlich f�ur t	 � �� da a	

symmetrisch ist� Die Existenz von t�� � � � � tn folgt aus dem n�achsten Lemma�

Lemma ��� Die Variationsungleichung

u � K  a� �u� v � u� � �f� v � u� � v � K

besitze eine L�osung u f�ur alle f � H
�
�

Dann ist die Variationsgleichung

u � K  at�u� v � u� � �f� v � u� � v � K

f�ur alle f � H
�
und alle t

� � t � � � t	

l�osbar� wo

t	 �
�

�M

und

M � sup
jb�u� v�j
kuk � kvk 	 � �
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Beweis	

Sei w � K� De�niere das lineare Funktional Ft�w  K �	 R durch

�Ft�w� v� � �f� v�� �t� ��b�w� v�

f�ur � � t � � � t	� Sei u die L�osung der Variationsungleichung

u � K  a� �u� v � u� � �Ft�w� v � u� � v � K �� � �� �

Nach den Voraussetzungen existiert u� Da�u eindeutig ist� folgt sofort aus ����� u ist von
der Wahl von w und t abh�angig� Wir schreiben

u � Tw �

Der Operator T ist de�niert und T  K �	 K�

Wir behaupten� da� T kontrahierend ist mit der Konstante �
�
� Um eben dies zu zeigen�

seien w�� w� � K� Sei

u� � Tw� �

u� � Tw� �

Wegen ���� erhalten wir mit

kTw� � Tw�k � ku� � u�k
� �

�
kFt�w� � Ft�w�k

� �

�
jt� � j sup

v�H

jb�w� � w�� v�j
kvk

� �

�
jt� � jMkw� � w�k

� t	
�
Mkw� � w�k

�
�

�
kw� � w�k

Da T  K �	 K kontrahierend ist� folgt aus dem Banachschen Fixpunktsatz� da� es einen

Fixpunkt u gibt� u � Tu� d�h �siehe �� � ���

a� �u� v � u� � �Ft�u� v � u�

� �f� v � u�� �t� ��b�u� v � u�
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oder

a	�u� v � u� � � b�u� v � u� � �f� v � u�� �t� ��b�u� v � u�

oder

a	�u� v � u� � t b�u� v � u� � �f� v � u�

oder

a�u� v � u� � �f� v � u� �
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Kapitel �

Sobolew�R�aume

��� Einf�uhrung

Im letzen Kapitel wurde die Existenz und Eindeutigkeit der L�osung der Variationsglei�

chung

a�u� v� � �b� v� � v � H

bzw� der Variationsungleichung

a�u� v � u� � �f� v � u� f�ur alle v � K ���
bewiesen� Vorausgesetz war die Existenz des Hilberraumes X� Die Sobolew� R�aume sind

in vielen Anwendungen geignete Hilbertr�aume�

Spezielle F�alle der Sobolew�R�aume wurden auch fr�uher benutzt �siehe z�B� Courant�

Friedrichs� Lewy��
��� oder Courant und Friedrichs��
	���� aber wir verdanken Sobolew

wertvolle Beitr�age insbesondere die Einbettungss�atze�

In diesem Kapitel werden die ben�otigten Begri�e� einschlei�lich die Grundz�uge des Le�

besgueschen Integrals� kurz erl�autert�

Es gibt mehrere B�ucher� die die Theorie der Sobolewschen R�aume ausf�uhrlich beschrei�

ben� Besonders empfehlungswert ist das Buch von Adams��
����

��� Die Lebesguesche Theorie

Es gibt mehrere M�oglichkeiten� die Lebesguesche Theorie zu entwickeln� Wir benutzen

hier die Darstellung von Forster und untersuchen folgende Themen

�� Integrierbare Funktionen

�� Me�bare Mengen

	� Konvergenzs�atze
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�� Integrierbare Funktionen

De�nition ��� �Oberintegral� Unterintegral	

sieheForsterIII� S���

�

Sei f  Rn 	 R � f�g eine beliebige Funktion� Dann setzt man

Z �

f�x�dx � inf

���
Z
Rn

��x�dx  � � H�Rn�� � � f

��� �

Z
�
f�x�dx � sup

���
Z
Rn

��x�dx  � � H��Rn�� � � f

��� �

De�nition ��� Eine Funktion f  Rn 	 R � f�g hei�t Lebesgue�integrierbar� falls

� 	
Z
�
f�x�dx �

Z �

f�x�dx 	 �

Der gemeinsame Wert des Ober� und Unterintegrals hei�t dann das Lebesgue�

Integral von f und wird mit
R
f�x�dx bezeichnet�

Bemerkung ��� Jede Funktion f � Cc�Rn� ist Lebesgue�integrierbar� Allgemei�

ner gilt� Eine Funktion f � H�Rn� bzw� g � H��Rn� ist genau dann Lebesgue�

integrierbar� falls Z
f�x�dx 	 bzw�

Z
g�x�dx � � �

Sei f  Rn �	 R � f�g eine Funktion� Dann werden Funktionen f
� f�  Rn �	
R
 � fg de�niert durch

f
�x� �

�
f�x�� falls f�x� � ��
� sonst�

f��x� �

� �f�x�� falls f�x� � ��
� sonst�

Es gilt f � f
 � f� und jf j � f
 � f� �

Satz ��� Sei f  Rn �	 R � f�g eine Funktion�

a	 f ist genau dann integrierbar� wenn f
 und f� integrierbar sind�
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b	 Ist f integrierbar� so ist auch jf j integrierbar�

Beweis Forster� S� ��

De�nition ��� Wir bezeichnen mit L��R
n� die Menge aller Lebesgue�integrierbaren

Funktionen f  Rn �	 R� �Die Werte � sind hier nicht zugelassen�	

Satz ��� Seien f� g � L��R
n� und  � R� Dann sind auch f� f � g � L��R

n� und es

gilt�

a	
R
�f�x� � g�x��dx �

R
f�x�dx�

R
g�x�dx�

b	
R
f�x�dx � 

R
f�x�dx�

c	 Falls f � g� folgt
R
f�x�dx � R g�x�dx�

Beweis Forster� S� ��

Bemerkung ��� Satz ��� bedeutet� da� L��R
n� ein Vektorraum ist und das Integral

ein lineares monotones Funktional auf diesem Vektorraum darstellt�

Satz ��� a	 Seien f� g � L��R
n�� Die Funktion g sei beschr�ankt� d�h� es existiere

eine Konstante M � R
 mit jg�x�j �M f�ur alle x � Rn � Dann gilt fg � L��R
n��

b	 Sei f � L��R
n� eine beschr�ankte integrierbare Funktion und p � � eine reelle

Zahl� Dann ist auch jf jp � L��R
n��

Beweis Forster� S� ��

Satz ��� Seien f� � L��R
n� und f� � L��R

m�� Dann geh�ort die durch

�f� � f���x� y� � f��x�f��y�

f�ur alle x � Rn � y � Rm de�nierte Funktion f� � f�  R
n
m 	 R zu L��R

n
m� und es

gilt Z
Rn�m

f��x�f��y�d
nxdmy �

Z
Rn

f��x�d
nx �

Z
Rm

f��y�d
my �

Satz ��� Sei f  Rn 	 R�f�g integrierbar und seien A � GL�n�R� � b � Rn � Dann
ist auch die Funktion x �	 f�Ax� b� integrierbar und es giltZ

Rn

f�Ax� b�dx �
�

j detAj
Z
Rn

f�x�dx �

�� Me�bare Mengen
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De�nition ��� Eine Teilmenge M � Rn hei�t me�bar �oder integrierbar	� falls ihre

charakteristische Funktion �M integrierbar ist� In diesem Fall ist das Volumen �oder

Lebesgue�Ma�	 von M de�niert als

Vol �M� �
Z
Rn

�M�x�d
nx �

Beispiel ��� Jede kompakte Menge K � Rn ist integrierbar�

Satz �� Seien A�B � Rn integrierbare Mengen� Dann sind auch die Mengen A 

B � A �B und AnB integrierbar und es gilt

Vol �A � B� � Vol �A� �Vol �B��Vol �A 
B� �

Vol �AnB� � Vol �A��Vol �A 
B� �

Beispiel ��� Jede beschr�ankte o�ene Menge U � Rn ist integrierbar� Denn die ab�

geschlossene H�ulle !U und der Rand �U sind kompakt� also integrierbar� Deshalb ist

auch U � !Un�U integrierbar�

Integration �uber Teilmengen

De�nition ��� Sei M � Rn eine beliebige Teilmenge� Eine Funktion f  M 	 R �
f�g hei�t integrierbar �uber M � falls die trivial fortgesetzte Funktion �f  Rn 	
R � f�g�

�f�x� �

�
f�x� f�ur x �M �

� f�ur x � RnnM �

�uber Rn integrierbar ist� Man setzt dannZ
M

f�x�dx �
Z
Rn

�f�x�dx �

De�nition �� Eine Teilmenge M � Rn hei�t Nullmenge� wenn sie integrierbar ist

und das Lebesgue�Ma� �Volumen	 Null hat�

Bemerkung ��� Da das Unterintegral der charakteristischen Funktion einer belie�

bigen Menge stets nicht�negativ ist� ist M genau dann Nullmenge� wennZ �

�M�x�dx � � �

Satz ��
 a	 Sei M � Rn eine Nullmenge und N � M � Dann ist auch N eine

Nullmenge�
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b	 Sei Mk � Rn � k � N� eine abz�ahlbare Familie von Nullmengen�

Dann ist auch die Vereinigung

M �
��
k�	

Mk

eine Nullmenge�

Satz ��� Sei A � Rn eine Nullmenge� Dann gibt es zu jedem � � � eine integrierbare

o�ene Menge U � Rn mit

A � U und Vol �U� 	 � �

Satz ��� Eine Teilmenge A � Rn ist genau dann eine Nullmenge� wenn es zu jedem

� � � eine abz�ahlbare Familie �Qi�i�I von Quadern �oder W�urfeln	 Qi � Rn gibt mit

A � �
i

Qi und
X
i

Vol �Qi� 	 � �

Satz ���� Sei U � Rn o�en und F  U 	 Rn eine stetig di�erenzierbare Abbildung�

Dann ist f�ur jede Nullmenge A � U das Bild F �A� eine Nullmenge�

Beispiele von Nullmengen

�� Jeder Punkt im Rn�n � �� ist eine Nullmenge� Also ist auch jede abz�ahlbare Punkt�
menge eine Nullmenge�

�� Jede Hyperebene H � Rn ist eine Nullmenge�

	� Der Rand jedes Polyeders ist eine Nullmenge�

�� Sei A � Rn�� eine kompakte Menge und f  A �	 R eine stetige Funktion� Dann
ist der Graph # von f �

# � f�x� y� � Rn�� � R  x � A � y � f�x�g

eine Nullmenge in Rn �

De�nition ��
 Gegeben seien zwei Funktionen f� g  Rn 	 R � f�g� Wir nennen

f und g �Lebesgue�	fast �uberall gleich� wenn die Menge

fx � Rn  f�x� �� g�x�g

eine Nullmenge ist�
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Bemerkung ��� Sei f � g fast �uberall� Falls im Punkt a � Rn beide Funktionen

endlich und stetig sind� gilt f�a� � g�a�� Denn in jeder Umgebung U von a gibt es

Punkt x � U mit f�x� � g�x��

Satz ���� Seien f� g  Rn 	 R � f�g zwei Funktionen� so da�

f � g fast �uberall �

Ist f integrierbar� so ist auch g integrierbar und es giltZ
f�x�dx �

Z
g�x�dx �

Sei A � Rn eine Menge und N � A eine Nullmenge� Gilt eine Aussage a f�ur x � AnN �
dann sagt man� da� die Aussage fast �uberall gilt und schreibt

a fast �uberall �

$fast �uberall% wird auch als $presque partout% oder $p�p�% oder $almost everywhere%

oder $a�e�% geschrieben�

Satz ���� �Fubini	�

Sei f  Rk�Rm 	 R�f�g eine integrierbare Funktion� Dann gibt es eine Nullmenge
N � Rm � so da� f�ur jedes fest y � RmnN die Funktion

Rk �	 R � f�g
x ��	 f�x� y�

integrierbar ist� Setzt man

F �y� �
Z
Rk

f�x� y�dkx f�ur y � RmnN

und de�niert F �y� f�ur y � N beliebig� so ist die Funktion F  Rm 	 R � f�g
integrierbar und es gilt Z

Rk�m

f�x� y�dkxdmy �
Z
Rm

F �y�dmy �

	� Konvergenzs�atze

Satz ���� �Satz von der monotonen Konvergenz von B� Levi	�

Sei fk  R
n 	 R � f�g � k � N� eine Folge integrierbarer Funktionen mit fk � fk
�

f�ur alle k � N� Falls
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lim
k��

Z
fk�x�dx �M 	 �

so ist die Funktion

f � lim
k��

fk

integrierbar und es gilt Z
f�x�dx � lim

k��

Z
fk�x�dx �

Satz ���� �Satz von der majorisierten Konvergenz von H� Lebesgue	�

Sei fk � L��R
n� � k � N� eine Folge integrierbarer Funktionen� die fast �uberall auf

Rn punktweise gegen eine Funktion f  Rn 	 R konvergiere� Es gebe eine Funktion

F  Rn 	 R
 � fg mit kFkL� 	� so da�

jfkj � F f�ur alle k � N �

Dann ist auch f integrierbar undZ
f�x�dx � lim

k��

Z
fk�x�dx �

��� Topologische R�aume

In diesem Absatz besprechen wir einige Begri�e bzgl� topologischer R�aume�

Topologische R�aume

Sei X eine Menge� Ein System � von Untermengen von X�

� � PX

ist eine Topologie auf X� falls

�� � � �

�� X � �

	� Seien ��� � � � � �m � � � Dann gilt

n 
i��

�i � � �

D�h� der Durchschnitt endlich vieler Mengen aus � geh�ort zu � �
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�� Sei �i � � � i � I� Dann gilt

�
i�I

�i � � �

D�h� die Vereinigung beliebig vieler Mengen aus � liegt in � �

Die Elemente � � � hei�en o�ene Mengen des topologischen Raumes �X� ���

Eine Teilmenge M � X hei�t Umgebung eines Punktes x des topologischen Raumes

�X� ��� falls

�� x �M

�� Es existiert U � � mit

x � U �M �

Sei X ein linearer Vektorraum� Sei � eine Topologie auf X� �X� �� hei�t topologischer

Vektorraum� falls Addition und Multiplikation� d�h� die Abbildungen

�x� y� ��	 x� y �

�� x� ��	 x �

stetig sind�

Eine Menge B von Umgebungen von � hei�t Nullumgebungsbasis� wenn jede Umgebung
U von � ein V � B umfa�t�

Ein topologischer Vektorraum hei�t lokal konvex� falls jede Umgebung eines Punktes

eine konvexe Umgebung des Punktes umfa�t�

Satz ���� Ein lokalkonvexer Vektorraum X besitzt eine Nullumgebungsbasis mit�

�� F�ur jedes U� V � U gibt es ein W � U mit

W � U 
 V �

� F�ur jedes U � U und � �� � gilt �U � U �

�� Jedes U � U ist balanciert� konvex und absorbierend� d�h�

�a	 u� v � U �  � ��� �� �� u� ��� �v � U � �konvex	
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�b	 F�ur jedes u � X existiert � � R mit ���u � U � �absorbierend	

�c	 u � U � j�j � � �� �U � U � �balanciert	

Umgekehrt� jede Menge U mit den Eigenschaften � � 	 erzeugt eine Topologie � � so da�

�X� �� lokalkonvex ist�

Sei

V � fV � X  U � V f�ur mindestens ein U � �g
Vx � fx� V  V � Vg �

Dann ist Vx eine Umgebungsbasis f�ur x�

Beweis Robertson � Robertson� S� ���

Sei X ein Vektorraum� Eine Abbildung p  X �	 R
 hei�t Halbnorm� falls

�� p�x� � p�y� � p�x� � p�y�

�� p��x� � j�jp�x��

Satz ��� Sei p eine Halbnorm auf X und � � R � � � �� Sei

M � fx � X  p�x� � �g �

Dann gilt�

�� O �M �

� M ist konvex�

�� M ist balanciert� d�h� sei x � M � j�j � �� dann folgt

�x �M �

�� M ist absorbierend� d�h� f�ur jedes x � X existiert � � R mit

���x �M �

�� p�x� � inff� � �  x � �Mg�



��� Sobolew�R�aume

Beweis Robertson � Robertson� S� �	�

Sei fp��x�  � � #g eine Familie von Halbnormen auf einem Vektorraum X der der

Eigenschaft� da� f�ur jedes x	 � X eine Halbnorm p� existiert mit

p��x	� �� � �

Sei

U � U���� � � � � �n ( ��� � � � � �n� � fx � X  p�k�x� � �k � � � k � ng �

U ist konvex� balanciert und absorbierend� Sei U	 die Menge aller U �

Behauptung U	 ist eine Nullumgebungsbasis f�ur eine Topologie � � �X� �� ist ein lokal�

konvexer topologischer Raum�

Beweis Siehe Yosida� S� ��� Robertson� S� ���

Sei X ein Vektorraum� Sei fX�g eine Familie von Unterr�aumen� X� � X� mit X � �X��

Jedes X� sei ein lokalkonvexer topologischer Vektorraum� so da� � wenn X� � X� � gilt

Die Topologie von X� ist mit der relativen Topologie von X� bzgl� X� identisch� U	 sei

die Menge von allen Mengen U	 � X mit

�� U	 ist konvex und balanciert�

�� U	 
X� ist eine Umgebung von � in X��

Behauptung U	 ist eine Nullumgebungsbasis f�ur eine Topologie � � Mit dieser Topologie

� ist �X� �� ein lokalkonvexer topologischer Vektorraum� � hei�t die induktive Topologie

von X bzgl� fX�g�

Beweis Siehe Robertson � Robertson� S� �
�

��
 Sobolev�R�aume� De�nition durch Vervollst�andi�

gung

Sei � eine o�ene Teilmenge des Rn � Sei

C���� � Menge aller unendlich oft di�erenzierbaren reellen Funktionen auf ��

Satz ���
 Sei X ein metrischer Raum� Dann gibt es einen Fr�echet�Raum Y und

einen Unterraum �X � Y mit�
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�� �X ist dicht in Y �

� X und �X sind isometrisch und isomorph�

Der Raum �X hei�t Vervollst�andigung von X und ist bis auf Isometrie eindeutig�

Beweis Der Beweis basiert auf Cauchy�Folgen� wie bei der Vervollst�andigung von Q zu

R�

De�nition ��� Sei � eine o�ene Teilmenge des Rn � n � N � p � R � m � � � p �
�� Sei Lp��� der Lebesguesche Raum� Die Elemente dieses Raumes sind Klassen

�aquivalenter Funktionen x�t�� die auf � Lebesgue�me�bar sind und f�ur die jx�t�jp
Lebesgue�summierbar ist�

kxkp �

��Z
�

jx�t�jpdt
�	��p � � � p 	 �

kxk� � vrai max
t��

jx�t�j � ess� sup jx�t�j
� inffK  jx�t�j � K fast �uberallg �

kukm�p �

�� X
	�j�j�m

�kD�ukp�p
�	��p � � � p 	 �

kukm�� � max
j�j�m

kD�uk� �

Hm�p��� � Vervollst�andigung von fu � C����  kukm�p 	g
Hm�p

	 ��� � Vervollst�andigung von fu � C�
	 ���  kukm�p 	g bez�uglich k � km�p �

Diese De�nitionen von Hm�p��� und Hm�p
	 ��� sind sehr einfach und oft sehr n�utzlich� Man

kann sie z�B� benutzen� um die De�nitionsbereiche der Bilinearform a und des linearen

Funktionals b zu erweitern

a�u� v� � lim a��n� n� �

�n 	 u

 n 	 v

�n� n � C����

Es l�a�t sich leicht feststellen� da� fa��n� n�g eine Cauchy�Folge ist� wenn f�ng und f ng
Cauchy�Folgen sind�

��� Sobolev�R�aume� De�nition mit Hilfe schwacher

Ableitungen

Obwohl die De�nition von Hm�p��� und Hm�p
	 ��� mit Hilfe der Vervollst�andigung sehr

schlicht ist� hat sie den Nachteil� da� die funktionstheoretischen Eigenschaften der
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Elemente von Hm�p��� nicht gekl�art sind� In diesem Absatz wird deshalb ein ganz

anderer Weg eingeschlagen�

Sei � eine o�ene Teilmenge von Rn � Sei

X � C�
	 ���

� die Menge aller unendlich oft di�erenzierbaren Funktionen auf

� mit kompaktem Tr�ager

Sei K � � kompakt�

DK��� � f� � X  supp��� � Kg �

Sei

pK�m��� � sup
j�j�m
x�K

jD��j �

f�ur � � DK��� � m � N	 � m � �� pK�m ist eine Seminorm auf DK���� Seien ��� � � � � �n
positive Zahlen�

U���� � � � � �n ( m�� � � � � mn ( K� � f� � DK���  pK�mj
��� � �j � � � j � ng �

Mit dieser Nullumgebungsbasis ist XK � DK��� ein lokalkonvexer topologischer Vektor�

raum�

De�nition ��� Mit der induktiven Topologie � bzgl� fXKg ist �X� �� ein lokalkonve�

xer topologischer Raum� der mit D��� bezeichnet wird�

Bemerkung ��� Siehe Yosida� S� �� f�ur weitere Eigenschaften von D����
Der Raum D����� der duale Raum zu D���� besteht aus allen stetigen linearen Funk�
tionalen auf D���� Ein Element T � D���� hei�t Distribution oder Verallgemeinerte

Funktion� � � D��� hei�t Testfunktion�
Seien nun S� T� Tn � D���� und c � R� Es gilt �siehe z�B� Adams� S� �
�

�� �S � T ���� � S��� � T ���� �� � D����
�� �cT ���� � c�T ���� � �� � D��� �
	� Tn �	 T in D���� genau dann� wenn Tn� �	 T� f�ur alle � � D����

Die Topologie von D���� ist die schwach*�Topologie� d�h� die schw�achste Topologie� womit

alle Funktionale L� � � � D����
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L�  D���� �	 R �

L��T � � 	 T� � �� T ���

stetig sind� Diese Topologie wird durch die Seminorm

p�T � � p�T (��� � � � � �m� � sup
��k�m

jT ��k�j

erzeugt�

De�nition ���� Sei T � D����� � ein Multiindex� Die Ableitung D�T ist die Distri�

bution

�D�T ���� � ����j�jT �D��� �

Sei u � Lloc� ���� d�h� ujA � L��A� f�ur jede me�bare Teilmenge A � �� wof�ur !A � � und
!A kompakt ist� Sei

Tu� �
Z
�

u�x���x�dx �

Tu ist ein lineares Funktional� Weiter ist Tu stetig� D�h� Tu ist eine Distribution� Tu �
D�����

De�nition ���� Sei u � Lloc� ���� v � Lloc� ��� hei�t die schwache Ableitung D�u von

u� falls

Tv � D��Tu� �

d�h� Z
�

v�x���x�dx � ����j�j
Z
u�x�D���x�dx f�ur alle � � D��� �

Beispiel ��� Sei H die Heaviside�Funktion

H�x� �

�
� � x � �
� � x 	 �

�D�TH����� � ���� � �	� �

wo �	 die Diracsche Funktion ist�

�	� � ���� �
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In diesem Beispiel hat die Funktion H keine verallgemeinerte Ableitung�

Bemerkung �� Falls die verallgemeinerte Ableitung D�u existiert� dann ist sie bis

auf Nullmengen eindeutig bestimmt�

De�nition ���� Sei m � N	 � p � R � p � � � � � Rn � Wm�p��� sei die Menge aller

Funktionen u� die schwache Ableitungen D�u � Lp��� besitzen� Man setzt

kukm�p �

�� X
j�j�m

�kD�ukp�p
�	��p �

Satz ���� Wm�p��� ist ein Banachraum�

Beweis �siehe Yosida� S� ����

Sei fukg eine Cauchy�Folge in Wm�p���� D�h�� f�ur jedes � � � gibt es N mit

kun � umkm�p � � f�ur m�n � N �

Es folgt� da� die Folgen von schwachen Ableitungen fD�ukg auch Cauchy�Folgen sind�
so da� Elemente f ��� � Lp��� existieren mit

D�uk �	 f ��� in Lp��� �

Es mu�dann gezeigt werden� da� f ��� � D�f �	� gilt�

��� Das Verh�altnis zwischen Wm�p��� und Hm�p���

Sei

X � C���� 
Hm�p��� �

X ist dicht in Hm�p���� Jedes Element x � X liegt auch in Wm�p���� Es folgt

Hm�p��� � Wm�p��� �

Lange Zeit blieb die Frage o�en� unter welchen Bedingungen Hm�p��� � Wm�p���� �
��

zeigten Meyers und Serrin in einer sehr sch�onen Arbeit� da� folgendes gilt

Satz ���� Sei � � p 	 � m � N	 � Dann gilt�

Hm�p��� � Wm�p��� �

Beweis Siehe Adams� S� ���

Der Satz ist falsch f�ur p ��
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Beispiel ��� Sei n � � � p � � � � � ������� � u�x� � jxj�

Die schwache Ableitung Du existiert� da f�ur jedes � � C�
	 ��������

����

�Z
��

u ���x�dx �

	Z
��

x ���x�dx�
�Z
	

x ���x�dx

� �x ��x��	�� �
	Z

��

��x�dx� �x ��x���	 �
�Z
	

��x�dx

�


�Z
��

v�x���x�dx

mit

v�x� �

� �� � x � �
�� � x � �

D�h� v � Du � u � W ���������� und

kuk��� � max
	����

kD�uk� � � �

Ist u � H����������� Wenn ja� dann existiert eine Cauchy� Folge f�ng mit

�n � C��������

und

k�n � uk� �	 � �

k��

n � vk� �	 � �

wo v � L�� Es l�a�t sich dann zeigen� da� v � Du�

Sei aber � 	 �� In jedem Intervall ������� ist

max Du � � �

min Du � � �

Es folgt� da� in so einem Intervall

k��

n �Duk� � �� � �
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��� Zusammenhang mit absoluten stetigen Funktio�

nen

De�nition ���� Eine auf dem Segment �a� b� de�nierte endliche Funktion f�x� hei�t

absolut stetig� wenn zu jedem � � � ein � � � existiert� so da� f�ur ein beliebiges endli�

ches System von paarweise durchschnittsfremden Intervallen �a�� b��� � � � � �an� bn� mit

der Gesamtl�ange

nX
k��

�bk � ak� 	 �

gilt �����
nX

k��

ff�bk�� f�ak�g
����� 	 � �

Satz ���� Jede absolut stetige Funktion ist unbestimmtes Integral ihrer Ableitung�

Beweis Siehe Natanson� S� ����

Satz ���� �siehe Smirnov� S� ����	

Sei � � fx  � 	 xi 	 � � � � i � ng� Sei u � W ��p��� und p � ��

Dann gibt es eine Funktion �� die auf !� de�niert ist� so da�

�� � ist �aquivalent zu u auf �� d�h� ��x� � u�x� f��u�

� � ist absolut stetig bzgl� x� f�ur � � x� � � f�ur fast alle x�� � � � � xn�

�� F�ur alle xi � ��� �� gilt�

��x� � ���� x�� � � � � xn� �

x�Z
	

���t� x�� � � � � xn�

�t
dt �

Morrey� S� ��� untersucht weitere Zusammenh�ange zwischen verallgemeinerten Ableitun�

gen und absoluter Stetigkeit�

��� Die Sobolewschen Einbettungss�atze

��� Der Spur Operator �

���� Die Poincar�esche Ungleichung und ihre Anwen�

dungen

Sei
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jujm�p �

�� X
j�j�m

�kD�ukp�p
�	��p �

Auf Hm�p��� ist jujm�p eine Halbnorm� da j�jm�p � �� F�ur H
m�p
	 ��� ist jujm�p aber eine

Norm� die zu kukm�p �aquivalent ist� wie der folgende Satz zeigt

Satz ���� Sei � � Rn � d � �� � liege zwischen den Ebenen xn � � und xn � d�

Dann gibt es eine Konstante K mit

jujm�p � kukm�p � Kjujm�p f�ur alle u � Hm�p
	 �

Beweis �Adams� S� ����

Sei � � C�
	 ���� Man schreibe x � �x

�� xn� mit x
� � Rn�� � Dann gilt

��x� �

xnZ
	

d

dt
��x�� t�dt � ���

Die Ungleichung von H�older besagtZ
�

ju�x�v�x�jdx � kukp kvkp f�ur u � Lp��� � v � Lp���� �
�

p
�
�

p�
� � �

Satz ���� Sei

� 	 p 	 � u � Lp��� � v � Lp���� �
�

p
�
�

p�
� � �

Dann ist uv � L���� und Z
�

ju�x�v�x�jdx � kukp � kvkp� �

Beweis

Sei

f�t� �
tp

p
�
�

p�
� t �

F�ur t � � ist f � � mit f��� � �� Sei t � ab�p
��p� Dann folgt

ab � ap

p
�
bp

�

p�
�Young,s Ungleichung� �

Sei kukp � kvkp� � �� Man setze
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a �
ju�x�j
kukp � b �

jv�x�j
kvkp� �

Mit u � � und v � d
dt
��x�� t� folgt aus ���

j��x�jp �

�� xnZ
	

u�t�v�t�dt

�	p

� �kukp� � kvkp�p

�

� xnZ
	

� dt

�A
p

p�

�
xnZ
	

����� ddt��x�� t�
�����
p

dt

� xp��n �
dZ
	

����� ddt��x�� t�
�����
p

dt �

Es folgt

�k�k	�p�p �
Z

Rn��

dx�
dZ
	

j��x�jpdxn

�
Z

Rn��

dx�
dZ
	

xp��n dxn

dZ
	

����� ddt��x�� t�
�����
p

dt

� dp

p

Z
Rn

dx�
dZ
	

����� ddt��x�� t�
�����
p

dt

� dp

p
�j�j��p�p

Zusammenfassend

j�jp��p � k�kp��p � k�kp	�p � j�jp��p �
�
dp

p
� �

�
j�jp��p � ����

Die Ungleichung ���� gilt auch� wenn � durch ihre Ableitungen ersetzt wird� Der Satz

folgt nun z�B� durch Induktion�

Bemerkung ��
 �� Damit k�k��p � constj�j��p ist nur erforderlich� da� � � � auf

einem Teil #� von �� mit positivem Ober��achenma��

� Das Problem

Minimiere j�j	��
� � H�

	 ��� j�j���
f�uhrt zu einer Eigenwertaufgabe� Siehe Polya und Szego �������



���� Die Poincar�esche Ungleichung und ihre Anwendungen ��


�� Ungleichungen Poincar�escher Art f�ur Di�erenzen wurden schon in der Ar�

beit von Courant� Friedrichs und Lewy angewandt� Siehe auch das Buch von

Epstein�

Als direkte Folgerung aus der Poincar�eschen Ungleichung erh�alt man

Satz ���� Sei � � Rn beschr�ankt� Die Normen k � k��p und j � j��p sind �aquivalente

Normen in H��p
	 �

Satz ���� Sei � � Rn beschr�ankt� Sei

a�u� v� �
Z
�

div u � div v dx

�
Z
�

nX
i��

�u

�xi

�v

�xi
dx

f�ur u� v � H�
	����

a ist eine beschr�ankte V�elliptische Bilinearform�
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Kapitel ��

Finite Elemente

���� Einf�uhrung

���� Das Galerkin�Verfahren� Fehlerabsch�atzungen

Nach diesen langen� aber durchaus spannenden Vorbereitungen k�onnen wir uns wieder

der L�osung von Randwertaufgaben widmen�

Satz ���� Sei X ein reeller Hilbertraum� Sei a und b eine Bilinearform

a  X �X �	 R

bzw� ein lineares Funktional

b  X �	 R �

Sei a beschr�ankt und X�elliptisch�

a�u� v� � Mkuk � kvk �
a�u� u� � �kuk� �

Sei Xh ein Teilraum von X�

Die Gleichungen

a�u� v� �	 b� v � � � v � X

und

a�uh� vh� �	 b� vh � � � vh � Xh

haben eindeutige L�osungen u bzw� un �Lax�Milgram	�



�� Finite Elemente

Es gilt�

ku� unk � M

�
inf

vn�Xh

ku� vnk �

Beweis F�ur jedes vh � Xh gilt

�ku� unk� � a�u� un� u� un�

� a�u� un� u� vh� � a�u� un� vn � un�

� a�u� un� u� vh� � a�u� vh � un�� a�un� vh � uh�

� a�u� un� u� vh�� 	 b� vh � un � � 	 b� vh � un �

� a�u� un� u� vh�

� M ku� unk � ku� vhk �
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