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Aufgabe 1 (Euler-Lagrange Gleichung) (5 Punkte)
Verallgemeinern Sie die Aussage von Satz 2.1 der Vorlesung fir den Fall u : [a,b] — R und

ueX

(P)  inf {F(u) - /Qf(x,u(x),u'(x), . ,u(k)(:c))dx},
wobei k € N und
X = {ue CH(a,b) : ul(a) = aj, W)= f; VO<j<k—1)
mit Konstanten «;, 3; € R.

Aufgabe 2 (5 Punkte)
Sei  C R™ offen, beschrankt und mit Lipschitz Rand und sei W : R — [0, +00) gegeben durch

2
W(z) := <z2 - 1) :
Sei weiter g € L?(Q) und sei F : WH4(Q) — [0, +00) definiert durch

F(u) := / (]Vu|4 + W(u) — guz) dz.
Q
Zeigen Sie, dass das Problem
(P) inf{F(u): ue W (Q)}
eine Losung @ € W14(Q) besitzt.

Aufgabe 3 (Poincaré-Ungleichung) (5 Punkte)
Sei 1 < p < oo. Sei 2 C R" offen, beschriankt, zusammenhéngend und mit Lipschitz Rand. Zeigen Sie,
dass eine Konstante C' > 0 existiert, sodass

lu— (wallzr < ClIVullze ¥ ue WH(Q),

wobei (u)q := ﬁ Joudz.

Hinweis. Nutzen Sie das folgende Kompaktheitsresultat von Rellich-Kondrachov: Ist 1 < p < oo, Q C R"
offen, beschrinkt und mit Lipschitz Rand, und ist (ux) eine Folge in WP (Q) mit |juy |y, < C fiir

ein C' > 0 und fiir alle k € N, so existieren ein u € LP(£2) und eine Teilfolge (u;) mit ug;, — u stark in
LP(92).

Aufgabe 4 (Direkte Methode der Variationsrechnung) (5 Punkte)
Sei Q2 C R” offen, beschriinkt, zusammenhiéngend und mit Lipschitz Rand. Sei f € C°(Q x R x R"?),
f=[f(z,u,§) mit

(i) &€~ f(x,u,&) ist konvex fiir alle (x,u) € Q x R™.
(ii) Es existieren p > ¢ > 1 und Konstanten ay > 0, a9, a3 € R mit

f(@,u,8) > aqléfP + aolul?+ a3 V(z,u,&) € Ax R x R™
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Sei weiter

F(u) = /Qf(x,u,Vu)d:c.

Sei schliefllich o € R und X := {u € W'P(Q) : ﬁfﬂudx = a}. Zeigen Sie mittels der direkten
Methode der Variationsrechnung, dass das Problem

(P)  inf F(u)

eine Losung u € X besitzt.



